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Eiunleitung.

8. 1. Gin von allen Seiten begrenzter Theil bed Raumed wird
ein Rdrper genannt. Die Grengen eined Kivpers heifen Fldden, die
®rengen einer Flidbe Linien, dbie Grengen einer Linte Punite.

PBunfte, Linien, Fliden und Kévper nennt man Raumgebilde.

Gin Rbrper Dat drei Ausbehnmungen: Rénge, Breite und
Hihe (Tiefe, Dide); eine Flahe hat mur wei Audbehnungen: Léinge
und Breite; eine Linte hat mn eine Ausbehnung: bie Ldnge.

Rivper, Flacden und Linien werden, da fie Ansbehuung befiben,
auch Raumgrifen genannt.

Der Punft bat feine Audbehuung und ift daber audy feine
Roumgrife.

Die Raumgebilbe tdunen bdurd) DBewegung erzeugt werden.
Bewegt fidh) ein Puntt, {o ift ber von ihm uriidgelegte Weg eine Linie.
Wenn fich eine Linie, jedodh) nidht in fich felbjt, bewegt, fo durdiliuft fie
eine Fliche. Vewegt {idhy eine Flicke, jedoch nicht in ficdh felbft, fo ent-
fteht ein RKdrper.

§. 2. Gine Linie, welde durc) swei Punfte beftimmt ift, Heift
eine geradbe Linie, oud) blod Gerabe. Sie wird erzeugt, wenn jich
ber eine Punft in unverdnbderter Ridytung nach bem anbern Punfte hin
fortbewegt. Die beftindige Richtung, in weldyer fih bev Punkt bewegt,
Beifit auch die Richtung bev duvch bie BVewegung erzengten Geraben.

Gine Linie, welde aus gevaben Linien ufammengefest ift, aber
jelbft nicht gevade ijt, wird eine gebrodhene Linie genannt.

Gine Linie, von ber fein Theil gerade ift, Beift frumm. Sie
witd eriengt, wenn ein fich bewegender Puuft fortwdhrend die Ridhtung
feiner Bewegung dndert. 511 bl

Gine Fliche, weldye burd) drei Puntte, die nidht in einer Gevaven
fiegen, Deftimmt ijt, heifit eine ebene Fldche ober eine Ehene. Sie
fat die Gigenjhaft, bafi jede Gevabe, wweldye jiwei Punfte ber Ebene ver-
binbet, gans in bie Gbene hineinfillt.

Gine Fliche, pon per fein Theil eben ift, Heifit frumm.

Jebe begvenjte Flidhe wivd eine Figur genannt. Eine ebene Figur
ift enttveber gevabdlinig ober Erummlinig, je nachbem fie von geraden

Moénil, Geometric fiir Lehrexbilbungdanitalien. 1
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ober frummen Linien begrenzt wird. Die Grenslinien einer Figur Heifen
Seiten derjelben; bdie Gejammiheit aller Seiten bilbet den Umfang
ber Figur.

Gin Kbrper, weldher von lauter Ehenen begrenst wivd, Heift eben-
fladig (ectig); ein Rorper, weldher nicht von lauter ebenen Flichen
begrenst wird, eifit frummfladig (vund).

§. 3. Gine Ordfe mejfen Beifit angeben, wie vielmal eine als
Ginpeit angenommene Gvdfe derfelben Art in ihr enthalten ift. Die
Rabl, welche diefed angibt, Heifit die WMafzahl ber Grife.

Geve Raumgrdfe fann nur duvd) eine gleichartige Raumgrife
gemefien werben, alfo eine Linie nur dburd) eine Linie, eine Flide nuv
purd eine Fliche, ein Kbvper mur durdy einen Kbvper. '

Die Ordge einer begremzten Linie Peifit deven Linge, bie Grdfe
einer begvengten Fldche deven Fladheninhalt, die Gréfe eined Kirpers
pefjen Gubitinhalt ober Bolumen. :

§. 4. Die Wiffenjdhaft von den Raumgebilben, infofern an ihnen
ovie Gigenidaften ded8 Raumes betracdhtet werben, Heift Geometrie.
Sie zerfdllt in jwei PDoupttheile: bie Planimetvie und bdie
Steveometrie. i

Die Planimetrie ober ebene Geometvie Hanbelt vou jenen
Raumgebilven, weldhe in einer unbd devfelben Ebene liegen; die Steveo-
metvie bejhdftigt fich bagegen mit jemen Raumgebilben, bie nicht in
einer ‘eingigen Ebene liegen, jonbern fidy auch mody auferhalb bevjelben
augbehnen.

. §. 5. Die Geometrie behanbelt ihren Stoff in Erildrungen,
®rundfdten, Lehridsen und Aufgaben.

Gine Grfldrung ift die Angabe der wefentlichen Wierfmale eines
Begrifies. Im weiteren Sinne verfteht man davunter die Angabe alles
defjen, wad bei einer folgenven Cntwidlung su Grunde gelegt wwird.

Gin Grundfa (Ariom) ift ein Sap, deffen Wabrheit ald von
felbft einfeuchtend wovausgefest wird. Die allgemeinen mathematijchen
Grunbfdge, die in der Avithmetit (§. 7) angefiihrt wurden, Fommen audy
in ber Geometrie jur Anwenbdung.

_ Gin geometrifder Qehriap ift ein Saps, weldyer eine geome-
trijche Wahrheit andfpricht, veven Ridytigheit nicht an und fitv fich ein-
leuchtet, jomdern evft bewiefen werben muf. Seine Theile find: die Bor-
ausfepung, welde die Bedbingungen enthilt, unter welchen der Sap
gelten foll; bie Behauptung, welde vie unter der gegebenen Boraus-
fekung jtattfinbendbe Wabrheit ausipricht; und ber Beweis, baf bie
~Behauptung  aus ver  Vovausfetiung mit Nothwendigheit folgt. ~ Der
Beweis ift entweber divect ober inbivect. Vei dem bdivecten Beweife
wevben bdie Gritnde, aus demen bie Wahrheit ves Safges hervorgeht, un-
mittelbar: angegeben; dev inbdivecte Betweis jeigt, daf das Gegentheil der
Behauptung unmsglich ift.



3

Unter ber Umtehrung eined Lehrjatied verfteht man einen Saf,
weldher die Vorvausjepung des evjten ald Behauptung, und die VBehauptung
bed erften al8 Borvausfetung enthilt. Wenn ein Lebriag wabr ift, fo
ift nicht immer aud) beffen Umbehrung wabr; fie muf befonderd be-
iefen werbeu.

Sitse, welde unmittelbar ober durdy einfache Schliiffe aus ben
povhergehenden Lebriifien abgeleitet werben fiunen, Heifen Folgejdte
ober Bufdfe. i

Gine geometrifde Aufgabe jprichit die Forberung aus, ein
geometrijheg Gebilbe davjuftellen, iweldyes gegebenen Bedingungen ent
fpricht. Jedbe Uufgabe erforbert eine Aufldjung, db. i bie Angabe bes
Derfahrens , woburd) bdie in . der Aufgabe verlangte Conftruction
(Beidhnung) ausdgefithrt wird.

Aufer den geometvijdhen Conftructiondaufgaben gibt e8 auch geo-
metrifde Rednungdaufgaben, b. i. Aufgaben, welde fich auf die
Beredymung der Raumgrdfen mit Hilfe der Zahlen besiehen.

1%



Erfter Theil.
Die Planimetrie.

Crfier Abfdnitt.

BGerade finien und Winkel,

1. Ridtung und LWinge der Geraden.

§. 6. Durch einen Puntt laffen fidh unydhlig viele gerabe Linien
in alfen mbglichen Ricdptungen ziehen. It nod) ein jweiter Punft
gegeben, fo wird e8 unter allen friiheren Ridhtungen ber Geraben eine
eingige geben, in welder die Gerade durd) beide Punfte geht. Durd
3wei Punfte ift eine geradbe Linie vollfommen beftimmt.

Bwei Gerabe, welde zwei Puntte gemeinjdhaftlich haben, fallen
aujammen und bilben eine einzige Gerabe.

Bwei von einander verjchiebene Gevabe fonnen nur einen gemeins
jhaftlichen Punft haben. Wan jagt: fie fdhneiben fidh in diefem Puntte,
und nennt bden gemeinjdaftlichen Punft thren Durdfdnitt8puntt.

§. 7. Die unbegrenzte Gevade wird durd jeben in ihr liegenden
Puntt in jwei Theile getheilt, deven jedber fidh mur nad) einer Richtung
unbegrenst ausbehut. Gine dburd) eimen Punft Halb begrenzte Gerabe
heifit Stral. Gine dburd) jwet Punfte ganz begrenjte Gerade heifit
Strede; die beiben Grengpunfte nennt man ihre Endbpunite.

Die Strede jwifdhen jwei Punften beftimmt die Entfernung
ober ben Abftand berfelben.

~ Gin Stral wird durd) den Gremgpunft und einen gweiten in ihm
fiegenben Punft, eine Stredfe durch ifhve Endpunfte begeichnet.

~ Unbegvente ober Ralb Degrenjte Qimien [laffen fih mur ber
Ridjtung nach, Strecen der Richtung und der Linge nad) mit einanber
vergleichen.

§. 8. Um jwei Gtveden bejiiglich ifrer Linge mit einanber zu
vergleichen, lege man biefelben fo auf einanber, baf ber eine Enbpunft
unb bie Ridtungen derfelben zujammenfallen. Wenn dann aud) bdie
anberen gwei Cndpunfte sufammenfallen, die Streden fich alfo deden,
fo finb biefe einanber gleidh; fallen aber bie anberen zwei Cubpuntte
nicht jufammen, fo finb die Stveden ungleid), und zwar ift bie-



5

jenige bie Eleineve, beven weiter Cnbpunft jwifdhen ben Endpunften dev
anberen Strede liegt.

§. 9. Um eine gegebene Strede ju meffen, unterfudyt man, wie
vielmal eine anbeve al8 Ldngeneinheit augenommene Strede in ber-
felben enthalten ift. Die Zabl, welde biefed angibt, ift die Mafzahl
per Gevaben.

Die Ginbeit bed Ldingenmafed ift in ben meiften
euvopiifhen Staaten dad Weter. Gin Weter (™) wird in 10 Deci-
meter () & 10 Gentimeter (@) & 10 Millimeter (™) ein-
getheilt. 1000 Peeter find ein Kilometer (X=), 10000 Vieter find ein
Mpriameter (o).

§. 10. Berlingert man (Fig. 1) bie Strede AB um bie Strede
BC, fo ijt bie erhaltene Strece A C die Summe der beiben Streden

Fig. 1 AB und BC; alfo
A AB 1 BC = AC.
[ { (53 Lrdgt man auf eine Strecde AC eine Eleineve
A = Stredte BC von C bi8 B auf, fo ift bie itbrig-
bleibenbe Strede AB bie Differveny ber beiben Stveden AC und

BC; alfo
AC—BC=AB.
LWie werben zwei gegebene Streden a) abbirt, b) fubtrabict?

2. Wintel.

§. 11. ®ehen in einer Ebene von einem Punkte aus jwei Stvalen,
fo Beift bie Grdofie ber Drehung, welde ber eine Stral in biefer
Gbene um den gemein{chaftlichen Punft madhen muf, um in die Richtung
ped jweiten Straled ju gelangen, ber Winfel der beiben Stralen. Die
svei Stralen, welche ben Wintel bilben, Heifien feine & dhenkel; ben
gemeinjchaftlichen Punft, von bem fie audgehen, nennt man dben Scheitel
ober pie Spife bed Winfeld. Die zwijchen den Schenfeln liegenbe ebene
Sliche, wovin die Drehung al8 vollbradht betvadytet wird, Beifit die
BWintelflade.

%ig. 2. Ginen Winfel begeichnet man entweber mit
B einem einzigen Budhftaben, ben man jiwifchen bie
Sdyentel fest, ober mit bem Buchitaben am Scheitel,

/ ober mit brei Budhitabern, von benen eimer am

% Sdpeitel und 3wei an den Schenfeln ftehen und der
oéﬂ:-l_ﬁ A am Sdheitel {tehende immer in bdie INitte gefetst

_ wird. 3n Fig. 2 jinb OA unp OB bie Schenfel,
O ber Scheitel deg Winfels, unbd diefer felbft heifit entiveber ber Winfel m,
ober per Winfel O, ober ber Winfel AOB ober BOA,

§ 12, Um jwei Winkel in Begug auf ihre Grife au vevgleiden,
lege man ifre Winfelfldchen fo auf eimander, daf der Scheitel und ein



6

Sehenfel bes einen Winfeld auf den Scheitel und einen Schenfel bes
anbeven 3u liegen fommen. Fallen dann audy bdie- jweiten Schenfel- dev
Richtung nad) sujammen, o find bie beiden Winfel gleidh; fallen aber
bie jweiten Schenfel nidht jufammen, fo finb bie jwet Winfel ungleidy,
unbd gwav ift devienige fleiner, deflen jmeiter Schentel jwifdhen die Schentel
bes anberen Winfels fdllt. |
Umgetehrt : Wenn gwei Winfel gleich find, jo fonnen fie mit ihren
Winfelflacdben fo auf einander gelegt werden, vaf, wenn die Scheitel und
ein. Paar Scenfel berfelben zujommenfallen, aud) die anderen gwei
Sdyentel zujommenfallen.
§. 13. Dreht man in dem Winfel A OB (Fig. 3) den Schenfel
OB von OA weg um den Winfel BOC, fo baf er in die Ridtung
OC fommt, fo ift der neu entftehenve Winfel AOC die Summe bex
iy Beiben Winfel AOB und BOC; alfo
B AOB +BOC=AO0C.
Dreht man dagegen in dem Winfel A O C beu Schentel
4] OC gegen OA um ben fleineren BWinfel BOC, fo
baf er in bie Richtung OB fommt, o ift der itbrig-
: “Bleibende Winfel AOB die Diffeveny dver Winfel
/ AOC undb. BOC; affo
0 e AOC —BOC=AO0B.
Wie werben gwei Winfel a) abbivt, b) fubtrahirt?

§. 14. Dreht fich ein Stral um feinen Grengpunft in einer Ebene
herum, jo nimmt er nad) und nach alle Ridhtungen an, welde in der
@bene pon diefem Punfte aus miglich find, unbd bilbet daher mit jeiner
anfanglichen Richtung alfe um jenen Puntt moglichen Lintel.

-~ 1. Qegt der bewegliche Stral den vievten Theil einer voll
fténdbigen Umbdrehung suviid, fo heifit dex daduvd) evjeugte Wintel
ein vedhter Winfel, Alle vechten Winfel jind einanbder gleid.
Der vedite Winfel wird gewishulih mit dem Budhftaben R begetchnet.
: Gin Winkel, 3u bdeffen Entitehung teniger ald

Big. & einte Bievtelbvehung evforderlidh ift, heifit ein fpifer,

2 B ¢ und ein Winfel, 3 deffen Crzengung mefhr ald eine
Biertel-, aber weniger ald die halbe Umbdrehung ev-

forbert tird, ein ftumpfer Winfel. ECin fpier

Winkel ift demnadh fleinev, ein flumpfer grofer al8

0 ~A ein vechter; beide werden audy fdiefe Winfel

genannt,

., . Dat (Big. 4) der Stral OA, wenn ev in bie Yage OB gelangt
ift, ben vierten Theil einer wvolfen Umbrehung juviidgelegt, jo ijt AOB
eint vedpter, AQG ein fpitter undb AOD ein ftumpfer Winkel.

Bwei Winkel, welde fich ju einem Rechten evgdngen, Heifen Coms
plementwintel, wie 3. B. AOC und COB.

2, Wenn ber bewegliche Stral eine Halbe Umbrehung gemacht
hat, fo fommt ev-in eine Richtung, welcdhe feiner anfinglichen Richtung



entgegengefest ift. Der Winfel,  weldher: burd)  diefe Drehung evzeugt
wird, bejfen Schenfel daher entgegengefetst in einer geraben Linie liegen,
beifit ein geftvedter Winfel.  Ein geftredter Winkel ift gleid

swet Rechten Alle geftvecten Winfel jind einanber gleid).
Fig. 5. Gin Wintel, der. fleiner ald ein geftredter
C ift, Heift'einhohler, und ein Winkel, Der grifer
al8 ein geftvedter ift, ein exhabener Winfel.
3n Fig. 5 ift AOB ein geftredter, AOC ein
hohler, AOD ein erhabener Winfel. Jebem
B hohlen Wintel jweier Stralen entfpricht immer
\ /0 audy ein erhabener Wintel bevfelben; wenn jeboch
nicht ousbriidlich bas Gegentheil bemerft wirb,
iit unter bem Winfel jweier Stralen ftetd bder

D hohle Winfel zu verftehem

Bwei Wintel, welche fich ju zwei Redhten ober ju einem geftvecten
Wintel evgingen, Heifen Supplementivinfel, wiez B. AOC undp COB.

3. Nady einer gangen Umbdrehung gelangt dev beweglihe Stral
ieder in feine urfpriingliche Lage. Der Winfel, der dburch diefe Drehung
entfteht, Beifit ein woller Winfel. Seine Schentel fallen jujemmen.
Gin pollev Wintel it gleid) zwei gefivedten Winfeln ober
viev Redyten .

§. 15, Um einen Winfel su meffen, nimmt man ivgend -einen
befannten Winfel ald Ginfeit an und untevfudht, wie vielmal berfelbe
in bem gegebenen Winfel enthalten ift.

Die Ginheit bed Winfelmafes ift der Grad (°), b. i ber
360jte Theil eined vollen Winfels. Gin Grad wird in 60 Minuten (¥),
eine WMinute tn 60 Secunden (“) eingetheilt.

Wie viel Grabe hat a) ein voller, b) ein erbabener, c) ein gejtvedter, d) ein
tedjter, ) ein fpiker, f) ein flumpfer Winkel?

Das einfachite WMittel der Winfelmeffung bietet die Rveidlinie.

§. 16. Dreht fih eine Strede OA (Fig. 6) um den Punft O
in berfelben Gbene Pevum, bi§ fie wieder in ihre urfpriingliche Lage
Tommt, o bejdhreibt wihrend biefer Drefung der Punft A eine frumm
Qinie ABCDA, welde Qreislinie ober Rreis Beifit. ‘

%ig. 6 Die Kreislinie ift bemnach eine Linie, deven
e afle Puntte von einem innerhalb liegenden Punite

i B gleich iveit abftehen. Diefer Punft Beifit bder
Mittelpuntt ober dbad Centrum, unb jede
vom Mittelpunfte nach ber Kreidlinie geogene

@ 0 A Strede, wie OA, OB, ein Dalbmeffer

\ (radius) bes Rreifes.
Gine Strede AB, welche zwei Punfte ber
Rreidlinie verbindet, heift Sehne. Geht bdie
D Sefne durch den Mittelpuntt, wie A C, fo Heifit

fie ein Durdymefjjer des RKreifes.
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Seber Theil ber Kreislinie, wie AMB, heifit ein Bogen (arcus),
unb bie gange Rreidlinie dber Umfang ober die Pevipherie bed Kreifes.
Die Hilfte bes Umfanged heifft ndbefondeve ein HalbPreis, dev vierte
Thetl desfelben ein Quadbrant. ‘

Gin Winfel AOB, bvefjen Scheitel im WMittelpunfte des RKreifes
fiegt, beffen Schentel alfo Halbmeffer find, Beift ein Centriwintel

Mus ben vovanftehenben Crilarungen folgt:

a) Alle Halbmefier eined RKreifed find einanber gleid.

b) Jeber Durdhmeffer eines RKreifes ift doppelt jo grof ald ein Halb-
meffex.

c) Alle Durchmeffer eined Kreijed find einanbder gleid.

§. 17. fehrfak. Bu gleiden Centriminfeln eines Kreijes
gehiren gleiche Sehnen unbd gleidhe Bogen.

%ig. T Borausj. E8 fei O (Fig. 7) ber Wittel
$0; punft bes Qreifes und Winfel AOB = COD.

Behaupt. Sehue AB = CD und

DBogen AB = CD.

DBemweis. Legt man den Winfel COD fo
auf ven Wintel AOB, daf die Halbmefjer OC
und OD auf pie Halbmeffer OA undb OB u
liegen fommen, waé wegen der Gleichheit der
beiben Winfel miglich ift, jo miiffen wegen ber
®leichheit der Halbmefjer audy die Punfte C
und D auf die Punfte A und B fallen; folglich
ift bie Sehne AB = CD. Fallen aber die Sehnen AB und CD auf
einauber, fo miiffen fich aud) bie Bogen AB und CD bdeden, weil fonft
nicht alle Punfte derfelben vom Wittelpuntte gleicdh weit entfernt wiven;
aljo ift aud) Bogen AB = CD.

§. 18. Um einen Rreigbogen jit meffen, nimmt man ivgend einen
befannten Bogen besfelben Rveifes als Einfeit an und unterjucht, wie
pielmal bevjelbe in bem gegebenen Bogen enthalten ift.

Die Einheit bes Bogenmafes ijt ein Bogengrad (°), b. i
ber 360fte Theil bes gamgen RKreidumfanges. Ginen Bogengrad theilt
man in 60 Bogenminuten (), eine Bogenminute in 60 Bogen-
fecunben () em.

. Wird ber volle Centriwinfel cines RKyeifes in 360 gleiche Theile,
Wintelgrade, getheilt, o wird durdy die Schenfel nach §. 17 auch dex
Umfang bes Rveifes in 360 gleiche Bogen, beven jeber ein Bogengrad
iit, getheilt. Bu einem Winfelgrabe gehdrt alfo auc) ein Bogengrap;
ebenfo ju einer Winfelminute eine Bogenminute, s einer Winfelfecunde
eme Bogenfecunve. Hiernady driicft die Zahl der Grade, Minuten und
Gecunben eines Kueisbogens sugleich vie JaBl ber Grave, Veinuten und
Secunben bes sugehirigen Centriwinfels aus. In diefem Sinne fagt
man: Der Kueisbogen ift das Maf ves zugehirigen Centrimintels.
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Auf per Mefjung bev Winkel durch Kreisbogen berulht ber Gebraud
bes Trangporteurs. : :

Wie wird ein geseidneter Winlel mit Hilfe bes Trandporteurd gemeffen?

BWie wird ein in Graben gegebener Winfel mit Hilfe bes Transportenrs
gegeichnet ?

§. 19. 3wei Winfel, weldye denfelben Scheitel unbd einen gemein-
fchaftlichen Schentel haben, unbd deven anbeve Schenkel auf entgegengefetiten
Seiten be8 gemeinjchaftlichen Scheiteld in einer gevaben Linie liegen,
Beiffen Nebenmwintel; 3 B. (Fig. 8) AOB und BOC, ebenjo AOD
und DOC. _

Fig. 8. Lehrfo, Die Summe zweier Neben-
winfel ift gleidh zwei Redhten.

B ) i
D, Denn fie bilben zujammen einen geftrecten
Winkel.
Wie qrof ift ber Nebenwintel eines Winfel8 von
4— £ a) 58°, b) 110°, ) 97°, d) 82° 85/, e) 136° 12/,
0 f) 78° '8¢ 4349
Folge[dbe.

a) ©Sind 3wei Nebenwinfel gleidh, o ift jeber von ihuen
ein vedhter; find zwei Nebenwinfel ungleidh, fo ift der
eine ein fpiger, ber anbeve ein ffumpfer Winkel

b) Die Summe aller Winfel, welde auf einer Seite einer
gevaben Linie liegen und einen gemeinjdaftlichen in
ihr liegendben Sdyeitel haben, ift gleich zwei Redhten.

Denn alle biefe Winkel betragen zufammen einen gefivecten Winkel.

c) Die Summe afler Winfel, welde in einer CGbhene um
etnen Punft herum liegen, ift gleidh vier Recdhten.
Denn verldngert man einen beliebigen Schenfel einesd diefer Winfel

itber pen Scheitel hinaus, jo betragen die Winfel auf jeber Seite diefes
?e[gc‘ingergn Sdpenfels 2 R, folglich alle Winkel zu beiben Seiten bes-
elben 4 R.

§. 20. Bilbet eine Gevabe mit einer andevn vechte Winkel, jo heifen
bie beiben Gevaben fenfredyt, fonft {dhief auf einanber. So ijt (Fig. 8)
BO fenfrecht auf AC, DO fdhief auf AC, wenn ber Winfel AOB
— COB =R ijit. Daf BO auf AC fenfrecht fteht, wivd angeseigt:
B AC

§. 21. Bwei Winfel, bei benen die Schenfel bed einen bdie Bev-
Lingevungen ber Schenfel bed andern itber ben Scheitel finb, Heifen
Sdheitelwintel, wie a und c, oder b und d (Fig. 9).

Lehrfab. Je 3wei Sdheitelwinfel find einanber gleid.

Borausf. a und ¢ {ind Scheitelwintel.

DBehaupt. a =rc.
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§ig. 0. Beweis. at b= 2R als RNebenmintel,
o 7 b+c¢c=2R , -
\ £ o - alfo.a -+ b=b + e, unb wenn man
D beiberfeits b wegnimmt, a = c.
o : Gbenr fo fonn  man beweifenn, baf
. S WA Wi B

3. Parallele Linien.

§. 22. Werben jwei gevabe Linien, von einer dritten gejchnitten, o
entfteben an ben beiven Durdpjdnittdpunften acht Winfel.. Die vier
Wintel, weldhe jwijchen ben gejchnittenen Geraben liegen, hHeifen inneve,
bie anbeven vier dufeve Winfel. IJn Fig. 10 finb AB unb CD bie
gejdmittenen Gevaben, EF bdie jdueivendbe Gevade; ¢, d, m, n find
inneve, a, b, o, p finb dufeve Winkel.

Fig. 10. Gin duferer und ein innever Winfel auf

B derfelben Seite der Schueidenden und an verjdhie-
benen Sdheiteln heifen Gegenwinfel; e a
ab . p undb m, b undb n, ¢ und o, d und p.
c

Bivei dufeve ober auch innere Winfel auf
§ ben entgegeugefetsten Seiten ber Schueibenben und
C~—min. . g an verjchiedenen Scheiteln werben Wed)felwintel
s[4 genanut; wie aundp, b unb o, ¢ und n, d und m.

Jd Bwei dufiere ober wei inmeve Winfel auf

berfelben eite Der Schmeidenden und an vevjdyie-

genen Sdyeiteln Heifen Anmwinfel; wie a und o, b und p, ¢ und m,
b n.

§. 23. Zelyfiie. 1. Wenn beim Durchjdhnitte zweier Ge-
vaben burd) einebritte ivgend zwei Gegenmwinfel gleid) jind,
fo find a) aud) fe zwei andeve Gegenmwinfel gleid), b) je
jwei Wedfelwinfel gleidh und c) je zwei Anwinfel Sup-
plementwinfel. (Fig. 11.)

iig. Lt Boraunsj. a = m.
Erijte Behaupt. b'=n,"e =0, 'd'—="p.
@k Beweis. a b =2R al8 Nebenmintel,
AT e m + n=2R al8 Nebenwintel,
a4+ b=m++n,
C\n a — mnad) ber Bovausiekung,
o i folglich b = n.
r Eben o wird bewiefen, daf ¢ = o ift.



Gudlidy ift a = d alé Sdeitelwintel,
{ i m = p al8 Sdyeitelwinkel,
; a=nm nad) der Bovausdfegung,
alfo aud) d =p. :
Bmweite Behaupt. a=p, b=o0,¢=n d=nm,

Beweis. a = m nacdh ber Borausdfebung,
= m al8 Sdeitelwintel,
alfo a = p. : .

Gbenio zeigt man, baf b = o0, ¢ = n, d = m ijt.
Dritte Behaupt. a4+ 0 =2R, b+ p=2R,
g c+m=2R, d+n=2R.
Beweis. a -+ ¢ = 2R al8 Nebenwinfel,
c=—o0 a8 Gegenwintel,

a4 o0o=2R.

Gben jo seigt man, baf b4+ p=2R, ¢+ m=2R und
d4+n=2R ijt

2, Wenn beim Durdhfdnitte jweier Gevadben durd) eine
pritte ivgend jwei Wedpfelwintel gleicdh find, fo jinda) aud
je swet anbeve Wedhfelwinfel gleid, b) jeswei Gegenmwinfel
gleidh, unbd ¢) je jwei Anwinfel Supplementwintel

Beweis. €8 fei c =n. Da ¢ =">b al8 Sdheiteltvinfel, fo ift
aud) b = n, Sind aber jwei Gegenwinfel gleidh, fo miiffen (nady 1.)
auch alle itbrigen in dem Lehrjage enthaltenen Behauptungen als be:
wiefert angefehen wevrben.

3. Wenn beim Durdyjdnitte jweier Gevabem bdurd
eine dritte irgend jzwei Anwinfel Supplementwintel jind,
fo find audy a) je jwei andeve Anwinfel Supplementmwintel,
b) je 3wei Gegenwinfel gleidy, und c) je zwei Wedjels
wintel gleid.

Beweis. Cofeia+ o0 =2R. Daandha + ¢c= 2R, jo muf
a -+ e =a -+ o, baher ¢ = o fein. Sind aber jvei Gegenvintel gleich,
fo treffen (nach 1.) auch alle iibrigen Behauptungen zu. — Ebenfo wird
pev Beweis gefithrt, wenn man ¢ + m = 2 R annimmt.

§. 24. Bwei gevave Linien, welche in berfelben Ebene liegen und,
jo weit fte auch verlingert wevben, in feinem Punfte jujammentveffen,
Beiffen pavallel. Um anguzeigen, baf jwei Gerabe AB und CD pa-
vallel find, jchreibt man AB || CD.

Bwet nidht pavallele Gevade, weldhe in devielben Ebene liegen,
miiffen hinveichend vevldngert in einem Punfte zujammentreffen.

Grundfot, Durd) einen Punft anferhalb einer Gevaben
fann 3u diefer nur eine Pavallele gezogen wevben.

Jolgefoly,. Sind zwei gevabe Linten mit einev und der:
felben dritten parallel, fofind jie unteveinanber pavallel
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3t (Fig- 12) AB || MN undb CD || MN, fo ijt audh AB |/ CD.
Fig. 12. Denn twive die Gerabe AB nidht pavallel
mit den Gevaben CD, fo miifite fie hinveihend
B yerldngert diefelbe in einem Punfte fhneiben;
D vann aber gibe e8 burch diefen Durchichnitts-
N punft jwei Pavallele 3u MN, was nadhy vem

obigen ®runbfate nicht miglich ift.
§. 25, fehrfake, 1. Wevrben jwei Gerabe von einer dritten
fo gefdnitten, baf entweder jwei Wedhfelwinfel odber jwei
Gegenwinfel gleich, oder jwei Anwinfel Supplementwintel
find, jo jinb bie gefdnittenen Gevaben pavallel. (Fig. 13.)

fig. A Beweis. Werben die Geraven AB
und CD pon ter EF fo gejdnitten, baf
¢=n, alfo auch d = m ift, fo fann man
™. (8.12) ben oauf ber einen Seite von EF

-~ zwifden GB, G H und H D liegenden Theil ber

3 Gbene BGHD fo in ben auf bder anbern
@eite liegenben Theil CHG A bringen, baf

GH auf HG, GB in die Ridhtung HC und

HD in die Richtung G-A fillt. Wiirden nun die Gevaden AB unb CD
auf ber einen Seite von EF in einem Punfte jujammentreffen, fo
miifite diefem Durdhjdhnitidpunite aud) einer auf ber andeven Seite ent-
fprechen; dbann Bitten aber AB und CD jwei Punite gemeinjhaftlich,
wag ber Grunbvorftellung ber gevaten Linien wiberfpricht. Die Geraden
AB unb CD fiénnen alfo nicht sufammentreffen ; folglich mug AB || CD fein.

Da (§. 23) jwei Wedfelvintel auch gleicdh find, wenn zwei Gegen-
winfel einanber gleidh), ober wenn jwei Anwinfel Supplementwintel find,
jo ijt der obige Yehrjafy volljtinbig bewiefen.

2. Werben 3zwei pavalfele Gevabe bon einer dritten
Gevaden gejdhnitten, fo find a) je zwei Wedhfelwinfel gleidy,
b) je 3wei Gegenwinfel gleidh, und c) je zwei Anwinkfel
Supplementwinfel. (Umfehrung des Lehriates 1.)

€ Man braudt hiev muv ju geigen, bdaf unter der gegebenen BVor-
ausfeiung jtei Wed)felwintel gleidy find, indem dann nach §. 23 audh
bie ifbrigen Behauptungen zutveffen.

Fig 14 Borausj. AB | CD (Fig. 14).

r Behaupt. W. BGH = CHG.

Beweis. Wenn BGH nidht = CHG, fo
it BGH > CHG obert BGH > CHG. Bive
~y BGH > CHG, jo jiehe man bie Gerave MN fo
bmd) G, paf NGH = CHG wird; daun mire
MN || CD, was nicht miglich ift, da nach der
Lovausfeung AB || CD ift und durch etnen Puntt G
gu einer Gevaben mur eine Pavallele gesogen

A
c
M
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mwerben fann. Ebenfo laft fidh zeigen, daf BGH nidht tleiner al8 CHG
fein Toune. @8 mufi alfo BGH = CHG fein.

Bwei Parallele AB und CD werben von ber Geraben EF in ben Punften
G und H o gefdnitten, dbaf der Winlel AGE
s i g 185 s B o 5 e o St
4 3 ¢ QroR tjt 1 jedem Falie jeber Der Tigen an n 8.
emﬁt enben S?!inlc[? ; A e

§. 26. Wenn jwei Gevade in einer Ehene nidht pavallel find, fo
Beifen fie nach ber Seite ifhred8 Durdhfdhnittes hin .convevgivend,
nady ter anberen Seite hin bivevgirvend.

fehrfoly. Werdben zmwei Gerade von einer dbritten fo ge-
fdnitten, baff bie Summe der innerven Anwinfel auf einer
Seite ber Sdhneibenben fleiner ijt alé jwei Redyte, fo con-
vergiven bie beiben Geradbennad dbiefer Seite hin. (Fig. 14.)

Borausj. NGH + GHD < 2R.
Behaupt. Die Gevaven MN und CD convergiven nady vedyts.

Beweis. €8 fei die Gerabe AGB || CD gesogen; banm it
BGH + GHD = 2R (§ 25), unb mweil
NGH + GHD << 2R (nach) ber Bovausi.),
fo ift audy BGH > NG H.
G falit alfo GN zwijden GB und HD; folglid) convergiven bie
Geraden MN und CD nach rechts.

§. 27. fchrfake. 1. Stehen zwei Gerabe auf einev dritten
fenfredt, fo find fie pavallel (Fig. 15).

Fig. 15. Boranéj. AB | EFundCD | EF.
o4 ¢ Behaupt AB | CD.
Beweis. Da AB | EF, iftm=R;
| _%aCD | EF, ift auh n=R; folglicy ift
E- e D—-—F m = n, baher AB||CD (§ 25, 1).

2. Stehtvon jweiPavallelen bieecine anfeiner
®evaven jentredt, jo fteht aud dbieandbeveaufihr
fenfredt (Umfehrung von 1.)

Boransf. AB||CD udb AB | EF.

Behaupt. CD | EF.

Beweis. Weil AB||CD, jo iftm=n (§ 25, 2); ba
AB | EF, ift m = R; folglih ift aug n =R, b. i. CD | EF.

3. Boneinem Punfte auferhalb einer Geraden
Tann jubdiejer nur eine Senfredte gezogen werbden

Inbdiveter Bemweis. Lefen fidh von dem gegebenen Punite
an ber gegebenen Gevaben mehreve Senfrechte 3iehen, fo miiften fie nadh
1. cinanber pavallel fein, wad nicht mdglich ift, da fie einen gemeins
fdbaftiichen Bunft hatten.
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o4y Snoeinem Punfte einer Gevaben fann auf diefe nur
tine Senfredite evvidhtet werden. ;

Beweis wie zu 3. : a .

§. 28. 3ft (Fig. 16) DE|VAB und DF || AO, fo finb' m unbd a
awei Wintel, deven pavallele Schenfel nach derfelben Seite gevidhtet find;

Fig. 16. fie find einanber gleidh), weil beibe bem gemein-
jhaftlichen ®egentwinfel x gleich. find; alfo
=

Dte Sdhentel der Winfel n und a find
auch paariveife pavallel, e8 find jedodh muv
swei pavallele Schenfel nach derfelben Seite,
bie beiben anbern’ aber ‘nad). entgegengefetsten
Geiten gevidhtet; dba'n - m = 2 R ift und
ftatt m audy ber Winfel a gefett werben fann, fo iftaudhn + a =2 R.

Davaug folgt:

Bwet Wintel, peven Sdhenfel paarweije pavallel find,
find a) einanber gleid), wenn beidbe Paave der Sdhenfel nad
berfelben Seite geridhtet find; dbagegen b) Supplement:
winfel, wenn jwei Scdentel nadyberielben Seite, bie beiben
andbeven aber nad) entgegengefetten Seiten gevidtet find.

§. 29. @8 fei (Fig. 17) DE | ABund DF | AC. Man drepe
vie Sdienfel DE und D F teé Winfelds EDE alg eine fefte Berbin-

" pung um pen Scheitel D um
Big. 17. einen ‘vechten Winkel, fo baf

. fie in bie Lage DE* und DF”
fommen.

Sn I baben nun Dbie
Winfel E‘D'FY und BAC
paavweije pavallele und nadh ven-
i felben Seiten gericb%ttb Schen-

—— fel; alfo ift Winfel E‘D'F =
L ke —"BAC, folglich auch Winel
EDF =BAC. 3n1II find audy vie Schenfel per Winfel E'D'F
utd BAC paariveife pavallel, feboch ein Paav nad) derfelben, das andeve
Paar nad) entgegengefesiten Seiten gevichtet 5 alfo 1ft :

: B'DF'4-BAC = 2R,
folglicy auch Winkel EDF - BAC = 2 R.

Bwei Winkel, beven Schenfel paarmweife anf einander
jentredpt ftehesn, find entweder einanber gleidh over Supple-
mentwinfel )

LWann finbet die erfte und wann bdie stoeite Begiehung ftatt?

, Conftructions-Aufgaben. .
einenl- ﬂ%l} ;tl{tem Bunfte A (Fig. 18) an eine Gevabe A'B/
inre Fu ber e‘ f . '
BWinfel BAC gleid ift_s ignen, welder cinem gegebenen
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Auflofung Dian bejdhreibe aus A mit einem beliebigen Halb-
meffer einen Rueidbogen, weldyer die Schenfel bed gegebenen Winkels
Fig. 18. : tn M aumb N {dhneibet; mit bem-

c c: jelben Halbmeffer bejchreibe man

N N} aud) aus A’ einen Bogen,

Praees weldhey die AB’ in M’ durd-

- ; jchmeidet’; endlich befdhreibe man

A 53— B b S p’ mit dem Abftande ber Punlte

i 18 M amb N als: Halbmefjer aus
M’ einen Rveisbogen, twelcher den von A’ aué bejdriebenen Bogen: in
N‘ {dhneibet. 3ieht man nun durch A‘ und N’ die Gevabe A’ CY, fo ift
B“A‘C‘ per verlangte’ Binkel.

Beweis burdy Dedung.

2. Durd) einen Punft G anferhalb einer Gevadben CD
mit diefer eine Pavallele gu jiehen.

Aufldjung. 1. Man jiehe (Fig. 13) durd) G eine Gerade, weldye
pie CD in H f{dneidet, und conftruive in G an der GH ben Winkel
HGB = FHD; ber jweite Schenfel G B ded conftruivien Winfel8 ijt
pie gefiichte Pavallele (§. 25, .1).

Fia. 19, : Aufldjung 2. Wan bejchreibe
(TFig. 19) aus G mit einem Binveicdhend

N grofen Dalbmeffer ben Bogen MN, aus

G _la M mit pemfelben Halbmeffer den Bogen

b GP, endlich aud M mit bder Sehne

g . GP a8 Halbmeffer einen Bogen, welcyer

e pent Bogen MN in Q fdhneidet ; bie dbuvch

T P M D G und Q gejogene ®erabe ift bie ges
fudbte Parallele.

Denn nacd) der Aufldfung ver 1. Aufgabe ijt a = b, und dabher
GQ| CD (§. 25, 1).

Bweiter Abfdinitt.
Bon den geradlinigen Figuren im Allgemeinen.

1. Dad Dreied.

§. 30. Gine von brei Stveden begrengte ebene Figur wivd ein
Dreied genannt.



Sig. 20. Bei jebem Dreiecte hat man auf jehs Be-

: ftanbftiide Niidfidht su nehmen, auf dbrei Seiten

und auf bdvei Winfel. Jebe Seite, 3. B. AB

. {%ig. 20) bat jwei anliegende Winfel A und B, und

einen gegeniiberliegenben C; jeber Winkel, 3. B. A,

- wirb von pwei Seiten AB undb AC eingefdhloffen,
Ayt B bie pritte BC liegt ihm gegeniiber.

§ 31, fgebefoh. Die Summe aller Winfel eined Drei:

eded ift gleid) jwei Redhten.

' Sig. 22,' Beweis. Bieht man burdy C (Fig. 21)
Dok DEIIAB fo it 8 =m0 ) 10 g 95, 9
bafer a +b 4+ c=m +n + c;

mniftm-+ntc=2 _IE (§.19, Folgef.b),
p  folglih muf audh) a + b + ¢ =2 R fein.

4
Solge[afe.

a) Die Summe jweier Winlel ift fleiner ald jwei Redjte; ein Dreied
fann bafer nur einen redyten, fowvie aud) mur einen flumpfen
Wintel enthalten, und die beiben anbeven miiffen fpite Winkel fein.

b) Sind jwei Wintel eines Dreiedes jwei Winfeln eined anbern
Dreieded gleich, jo miifjen audy die dritten Winfel in beiben Drei-
eden gletch fein.

Sn einem Dreiede find zwei Winfel

1) o = 68°,  2) @ = 35° 57, 3) a = 55° 39’ 25*
B = 73% B = 102° 18; B = 81° 17' 46“;
wie grofi ift ber britte TWintel y ?

§. 32. Mit Niidjicht auf die Winfel werben bdie Dreiecde in
fpigminflige, redtwintlige und ffumpfwintlige eingetheilt
(Fig. 22).

Fig. 22. Gin Dreied Deifit Jpib-
winflig, wenn alle brei Win-

[SEIEREY J ;
fel fpif finb; reditwintlig,
wenn bavin ein vedyter; ftumpf-
winflig, wenn bdavin ein
flumpfer Winfel vorfommt.
ARk 3 ABC ift ein fpikivinfliges,

. il a DEF ein vechtwinflige8 und
GHJ ein fumpfintliges Dreied.

Sn_einem rechtmintligen Dreiecte Heifit die Seite EF, weldye bem
recyten Winfel gegeniiber liegt, bie $ hHpotenuje: die beiben Seiten
DE und DF, welche den rechten Winfel bilten, werben bie Ratheten
genannt. Dad {pif- und das fumpfwintlige Dreied begeichuet man mit
bem gemeinfchaftlichen Namen fdhiefwinflige Dreiede.
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§. 33. Berldngevt man in einem Dreiecte eine Seite, jo Heifit der
Winkel, weldyer von diefer Verlingerung mit dev anfiofenden Seite ges
bilbet wird, ein Aufenwinfel bed Dreiedes; ;. B. CBD (Fig. 23)
ift ein Aufenwinfel ved Dreiectes A BC.

Big: 29, fehefah. Jeber Yufenminkel
€ eined Dreiedediftgleich ber Summe
ber beiben inneven ihm nidyt an-

[tegenben Winfel

/ PBeweis. €8 ifft m +b=2R,
e bvm 5 ferner a - b4 ¢ =2 R; baher audh
4 B m-+b=a -+ b+ c, ober wenn man

beiberfeits pen Winfel b wegnimmt, m — a 4 c.
Solgefah. Jeber Anufenivinfel eined Dreteded ift gréfer alg ein
innever ihm nicht anliegender Winkel.

Wie groff ift bie Summe aller bret AuBenwintel eines Dreiedes?
Bwei innere Winfel cine8 Dreiedes find ;
a) 43° undb 71°, b) 59° 2_7‘ 45" undb 102° 8’ 52#;

mwie grof ift ber geaeniibetliegenbe Aufenwintel? y

Sn einem rechtwinfligen Dretece ift bev eine AuBenwinfel an ber Hypotenufe
a) 98° b) 124° 31/, c) 145° 28' 50“; mie grof ift ber weite Aufenwintel an
ber Hopotenufe?

§ 34. 3n Hinfiht der Seiten werden die Dreiece in un-
gleidhfeitige, gleidhfhentlige und gleidhyfeitige eingetheilt
(Fig. 24).

Fig. 24. Gin Dreied, in weldem
jebe Seite von feber anbeven ver-
fcbieden ift, Beifit ungleidy-

ra
g & feitig, wie ABC; ein Drei-
e, in _me[d;em 3wei Seiten
L gleid) ; tf:}lb ; Qeiﬁt gleid-
y 4 N = fdhentlig, wie DEF; ein

Dreied, in welhem alle brei

©eiten gleid) find, heifit - gleidhfeitig, wie GHIL

Sm gleichfchentligen Dreiecte nennt man bie beiben gleidhen Seiten
DF unp EF bie Sdhentel, die britte Seite DE bie Grunbdlinie,
unb den bdiefer gegeniiberliegenben Gdpunft F die ©pite ober den
Sdyeitel.

§. 35. Beziehungen 3wijden denSeiten eines Dreis
efed und den ihnen gegeniiberlicgenden Winteln.

1. ®leichen Seiten eines Dreiedes [iegen gleidhe
Winfel gegeniiber (Fig. 25).

LBorausj. AC=BC.

Behaupt. B = A,

Beweis. Wan jtelle fih dbad Dreied I nod) einmal, jedboch um-
gewenbet, vor, wie in II, und lege bad Dreiedt II jo auf I, baf C auf

Mocnit, Geometrie fiir Lebrerbilbungdanftaiten. 2
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C unb die Seiten CB und CA bed Dreiectes IT Lings ber Seiten CA
unb CB be§ Drveieds I zu liegen fommen, wad mdglich ift, weil die

Fig. 25. Winfel C in beiden Dveieden gleich find.
Dann miiffen wegen BC = AC aud bie

(Y ¢ Punfte B und A bed Drveieced II in bie
/\ Punfte A unb B bes Dreictes I, umd
/ jomit bie Seite BA beg erfteren auf die

aljo der Winfel B bes Dreiectes II ben
BWinfel A bpes Dreiedes I; folglich
A B B A A——R
Folge[ite.

a) 3n einem gleichjchentligen Dreiecfe {ind die Winfel an der Grund-
linte ‘einander gleih,  Durdh einen Winfel eined gleichjchentligen
Dretected find alle bejtimmt.

b) Der Aufentwinfel am Scheitel eined gleihjchentligen Dreieces ift
boppelt jo grof al8 fever Winfel an der Grunblinie (§. 33).

¢) 3n einem gleichieitigen Dreiecte jind alle brei Winfel etnanber gleich,
unb baber jeber 60°. ; :

2. '3n jebem Dretede liegt der grifeven Seite and
ber grifeve Winfel gegeniiber (Fig. 26).
Fig. 26. Borausf. BC > AC.
U/\ Behaupt. W. BAC > ABC.

4 \ I Seite AB bed lefiteven fallen; o8 bect
\
\ /

Beweis. Man mache CD == A C unbd jiehe
\ pie Strede AD. Dann ift dem gleidyichentligen
/ N Dreiede CAD der Winfel DAC = ADC; aber
/ \D  BWinfel BAC > DAC; folglich aucy Tinfel
A;’_,/-"“"’ A BAC = ADC. %um it ADC ein Yufenminfel
L T, TR bed Dreieces ABD und baher grifier al8 bder
innere entgegengefeste Winfel ABC; fomit muf um jo mehr Winfel
BAC > ABC jein.
3. In jebem Dreiede [tegen gleiden Winfeln gleidhe
Geiten gegeniiber (Fig. 25).
Borausf. A =B,
Behaupt ' BC = NE
Beweis. Wive BC nicht — AC, jo mifte BC 2 AC jein.
Allein bann wive nac) dem wvorhergehenden Sage auch A = B, wad
ber Bovausfebung A = B widerfpricht. €3 muf daher BC = AC fein.
4. 3n jebem Dreiede liegt pem grifeven Wintel and
bie grifeve Seite gegenitber.
€8 fei (Tig. 26) per Winfel BAC = ABC. Gefetst, e8 fei nicht
BC = AC, fo miifite BC = AC sber B ¢ << A C feinr. 2us ber erften
Annahme wiirbe folgen, daf BAC = ABC ijt; ausd der weiten, daf
BAC < ABC ift; beibed wiverftreitet bev Borvausfepung BAC >
ABC. €8 muf vaher BC =AC fein.
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- Folgefabe.
a) Jm vechtivinfligen Dreiecte ift bie Dhpotenufe grofer ald jede Kathete.
b) Sm ftumpfwintligen Dreiecte ift die bem ftumpfen Winfel gegen-
iiberftehenbe Seite bie grifite.
Der Winfel am Sdeitel eined gleihidentligen Dretected ift o (62° 36%);
wie grofy ift jeber Winfel an dber Grundlinie?
Qu einem gleididentligen Dreiece ifi ein Winfel an ber Grunbdlinie B
(49° 27 25"); wie grof ift ber Winfel am Sdheitel?
Wie grofi ' ift jeder Wintel an der Grunblinie cined gleidjdentligen redt-

winfligen Dreiedes? :
Lie grof find bie Winfel in einem gleidjdentligen Dreiece, wenn ber Winfel

am Scheitel a) eben fo grof, b) doppelt fo grof, c¢) balb fo grofy al8 einer ber
Wintel an der Grundlinie iff?

§. 36. BVerbinbet man einen beliebigen Punlft eines
Halbireifes mit ben Endpuniten feines Durdmejjers burd
3wei Sehnen, jo bilben biefe einen vediten Winkel.

Big. 27. Boraus]. €8 fei O (Fig. 27) der Mittel-
sl punft unb AB ber Durchmeffer eines Halbfveijes.
A Behaupt. Wintel ACB = R.
; DBeweis. Man ziehe OC; dbann ift OA =
| =0C=0B, baher (nach §. 35, 1) m = A,

S hamn s, o OORG YT S MY (g TG ST T
Daraus folgt
2ACB=A+B+ ACB=2R, unb
ACB =R.

§.37. Beziehungen jwifden ben Seiten eines Dreiedes.

1. In jevem Dreiede ift bie Summe je 3weier Seiten
grifer alg nie britte Seite.

Fig. 28. €8 fei ABC (Fig. 28) ein Dreiedt, deffent
C grifite Seite A B ift. Denft man fich CD | AB,
jo ift (nach §. 35, 4. Folgej. a)
AC> AD, und
BC > BD, baher
s - B AC 4 BC> AD +4 BD, obex
AC4+BC=AB.

Daf AB+.BC=>AC undb AB + AC > BC ift, folgt un-
mittelbar aud ber Vorausdfehung.

2. 3n jebem Dreiede ift Die Diffevens je jweier Seiten
Fleiner al8 die dritte Seite (Fig. 28).

Nach dem vorhergehenden Sate ijt

AB < AC 4+ BC undb BC<< AB + AC,
folglich auch '
AB — AC<BC,AB—BC << AC uno BC— AC < AB.

§. 38. Wird von einem PLunfte auferhalb einer Gervaben zu biefer
eine fenfvechte ober eine jchiefe Gevabe gesogen, o heift ihr Durdyjchnitt
mit ber gegebenen Gevaben ver Fufpunft ver andeven Gevaden.

9%
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fehrfog. Bieht man von einem Punfte auferhalb einer
®ervaben jzu biefer einme fenfredyte und mehreve jdhiefe
Streden, jo ift

1. bie Senfredite bie fiivzefte unter allen Streden;

2. jwei fdiefe Streden, deven Fufpunifte auf der ge-
gebenen Geraben von bem Fufipunite ber Senfrediten gleich
weit abftehen, {inb einanber gleich; und

3. von 3wei [dhiefen Streden, dbeven Fufpunite auf
ber Gevaben von dem Fufpuntte ber Sentrediten ungleide
Eutfernungen Haben, ift bie entferntere die griferve.

Fig. 29. 1. 3t (Fig. 29) CD | AB, jo ijt in
¢ pen rvedtwinfligen Dreieden CDE, CDF,
\ CDG bie Rathete CD fiivzer al8 jebe ber
\ Hopotenufen CE, CF, CG.

2. 3t CD | AB unb DE =DG, fo
muf, wenn man dad A\ CD G jo auf ba8 /A CDE
legt, baf CD auf CD undb D G ling8 ber DE
A5 F i B 1 liegen Yommt, wegen der Gleichheit ver Winfel

CDG unb CDE und wegen ber Gleichheit ber
Stveden DG unb DE der Punft G auf E, aljo audh CG auf CE
fallen; folglich ift CE = CG.

3. 3t CD | AB, fo ift in dbem rechtwintligen Dreied /\ CDE
ber Winfel CED fpits, baher fein Nebenwintel CEF ftumpf, und jomit
im ftumpfwinfligen A\ CEF bie Seite CF > CE.

i Folgefals. Bon einem Punfte auferhalb einer Gevaden Fnnen gu biefev
immer giwei, aberaud) nuy ywei gleich lange jdhiefe Strecten gezogen werben.

Bufah. Unter per Entfernung ober bem Abftande eines Punites
bont einer Gevaben verfteht man die Fiivzefte Linie jwifdhen beident, aljo
bie pon bem Punfte ju der Geraden gesogene Sentfredite.

§. 39. Mimmt man ivgend eine Seite AB eines Dreiedes als
®runbdlinie an, fo feift die Senfrechte CD, weldhe von dem gegen-
iiberliegenben Edpuntte anf bdiefe Seite gefdllt wird, bdie zugehdrige
Dbhe bes Dreiedes,

Die Lage ber HDihe eines Dreieces Hingt vou den Winfeln an
ber Grunbdlinie ab.
falf beﬂm}gﬂig}g ?bie $ibe a) innechalb bes Dreiectes, b) in cine Seite, ¢) aufer-

2. Dag Biered.
ig. 30. ~§. 40. Gine von vier Streden begrenjte ebene
c Tigur Beift ein BVieved.

D Die Strede A C (Fig. 30), weldje 3iwei gegen-
iiberftehenbe Gdpuntte des Bievedes verbindet, heifit
eine Diagonale.

A ' . Gin Bieved hat vier Seiten, vier Winfel und
jwei Diagonalen.
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§. 41. Mit Riidficht auf bie gegenfeitige Lage ber Seiten
werben bie Bievede in Trapezoide, Trapeze und Parallelo-
gramme eingetheilt (Fig. 31).

ig. 31. Gin Trapejoid

it ein Bieved, in weldhem
//I’/ \ / " \ i i / feine Seite mit einer

anbern pavallel ift, wie I.
Gin Trapey ift ein
Bieved, in weldpem nur wei gegeniibertehende Seiten pavallel, die andern
jwei Seiten aber nidyt pavallel find, wie IL. Gin Parvallelogramm
ijt ein Bieved, in weldem je zwei gegeniiberjtehende Seiten pavallel
finb, wie IIL

§. 42. Lebhrfog. Die Summe aller Winkel eines Bier-
edes ijt gleich vier Redten. f

Beweis. Theilt man (Fig. 30) das BVieved burd) eine Diagonale
in 3wei Dreiede, fo betrdgt die Winfeljumme in jedem bderfelben ;wei
Rechte, alfo in beiven ujammen vier Rechte.

§. 43. Lehrfob. 3n einem Pavallelogramm find je zwet
gegeniiberliegenbe Winfel gleidh.

PBeweisd, Je jwei an einer Seite liegende Winfel find nadh
§, 25, 2 gleich 3wei NRechten, baher je jwei gegeniiberliegenve Winkel
gleid).

Da in einem Pavallelogramme je zwei gegeniiberliegende Winfel
einander gleich und je zwei an einer Seite liegende Winfel Supplement-
winfel finb, fo folgt:

a) 3ft in einem Pavallelogramme ein Winfel ein vedhter, fo find e8
aud) bie anbeven.

b) 3it ein BWinfel bes Pavallelogramms ein jchiefer, jo find ed aud
bie anbeven.

Pean unterjcheivet baher vedytwinflige und fhiefwintlige
Parallelogrammnte.

S einem Parvallelogramme ift ein Winkel a) 59° 37/, b) 102° 18‘ 45“; wie
grofy ift jeber Der brei amberen TWinmfel?

§. 44. Nimmt man in einem Pavallelogramme irgend eine Seite
al8 @runblinie an, jo heifit bie Senfredhte, welde von einem belie-
bigen Punfte der gegeniiberftehenden Seite auf die Grumblinie gefillt
wird, bie jugehbvige Hohe ved Pavallelogramms. Jn einem rechtwinkli-
gen Pavallelogramme betrachtet man von zwet zujammentreffenden Seiten
pie eine al8 Grunbdlinie und bdie anbere ald DHibhe. :

Unter bder Hihe eined Trapezed verfteht man bdie Senfrechte,
welde von einem Punfte der einen pavallelen Linie auf bie andere paval-
lele Seite gejogen ivird.

3. Das Bieled.

8. 45. Jebe von mehreven Streden begrenzte ebene Figur heift
ein Bielecd oder Polhgon.
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Gin Bieled Hat jo viele Seiten ald Wintel, und eben fo viele Ecf-
punfte. Die Winfel fdnuen hohl ober evhaben fein.

Gine Strede, weldje jwei nidht unmittelbar auf einanber folgende
Gdpuntte bed Bielecded verbinbef, Heifit eine Diagonale.

Die Anzahl der Diagonalen, welde von einem Ccdpunite eines
DBielecded gejogen werben Fonmen, ift um 3 fleiner, al8 bas Bieled
Seiten hat.

Jeves Bieled it fich durd) Diagonalen, bie vou einem Edpunite
aud gejogen werden, in Dreiece zevlegen, deven Bahl um 2 fleinev ift,
al8 bag Bieled Seiten hat.

§ 46. Wit Riicjicht auf die Anzahl der Seiten unterjdheidet
man breifeitige Bielece ober Dreiede, vierfeitige ober Bierede,
fimffeitige ober Fiinfede, . . . nfeitige ober nEde.

Hinjidtlich ber Grdfe ber Seiten undb Winfel mwerben bdie
Bielece in gleicheitige und ungleicdhjeitige, in gleichmwintlige
und ungleidhmwinilige Bielece eingetheilt.

Gin gleichieitiges und gleihwintliges Bielet heifit vegelmifig,
jebes anbeve Bieled unvegelmafig.

§. 47. felhefas. Die Summe aller Winfel eines BVieledes
betvigt fo vielmal ziwei Redite, als dbas BVieled Seiten Hat,
weniger vier Redyte.

&g 32. Gs fei pad Bieled ABCD ... (Big. 32)
3 ein n-Ed. Nimmt man innerhalb desfelben einen
Punft O jo an, daff die Gevaden, welde man von
F demfelben su allen Gdpuniten jieht, in dag BVieled
L fallen, jo entftehen n Dreiece; die Summe ihrer
\ o Winkel ift 2nR, die Summe der Winfel um O
e Berum 4 R, fomit bie Summe affer Winfel bes
B ¢ Bielecled 2n R — 4 R.

Aug diefemt Sabe folat:
a) Die Summe ber Winfel
eined Dreiected  ift 2 R = 180°,
mmasteredes e 4 R 3600
» o Gimfeded | 6 R = 540°,
v ©ehdeded , B8R = 720° u. |. w.
b) Jeber Wintel eines regelmdigigen n-Gefes betrigt 2 R — i—R ; baber
ber Winfel eines rvegelmefigen Dreiecfes 180° — 2800 — §(o,
" " " o DBievedes 180° — 26070 — 7 gQ°,

" (1] " " %iinfetfeﬁ 1800 :qu ¢ = 1’08",
PRETR " " Sedhysedes 180° — 2220 — 120° . |. w.
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Dritter Abfdinitt.
@ongruen; der geradlinigen Figuren.

1. Congruen; der Dreiede.

§. 48. Bwei Raumgebilbe, weldhe fidh nur durdy. den Ort, an bem
fie fidy befinben, bon eimander unterfcheibem, heifien congruent. Smei
congritente Raumgebilve fonnen fo auf einanber gelegt werden, bdaf fie
fi peden, b. h. dbaf alle Punfte bed einen RNaumgebilbes mit den
entjprechenden Punften des andern ujemmenfallen. Umgefehre: Konnen
wei Faumgebilbe zuvr Dedung gebracht werben, jo find fie congruent.

§. 49. Damit fidy zwei Dretecte, wenn fie auf einanber gelegt
werben, becfen fdumen, miiflen in benfelben alle fechs Befjtanditiice,
nimlich alle dvei Seiten und alle drei Winfel, paarmweife gleich fein.
Daraus folgt: -

Su congruenten Dreteden jind bie Seiten, welde ben
gleichen Winfeln gegenitberliegen, einanber gleich, und
ebenfo finb bie Winfel, welche ben gleidhen Seiten gegen-
itberliegen, einanber gleid.

Da bie Seiten und Vdinfel eine§ Dreiecfed von einaudber nicht
unabhdngig find, {o gentigen oft jdhon brei Stiife, um ang ihrer Ueber-
einftimmung in jwei Dveieden auf beven Congrueny jchliefen zu fdnnen.
Die Fdlle, in benen bdiefed ftattfindet, find in ben folgenden vier Lehr-
fdgen diber bie Gongruens dber Dreiede enthalten:

§.°50. 'I. Congruemfo. Bwei Dreiede find congruent,
wenn in benfelben eine Seite unbd bie beiden anliegenden
Winfel paarwetfe gleich find (Fig. 33).

Fig. 33. - Porausj Seite AB=A'B,
Winfel A = A“und B=B".

, redd
\ Behaupt. N ABC = A'B‘C.
Beweis. Dian lege bas /\ A'BC/
fo auf ABC, bafiA bie ‘Buﬁftef % und B’
auf bie  Punfte unb alfen, wag
AN |
A aBi101034% B

mbglich ijt, weil AB = A‘B’ ijt.  Weil
per Winfel A-= A“ift, fo muf A’C’ [ings
A C fallen; ebenfo muf; wegen B = B’ bie Seite B C Lings B C u liegen
fommen. Wenn aber die Streden A‘C’ und B/C’ lings ben Streden
AC und BC falfen, jo muf auch ber Durchichnittdpuntt C ber erfteren
auf ven Durdychnittspuntt C der lehteren fallen. Die beiben Dreiecte
ABC und A’B*C’ beden ficdh alfo, iiber einander gelegt, vollfommen,
folglich find fjie congruent.
Solgefay.  Bwei Dreiede find congruent, wenn in denfelben eine
Seite, ein anliegenber und der gegeniiberliegenbe Winfel paariweife gleid)
finb. (§. 31, Folgej. b.)
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8. 51. (II. Congruemsfo.) Bwei Dreiede jind congruent,
wenn in bdenfelben j;wei Seiten mit bem eingefdhloffenen
Winfel paarweife gleidh find (Fig. 33).

Boranf. €8 jet AC = A‘C!, BC=BC‘ unb C = C".

Behaupt. AN ABC =2 A‘B'C.

Beweis. Man lege bas Dreief A'B/C’ jo auf dad Dreied
ABC, daf C* auf C, C'A’ in die Ridhtung CA und C'B’ in bie Rid)-
tung CB fdlit, was mbglicdh ift, da nad) dber Bovausfepung die Wintel C*
unb C gleidh find; wegen AC = A’ C' muf and) der Punft A’ auf A,
unb wegen BC = B'C’ der Punft B’ auf B, aljp die Seite A’ B’ auf
AB fallen; folglih ift A ABC =2 A‘B‘C".

Solgefa. Bwei vecdhtwinflige Dreiece find conguient, twenn in
penjelben beive Ratheten paariveife gleich find.

§. 52. (III. @ongruemfo.) Bwei Dreiecde find congruent,
wenn in benfelben 3wei Seiten mit dem ber grdfeven diefer
Seiten gegenitbevliegenden Wintel paavieife gleidh find
(Fig. 34). :

Borausf. AC= A‘C/, BC = B' ', ferner AC > BC, fomit
audy A‘C' > B'C’, endlih T. B = B".

Behaupt. A ABC = A'B'C.

Fig. 34. Beweis. Dian lege

4 pad Dreied A‘B‘C’ fo

auf bag Dreied ABC,

paf B’ auf B, C’ auf

C unb B*A‘ in bie Ridh-

L tung B A fillt, wa3 wegen

A rig B A B per ®leichheit ber Seiten

; B C undb B’ C’ und wegen

ver Gleichheit der Winfel B und B* mdglich ift. Dann muff and) A* auf

A fallen. Denn fiele der Punft A’ nicht auf A, fo mitfite er entweder

auf etnen Punft innerhald ver Seite A B, etwa auf A“, ober auf einen

Puntt ihrer Berlingerung, etwa auf A, ju liegen fommen. Witrbe A’

auf A" fallen, o wiive, wenn man A" C jzieht, A\ A“BC = A'B/C’

(§. 51), vafer A"C = A’'C’ = AC, jomit bas Dreiet AA"C gleidh-

jdhentlig, e8 miifiten alfo in bemfelben die Winfel AA“C und A*AC

fpit fein; dbamn wire der Winfel BA" C ftumpf, und folglich BC >

A"C (8. 35, 4. b), fomit audy BC > AC, was der Vorausjepung

widerjpricht. Ebenfo twiirde fich ein Wiberjpruch evgeben, wenn A’ auf

A" fiele, Der Punft A’ muf aljo auf A fallen; dann aber ijt A\ ABC
s AYBICY,

Solgefols. Bwei vedytwintlige Dreiecte find congruent, wemr in den:
jelben bie Hiypotenufe und eine Kathete paarmweife gleich find. (§. 35, 4. a.)

Bufay. Die Shluffolgerungen bes obigen Beweifes jtitken jicy
auf bie borausgefeste Bedingung, daf der Winfel, in weldem beide
Dreiede {tbereinftimmen, ber gvigeven der zwei itbereinftimmenden Seiten
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gegeniiber liegt. 3ft biefe Bebingung nidht vorhanden, fo Fnnen audh nicht
jene Sdblitffe gemacht werben.
Fig. 35. Wenn daher in jwei Dreieden 3mwet
(1] Seiten mit bem leinerven diefen Sei-
tengegenitberliegendben Winfel wedhjel-
feitig gleich finb, fo ift e8 nicht geftattet, auf
bie Congruen; ber Dretede u jchliefen. IWirk:
lig Baben die Dreiefe ABC unmd A‘BC
\ (Fig. 35) die Seite AC= A’C, BC = BC,
A N B o AC = A‘C << BC ift, unb pen Winfel
B =B, undb bodh) find fie nicht congruent,
ba ba8 A\ A‘BC nur ein Theil ped A\ ABC ift.

§ 53. (IV. @ongruen3faly.) Bwei Dreiede find congruent,
wenn in benfelben alle dbrei Seiten paarweife gleid find
(Big. 36).

LBorausf. AB=A'B, AC=A'C'unp BC = B'C".

Behaupt. A ABC X A'B‘C

Fig. 86. Bemweis. Man lege
c C bag Dreied A‘B‘C’ o an

bag Dreied ABC, baf fidh

bie jwei grisften Seiten A’ B

# und AB beden unbd daf dber

B A B'  Punft C' auf bdie entgegen-

gefeste Seite von AB nad

C* fallt. Dann find nad

per Borausdfetung die Drei-

¢ ede ACC" wnd BCC"

gleichjchentlig, alfo find die Winfel an der Grundlinie gleidh), x =1y,

u=z; folglid) ift au) x +u=y 4z ober ACB=AC“B=
AJOJBI. i

X 3t aber ACB = A‘C'B’, jo ift (nach § 51) A\ ABC

BEs .

§. 54. Aus ben bewiefenen Congruenfitien folgt, dbaf alle Drei-
efe mit brei gegebenen ©tiifen, ausd beven Uebeveinjtimmung in jwei
Dretede man auf die Congruen; diejer lepsteren jchliefen fann, nur Lie-
berholungen besfelben Dreiected jinb, odber, baff fidh aus jemen brei
Gtiicten nur ein eingiged Drveied conftruiven ldft. Cin Dreied ift
vemnach vollformmen beftimmt

1. burch eine Seite mit zwei Winkeln;

2. burdh) 3wei Seiten mit dem eingefchloffenen BWinkel;

3. burd) ywei Seiten mit bem ber grifeven biefer Seiten gegen-
itberliegenben Winfel;

4. durdy alle drei Seiten.

Unter ben Beftimmungsftiicfen eines Dreiecte8 mufi fich tmmer
wenigftend eine Seite befinben.
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2. Gongrueny der Billede.

§ 53. Damit jwei Bielede ur Dedung gebradht werdben, alfo
comgruent fein fdmmen, mifjen in benfelben alle Seiten und alfe Winfel
in perfelben Orbnung gleich fein.

fehefige. 1. Bwei congruente Bielede werden durd
fibereinftimmend gezogene Diagonalen in congruente Drei
ede jevliegt. !

©3 feien die Bielede ABCDEF und A’ B'C'D'E‘F’ (Fig. 37)

Fa T congruent, fo miiffen fie

Big: 7: itbeveinanber gelegt, fich voll-

’ fommen decfen. Donn fallen

7 auch die gleidhliegenven Ec-

,punfte pev beiben Bielece,

D’ folglih auch bdie itberein=

4, jtimmend gezogenen Dingo=

/ nafen  jnjammen ;  mithin

B ¢/~ beden fih bie dadurd) ge-
bilbeten Dreiede.

2, Umgefefhrt. Bwei BVielede jind congruent, wenn fie
auf fibeveinjtimmenbe Weife aus gleich vielen congruenten
Dreieden jujammengejefst jind.

€3 fei (Fig- 37) A\ ABC=XA'B'C/, A\ ACD = A'C/'D/,

ONADE 2 A'D'E, A\ AEF 22 A‘E‘FY
jo. muf ABCDEF = A'B'C'D‘E'EF’ fein.

Legt man das Bieled A'B'C' D' E'F! jo auf bagd Bielef ABCDEF,
paf bie congruenten Dveiede A'B’C’ und A B C jzujommenfallen, fo
werben fidh) audy die Dreiee A’ C'D’ und A CD beden, folglidy aud)
pie Dreiede A'D'E' unp ADE, aljo audhy A'E' F'unp AEF. €8
pecen fid) alfo die beiven Bielecte felbit.

Wann find a) jwei Parallelogramme, b) jwei regelmifige Bielede congruent?

3. Unwendung der Congruenzjise.

Jifge von den Breiechen.

§ 96. Sind in jwei Dreieden jwet Seiten paarweife
gleidy, bie von ihneneingejdhlofjenen Winfel aber ungleid,
fo find gud) dbie dritten Seiten ungleich, und mwar ift die-

Fig. 38. jenige biegrdfere,
C ¢ welde dem griferen
) Winfelgegeniiberliegt

(Fig- 38).

Bgiorauer. AC:}{&L‘O’,
. : = B‘C’ und Winfel
4 W% il DT bty ol s

B Behaupt. AB=>AB".




Bemweis. Wan made ven Winfel ACB = A‘C'B’ und bdie
Strede CB" = C’B’, wobei ber Punft B anflerhalt des Dreieces
ABC falle. Dann ift, wenn man AB" und BB" jieht, /\ AB"C
2 A‘BC! (§ 51), alfo AB" = A'B’. Begen BC = BT ift nun
B. CB“B=CBBY, alfjs CB"B > ABB* und um fo mehr
AB"B > ABB"; folglidy ijt (nach §. 35, 4) AB = AB", fomit anch
AB> A'B".

Hier wurbe angenommren, duf bder Puntt B auferbalb bes Dreiede8 ABC
falle, Derfelbe fann audy in bie Seite AB, ober inmerbalb bes Dreiecdes ABC ju
liegen fommen, Wie ftellt fih der Beweis in bdiefen beiben Fillen?

§ 87. Sind in jwei Dreieden jwei Seiten paarweife
gleidy, bie britten Seiten aber ungleid, fo find aud) die
biefen Seiten gegeniiberliegenden Winfel ungleid), uud
jwar ift bevjenige dbev grifeve, weldher ber grifeven Seite
gegeniiberliegt.

Gs fei (Fig. 38) AC=A‘C', BC=B'C" unb AB = A‘B/;
ju Beweifen ift, baf ACB > A‘C/'B’ fein muf.

Wire ACB = A'C‘B’, fo mitfte (nach §. 51) auch AB = A'B’
jein; wive A CB << A’C/B’, fo miifite (nach §.56) aud) A B<<A‘B’ jein.
Beibes widerfpricht dber Borvausfetsung; folglich muf A CB=> A’C/B’ fein.

§. 58. Haben jwei gleidhjdhentlige Dreiede diejelbe
®runblinie, und verbindet man ihve Scheitel durd eine
®erabe, fo halbirt diefe 1) bdie Winfel an den Sdeiteln,
2) bie gemeinjdaftlidhe Grunbdlinie, und 3) fie fteht auf
ber Grundlinie jentredt (Fig. 39).

&ig. 39. Borausf. AC = BC,
C C AT —="8 0%
y: \\ b d1 Behauptung. a=hb,
/_ N f’ﬂ\\ e ésemeis.AAOCngoc'
AZ | \B 4 Ln;‘n ; §B (§ 53),, bﬂf)?r a= b, ¢ == d. -
\\gjd/” 0 2. und 3. Behauptung.
. A0O=BO, CO_{ AB.

Beweis. N AOC X BOC (§ 51); folglih AO = BO,
unb m —n ober CO | AB.

§. 9. Bevbindbet man in einem gleidhfdhentligen Drei-
ede bie Mitte ber Grundlinie mit bem Scheitel dburd eime

Fig. 40. Gevabe, fo fteht biefe auf ber Grunbdlinie
¢ jenfrecdht und Halbivt dben Winfel am
A Sdeitel (Fig. 40).

9 Borausf. AC=BC, AD=BD.

Pl
]' Behaupt. CD | AB md p = q.
Y anln , DBeweis. ANACD=BCD (8. 53), baher

A D B m=n ober CD | AB, und p = q.
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2. Die Senfredyte, welde von der Spite eines gleidh-
jhenfligen Dreiedes auf die Grunblinie gejogen wird,
halbirt bie Grundlinie und dben Winfel am Sdeitel (§. 52).

3. Wirb der Winfel am Sdheitel eined gleidhjdent-
ligen Dreiedesd purd) eine Gevabe halbirt, o halbivt dieje
aucl§\5 dpie @rundlinie und fteht auf ver Grunblinie fenfredt
(§. 51).

4, Die Gerabe, weldhe man in der Mitte ber Grunbd-
linie eined gleid)jdentligen Dreiedes auf diefe jenfredt
ervichtet, geht burdh dben Sdheitel.

Folgt aus 1., dba bie Verbindbungslinie zivifhen bem Scheitel und
per Mitte ber Grunbdlinie auf biefer fenfredht fteht, dbuvd) die Witte dev
f(B)runb[inie aber auf biefelbe nuv eine eingige Senfrechie gejogen werben
ann.

§. 60. 1. Die Mittellothe eined Dreiedes, d. i. die in den
Mitten der Seiten ervichteten Senfrechten, jchneiden fidh in einem
Punfte, welder von den bdrei Edpunften gleidhen AD-
ftaud Hat.

Fig. 41. @8 jei (Fig. 41) AD=BD, AE=CE
und BF =CF, ferner DO | AB und EO | AC.
Daf fidh die Senfredhten aud D und E iiberhaupt
i einem Punfte O chueiden, folgt aud §. 26.
Bieht man AO, BO, CO, jo ijt (nad) §. 59, 4)
AO = BO unb AO = CO, bpaber and
BO = CO; bper Bunkt O ift alfo von den bdrei
Gden gleih weit entfernt. Bieht man nun im
PR gleichjchentligen /\ BOC bdie Gerabe OF, fo
ift biefe (nadh §. 59, 1) fenfrecht auf BC. O ift mithin der gemein-
jdhajtliche Durchichnitt der Seutrechten DO, EO und FO.

Bufuh. Dev Punft O liegt innerhalb, auf vem Umfange ober aufer
halb bes Dveietes ABC, je nadypem biefes fpi-, vecht- ober jtumpf-
‘é’;gfﬁg ift. Der obige Beweis gilt jedocdh unverdndert fiir alle brei -

en.

2. Die brei Wintelhalbivungslinien eined Dreiedes
fdueiben fich in cinem Puntte, welder vonden drei Seiten
gleidhen Abftand Hat.

ig. 42. G8 feien (Fig- 42) AO undb BO bie
Halbivungslinien der Winfel A und B, und O
ibr Durchjchniti (§.26). BiehtmanOD | AB,
OE | ACunpOF | BC, foijt A AOD=
AOE, folglih OD = OE; ferner ijt /\
BOD 2= BOF, folglih OD = OF; mit-
hin audh OE = OF. Der Puntt O ijt baher
pon ben brei Seiten be§ Dreiedes ABC
gleidy weit entfexnt. 3ieht man CO, fo ift /\ COE= COF, folglid)
per Wintel ECO=FCO; die Gerabe CO halbirt aljo ven Winfel C,
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mtlI)m it chgr gemeinjdaftlidhe Durdidnitt ber Winfelhalbirungslinien
AQ,

ﬁuﬁml einer praktifdyen Anwendung der Congruenylehre.

Die Entfernung jweier Punite auf dem Felbe 3u beftimmen,
wenn jid biefelbe megen eined bazwifden befinbliden Hinderniffes
nidht unmittelbar meffen [dift, wenn man aber von einem Dbritten
PBunfte aus zu beidben hin mejjen fann.

Fig. 43. 8 feien A und B (Fig. 43) bie
beiden Punfte, Deren Entfernung man
wiffen will, swifden- welden aber 3. B.
eint Teidy Itegt fo baf eime ummittelbare
Deffung  nidt ftattfinden fonn. Man
mible etnen folden Standpunit C, baff
man vor ithm 1ad) ben Beiben cmberen
PBunften in geraber Linie meffen fann,
und mefje bie Streden CA und CB
mit ben Peterftiben ober mif ber Piefi-
fdmur; jobann verlingere man bdiefelben
itber ben Sdeitel C binaus, trage bie
gemeffenen Lingen auf bie entfprechenden
Berlingernungen bi¢ A’ und B’ auf und
meffe bie Strede A’ B'. Jbre Linge gibt die gefudite Entfernung AB an, ba bas
A ABC20 A'B‘C unb baher AB = A’B’ ift.

Sdbe von den Parvallelogrammen,

§ 61. 3In einem Pavallelogramme jinb je zmei gegene
iiberliegendbe Seiten einander gleidy

Fig. 44. Borausj. E8 fei ABCD (Fig. 44) ein
B c Pavallelogramm, aljo ABJ|DC, AD| BC.
; Behaupt. AB=DC, AD = BC.
Beweis. Rieht man eine Diagonale BD, fo
it N\ABD=CDB (§ 25, 2. und §. 50), baber
7 g AB=DE, AD =

Den obigen Sat pilegt man auch fo au%aubwden Parvallele
swifdhen Pavallelen find einanbdber gleid.
Jolgefabe.
a) Sind jmwei Gevabe pavallel, fo jind alle Punfte ber
einen Gervaden bon ber anbern gleich weit entfernt.

Denn bie Senfredhten, welde die Entfernungen ber Punfte der
einen Parallelen von der anbern angeben, find nady § 27, 1
pavalfel,

Die conftante Entfernung eined jeben Punfted der einen zweier
Parvallelen von ber andern Heifit ber AbLftand ber beiben
‘Bamﬁe[en

b) Sind in einem Parallelogramme jwei sufammentreffende Seiten
gleich, To fmb e aud) bie anberen.

¢) Gind in einem Pavallelogramme jwei jufjammentreffende Seiten
ungleidy, fo find e8 auch bie anbderen.
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Man untevfdheivet baher gleidhjeitige und ungleichjeitige
Parvallelogramme.

Nimmt man jowohl auf bie Seiten ald auch auf die Wintel
(§. 43) Riidficht, fo evgeben fich vier Avten von Pavallelogrammen:

Fig. 45.

foiboagla X

1. bag fdiefwintlige und ungleichjeitige Bavallelogramm ober bas
Rbomboid (Fig. 45, I);

; 2. bad jdhiefvinflige und gleichieitige ober ber RHhombus
(Sig. 45, 1I);

3. bas vedbtwinflige und ungleihjeitige ober a8 Redted
(Fig. 45, III);

4. bas redhtwinflige und gleichjeitige ober bad8 Quabdrat
(Fig. 45, IV). '

§.62. Umfehrungen des Lehriates in §. 61.

1. Sind in einem Bievede bie gegenitberitehenden
Seiten gleid, {o ift basgfelbe ein Parallelogramm.

¢ fei in bem Bievede ABCD (Fig. 449 AB = DC ump
AD = BC. Damn ift /\ ABD = CDB (§. 53), alfo find bie
BWedyfelwinfel ABD und BDC, ebenfo ADB unb CBD gleidh, mwor-
aug AB||DC und AD || BC folgt.

2. ©inb in einem Dievede zwei gegeniiberitehenbde
Seiten gleich und parallel, jo ijt basfelbe ein Pavallelo-
gramn.

Sn dem Bievede ABCD (Fig. 44) fei AB=DCund AB[|DC
Daun ift A\ ABD 22 CDB (§. 51), alfo find bie Wedyfelwinfel A DB
und CBD gleih, wovaus AD || BC folgt.

Jolgefah. Sind zwei Punfte einer Gevaden ven eimer
anberen Gevaben auf verjelben Seite gleich weit entfernt,
fo find bie beidben Geraben parallel.

o 863 1. 3ede Diagonale theilt bas Pavallelogramm
tn 3wet congruente Dreiede. (Beweis in § 61.)

Big. 46. 2. Die Diagonalen eines jeben

D .. . ¢ Parvallelogrammes halbiren einander.

b Gs jei ABCD (Fig. 46) ein Pavalfelo-
/ i ey o gramm, alfo AB||DCundb AD || BC. Dann
o it AN AOB = COD (§. 50), woraus AO
A B =CO unp BO = DO folgt.

3. DieDiagonalen eined Redhteded findb einanber gleid.
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Fig. 47 Die vecdhtwinfligen Dreiee ABC und BAD
(Fig. 47) find congruent, daher' AC = B D.

D .
- ¢ 4. Die Diagonalen eines Rhombus
: ftefen fenfredit auf einanbder. (Fig. 48.)

j Dent: BDA undb BDC find gleidhfchentlige

A B Dreiede und daher AC | BD(§. 58.)

5 Die Diagonalen eined Quadbratesd
find einander gleich und ftehen fenfredt
D C auf etnanber.

\2 Beweis wie ju 3 und 4.
Bufa. Die Sige 2, 3, 4 und & gelten audy
A SEns in ihren Umfehrungen.

Sate von den Trapeyen.

§. 64. 1. Rieht man in einem Trapeze dbuvd) dbie Mitte
einer ber nidht pavallelen Seiten eine Pavallele mit den
jwet Bavallelfeiten, jo wird badburd aud die anbere der
nidhtparallelen Seiten halbivt.

Fig. 49. &8 fei (Fig. 49) AB || DC, fexner AM=DM

nD ¢ unp MN || AB || DC. 3ieht man durch M bie

‘_/‘* 7 EF ||BC und verlingert CD bis F, fo it
e o ./ AEM = DFM, bafer EM=FM; aber
%km\-w M — BN b FM— CN, mithin aud BN—CN.
‘.\ _.w_\
P 2 E" B

Fig. 48.

Bufat. Diefer Saty Eft fich umbehren. Dex
Beweis wird inbivect gefithrt.

Die Stvecte MN beifit die Mittellinie bed Trapezes.

2. Die Wittellinie ded Trapeges ift gleich bev halben
Summe ber beiben parvallelen Seiten devjelben.

&8 fei (Fig. 49) AB || CD, jerner AM = DM undp MN || AB.
Bieht man duxch M die EF || BC und verlingert CD bis ¥, fo ijt
ANAEM 2 DFM, vajer AE = DF. Ferner ift MN = BE =
AB —AE mp MN = CF =DC + DF, folglih 2 MN =AB
£De, o MN =APFE,

Site von den Porallelenw im Breiecke.

B0 8 65. 1. Bieht man in einem Dreiede
c purd die Mitte einer Seite eine Pavallele

mit einer 3weiten Seite, {o wird dadburd

& pie dritte Seite halbirt (Fig. 50).
b Borausj. AM = CM, MN [|AB.

d T RG 1B Behaupt. BN = CN.

Beweis. Bieht man MP | CB, o ijt /\ AMP X MCN
(§. 51), daher MP = CN; allein MP = BN, 'Tolglih BN = CN.
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2. Bieht man durd die Mitten jweier Seiten eines
Dreiedes eine Gervabe, fo ijt bieje mit dber britien Seite
arallel. .
: &g jeien M und N (§Fig. 50) bie Miitten ber Seiten AC und BC.
Sdymeidet die dburd) M mit AB parallel gezogene Gevabe die Seite B C
in trgend einem Punfte N, jo muf (nadh 1.) BN’ = CN’, aljo ber
Punft N‘ mit N ibentijeh, b, i. MN || AB fein.
Fig. 51. 3. Wird in einem Dreiecde eine
Seite in mehreve gleiche Theile ge-
theilt und puvch jeben Theilungdpunitt
eine Pavallele mit einer jzweiten
Seite gezogen, fo wird badburd aud
bie britte Seitein eben jo viele gleidye
Theile getheilt. (Fig. 51).
Boraugji. CM = MO = 0Q =
QS =SAunb MN || OP||QR | ST || AB.
Behaupt.
B EN =N P=—Baf == R R

Beweis. CN = NP (nach 1.), uno NP =PR=RT =TB
(nadh §. 64, 1).

Sie von den regelmifigen Pielechen.

§ 66. Dalbirt man in einem vegelmdafigen BVielede
sweiaufeinander folgende Winkel, jo ift der Durdjdnitts:
pqnft ber Halbirungs8linien a) von allen Edpunften des
Bieledes, b) von allen Seiten ves Bielecfes gleich weit ents
fernt (Fig. 52).

Borausf. AB=BC=CD=DE=...
WA =B = Cr=Di=1..1
Big. 52. Halbivt man die BWinfel A und B, fo
B uK op baf a = b, e=d mwird, verbindet ben Durch-
fehnittépuntt O ber Halbivungslinien (§. 26)
mit alfen iibrigen Cctpunften und fallt aus
ihm Senfredite auf alle Bielectsfeiten, fo ift
S0 Behaupt.
2)TAQ = B 200 = DO =1, .
b) Senfredhte 0G=O0H=0J=0K=...
vi e Beweis. a) AN AOB =BOC
A ¢ B (8. 51), bdafer AO = OC mmd b = e.
Wegen A = C mnd b =2 ift vaher aucy ¢ = © =1, folgliy A\ BOC
22 COD, fomit BO=DO undb d = g. Eben jo fann man beweifen,
baf A COD =DOE, aljp CO=EO u. | w. ift. Da mm im
A\ AOB mwegen b = c bie Seite BO = AO ijt, jo hat man
AO=BO=CO=DO=EO0=—...
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b) Da bie Dreiefe AOB undb BOC gleidhjchentlig find, fo ift
(nadh §. 59, 2) BG = 5> unb BH = 2% bafer BG = BH umd
ABGO = BHO (§.51), folglich OG = OH. Auf diefelbe At fann
man beweifen, baf OH = 0J, 0J = 0K, . . . ijt.

Der Puntt O Beifit ber WMittelpuntt des regelmafigen Bielectes.

Folgefah. Bevbinbet man ben Mittelpunft eined vegels
maRigen Bieledes mit allen Edpuniten dpurd Streden, o
werden dbadburd alle Bieledswinfel halbivt, und das regel
mifiige Bieled felbft wird in o viele congruente gleid-
fdenflige Dreiede jerlegt, als es Seiten hat.

Biehe vom Mittelpunite eined rvegelmifigen n-Edes zu allen Edpuniten

Streden; twie grof ift a) ber Winfel am Sdyeitel; b) der Winfel an der Grund-
linie in jebem ber Daduvd) gebilbeten gleidhjdhentligen Dreiece?

Beredyne diefe Wintel insbejondere

a) filv bas gleidfeitige Dreied; b) fiit bas Quabrat;
©) . . vegelmifitge Fiinfed; d) , ., rvegelmifiige Sedhfec;
e " " ”» ez)REd; f) " ” " BmBIfEd'

Jn weldem regelmdfiigen Bielede ift der Winfel am Sceitel ber gleid)»
[dentligen Dreiede, in welde 8 vom Wittelpunktte aus getheilt werben fann, a) eben
fo grof, b) boppelt jo gvof, ¢) Halb fo grofi a8 jeder Winfel an der Grunbdlinie?

Conjtenctions-Anfgaben.

1. Gine gegebene Strede AB (Fig. 53) ju halbirven.

Man bejdhreibe aud den Endpunfien A und B nad) oben und unten
mit bemfelben Halbmeffer Kreidbogen, welde fich in den Punften C und D
fchneiben; bie burd) diefe Punfte gezogene Gervadbe halbivt bie Strede AB
im Punite E.
Der Beweid folgt unmittelbar aus §. 58.
Fig. 53. Fig. 54.

£

B

2. Ginen gegebenen Winfel BAC (Fig. 54) 3u halbiren.

Man mache AM = AN undb bejchreibe aus den Enbdbpunften M
unb N mit bemfelben Halbmeffer Rreidbogen, die fidhy in D jdyneiden;

Moénil, Geometrie file Lehrerbilbungdanitalien. 3
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siebt man dann durd) die Punfte A und D bdie Gevade AD, fo halbivt
dieje pen Wintel BAC.
Die Ridhtigleit der Aufléjung ergibt fich aus §. 58.

Fig. 56. 3. Boneinem Punite C (Fig. 55)
(3] aufierhalb einer Geraben AB auf
AN piefe eine Senfredite 3u jiehen.
LA PMan befdyreibe aus C einen Krveis-
. bogen, weldher bie Gerabe AB in jwei

AN B/ p Bunften M und N durchichneidet; aus biefen
MR [ AN PBuntten bejchreibe man ivieber mit bem-
4 felben Halbmefier Kreisbogen, welde fich
Nal® in D jdmeiben; verbinbet man bann C
\‘) 1 und D burdy die Gevabe CD, fo ift bdiefe
3 pie verlangte Senfredhte.
Der Beweid folgt aud §. 5.

ig. 56. 4. 3n einem gegebenen
b)) Punfte A (Fig. 56) einer e-
>< vaben BC auf biefe eine Sent-
i vedhte ju evviditen.
e ok Man mache AM = AN, bejchreibe
7 ang ven Punften M und N mit bem-
B Vi \ felben Halbmefjer Kveidbogen, welde
o A & 0 fih in D fchueiden, und ziehe AD.
Daff AD | MN ijt, folgt aug §. 59, 1.
Big. 57. 5. Sm Gnbpunfte A (Fig 5T) einer
B ®eradben AB auf biefe eine Senfredyite ju

erridhten.

Mon bejchreibe aus eimem nicht in ber AB
liegenven Punfte C mit bem Halbmeffer CA einen
RKreis, weldier die AB in D fjdyueibet; zieht man
\ pannt den Durcdhmefjer D CE und bie Gevade AE,
P ST B o ift biefe bie gefuchte Senfrechte.

Denn nadh §. 36 it W. DAE=R.

Auf dev LWjung der drei lepten Aufgaben beruben audy folgenve
Confteuctionen :

a) Giner Winfel 1) von 90°, 2) von 45° zu conftvuiren,
b) %penf)ﬂginfet 1) von 60°% 2) von 30°% 3) von 15° ju conftruiven
ig. 57).
c) Ginen rechten Winfel in dvei gleiche Theile zu theilen.
_ 6. Gine gegebene Strede in mehreve gleiche Theile ju
theilen.
- Man jiche (Fig: 51) durdy einen Cudpuntt ver gegebenen Strece
eine beliebige jweite Gerade, trage auf diefer fo viele unter einamber
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gleiche Theile auf, alé Theile verlangt werben, verbinde den lefsten Thei-
Lmgspunft mit dem jweiten Gnbpunfte der gegebenen Strece duvdh eine
®erabe und iehe mit bdiefer audy duvdh die iibrigen Punfte Pavallele,
jo witd dadburd) bdie gegebene Strece in die verlangte Anzabl gleicher
Theile getheilt (§. 65, 3).

7. Gin Dreted ju conftruiven, wenn eine Seite ¢ und bdie beiben
anliegenden Winfel & und B gegeben find. (Fig. 58).

§ig. 88. Man ziche eine Strede

\‘7 AB, mwelde ber gegebenen

/ Seite ¢ gleidh ift, trage an der

AB in ben Punften A und B

pie Winfel « und B auf und

perldngere bdie freien Schentel

A \ berfelben bis jum Durchjdhnitts-

A B punfte C; bamn ijt ABC bas
verlangte Dreied.

Unter weldher Bebingung i ft die Aufldfung diefer Aufgabe nur miglid? (5. 31, a.)
Bejondeve Fdlle biefer Aufgabe find:

a) Gin vedhtivintliges Dreied zu conftruiven, wenn gegeben find 1. bdie
Hopotennje und ein anliegender Winfel; 2. eine RKathete und ein
fpier Winfel.

b) Gin gleidyjeitiged Dreiet zu conftruiven, wenn feine Hihe gegeben ift.

c) Gin gleidyjdhentliges Dreied zu conftvuiven, wenn gegeben {ind:
1. Die Orundlinie und ein Winfel; 2. ein Schenfel und ein
Winkel.

Fig. 59. 8. CinDreied juconftruiven,
i wenn jwei Seiten b und ¢ mit

b ¢ bem eingefdlofjenen Winfel o
sl e \ gegeben find (ig. 59).
Mian conftruive in A einen Winkel,
\ weldyer bem gegebenen Winfel o gleich
Lo A B

ift, fdneide von feinen Schenfeln bdie
Stiife AB unp AC ab, weldhe den gegebenen Seiten b und ¢ gleidh
find, und siehe die Strede BC.

Bejonbere Fille:
a) Gin rechtwintliges Dreied ju conjtruiven, wenn die beiden Katheten
gegeben {ind.
b) Gin gleidhfchentliges Dreied zu conjivuiven, wemn die Grundlinie
unb die Hihe gegeben find.
9, Gin Dreied 3u conftruirven, wenn zwei Seiten aund
b mit bem der grifeven Seite a gegeniiberliegenden Winfel
e gegeben find (Fig. 60).

A

3%



Fig. 60. Man conftruive in A einen
P Wintel, welder dem gegebenen
' BWinfel o gleidh ift, made den
i einen Sdenfel A C gleid) bder
R fleineven Seite b, befdyreibe aus
k C mit der grifeven Seite a ald
A Halbmefier einen Bogen, welder
e ben 3weiten Schentel in B jdhneibet,
und ziehe BC.
Bejondeve Flle :
a) Gin vecdytwintliges Dreiect ju conftvuiven, wenn die Hypotenufe und
eine Rathete gegeben find.

b) Gin gleidhfchentliges Dreiect ju conftvuiven, wenn ein Schenfel und
bie Hihe gegeben find.

10. €Gin Dreied 3u conftruiven, wenn jeine drei Seiten
a, b und ¢ gegeben find (Fig. 61).
&ig. 61. Man ziehe die Strede AB =,
bejchreibe aus A mit bem DHalbmejjer b
und aué B mit dbem Halbmeffer a Kreis-
bogen, welde fidh in C fdyueiden; jieht
man AC und BC, jo exhdlt man bad
verfangte Dreied.
Da fich bie Dbeiben Kreidbogen
auch im Punfte C* {dyneiven, fo erhdlt
man nod) ein jweites Dreied ABCY,
weldes jedoch mit ABC congruent ift.
Unter welder Bedingung if die Anfldjung biefer Anfgabe nurmdglich? (§.37,1.)
DBejonbeve Fille :

a) @in gleidhjeitiges Drefed zu conftruiven, wenn feine Seite ge-
geben ift.

b) Gin gleidhichentliges Dreied zit conftvuiven, wenn die Grunblinie
und ein Schenfel gegeben find. :

11. Ueber einer gegebenen Strede AB (Fig. 62) als
Hypotenufe ein vedhtwinfliged Dreied zu conftruiven.

Fig. 62. Man Halbive AB in O, bejdyreibe aus O

mit bem Halbmeffer O A einen Halbfreid und

perbinbe einen Beliebigen Punft C bedfelben mit

o'
¢ A undb B burd) Sehnen; bdann ift Winkel
/ ACB=R (. 36) unb bafec ACB bas ber:
langte Dreied.
A 3 @8 gibt umydhlig viele verjchievene Dreiecte
ACB, AC'B,AC"B..., welde der Aufgabe

geniigen; bie Anufgabe ift alfo unbejtimmt.

]



37

12. Gin Dreied ju zeidhnen, weldesd mit einem gege=
benen Dreiede congruent ift.

Conftruction mit Hilfe ber drei Seiten bed gegebenen Dreieded
nach Aufgabe 10,

13. Gin Parallelogramm jzu conftruiven, wenn 3wet
Seiten a undbb mit bem von ihnen eingefdlojfenen Winfel
o gegeben find (Fig. 63).

Fig. 63. Mian conftenive in A einen
Winkel, weldher bem gegebenen
1 a D ~J0 Winkel a gleidh) ift, (dneide auf
: befjen Schenteln bie Stiide AB=a
b und AD =D ab und bejchreibe
aud B und D mit ben Halbmeffern
é_ % b unb a RKveidbogen, die fid) in
C idneiden; zieht man dann BC
undb DC, o ift ABCD bag verlangte Bavalelogramum.

Befondeve Flle:

a) Ginen Rhombus zu conftruiven, wenn eine Seite und ein Winfel
gegeben finb.

b) Gin Redhted zu conjtvuiven, wenn jwei jujammentveffende Seiten
gegeben find.

c) Gin Quabrat ju bejdhreiben, wenn feine Seite gegeben ift.

14. Den Mittelpuntt eined vegelmdifigen Bieledes ju
bejtimmen.

Die Auflsjung evgibt fich unmittelbar aus § 66.

15, Gin Bieled zu confiruiven, dad mif einem gege-
benen Bielefe ABCDEF (Fig. 64) congruent ifi.

%ig. 64 Mian jerlege dasd ges

L gebene Bieled ABCDEF

/E B pon A aus burd) Diagonalen

15 in Dreiece, befchreibe mits

£ 7 / (teljt ber Durchjchnitte von

D \ //71’ Rreigbogen eben jo viele in

4 A berfelben Ovbnung liegende

\/ Dreiecte, die mit denen bded

C B” ¢’ gegebenenBielectes congruent

: find. Dasd badburd) entftefende
Bieled A'B‘C'D'E'F' it mit dem gegebenen congruent (§. 55).

&8 ift bier nidt ndthig, die Diagonalen wirflidh) ju siehen; diefelben Ionnen
in bem gegebewen wie in bem gefuditen Bielede blos gebadht mwerben.
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Bierfer Abfdnitt.
Sladyeninhalt der geradlinigen Jiguven.

Bejtimmung des Flideninhaltes und Gleidhheit der Fladyen.

§. 67. Unter bem Fliadeninhalte einer Figur verfteht man bie
®rofe der von ihrem Umfange begrensten Fldde.

Bwei Figuven, welde gleichen Flacheninhalt haben, heifen flachen-
gleid.

§. 68. Um eine Flade su mefjen, nimmi man ivgend eine be-
fannte Fliche al8 Einbeit an und unterjudht, wie vielmal bdiefe in per
gegebenen Fliade enthalten ijt.

AB Flacheneinheit wird die Fliche eineé Quabrated ange-
nommen, beffen Seite ber Lingeneinbeit gleich ift. Nimmt man dad
Wieter al8 Lingeneinfeit an, fo ift dbag Quabratmeter (™) bie
Slaceneinheit. Gin Quabdrvatmeter hat 100 Quadratdecimefer
(O™ & 100 Quabratcentimeter (T]°™) & 100 Quabratmilli-
meter (CJ™@). 100 J™ al8 DVovenflihenmaf nennt man ein Av,
100 Ar {ind ein Heftar.

Die Ausmefiung einer Fldde Fann mittelft ded wivflichen Auf-
tragend bev Flicheneinfeiten mur in wenigen Fdallen andgefithrt werben ;
bafher werden wir hier bie Sife ableiten, nad) demen man, wenn bie
Magzahlen ber Stredfen, von denen die Grdfe der Figur abhingt, befannt
finb, aug benjelben durch blofe Redhnung ben Flicheninhalt be-
jtimmen fann.

§. 69. Die Bahl ber in einem Redtede enthaltenen
Slideneinheiten ift gleich bem Prodbucte der auf die ent-
jprediende Ydngeneinheit fich beziehenden WMafzahlen der
Grundlinie und per Hohe (Linge und Breite) besjelben.

§ig. 65, &8 fei in bem Rechtede AB CD (Fig. 65)
J———————C bdie Lingeneinfeit m in ber Grunblinie AB
t ol ke amal und in ber Hihe AD bmal enthalten.
Dann [Gft {id) in dem NRedhtede dbag Quabdrat
itber m, b. i. bie Fldcheneinheit, [ingd der
®rundlinie amal auftragen, und ein joldher
l.B Streifen von a Flideneinheiten fann nad
ber Hohe bmal aufgetvagen werben. Dasd
ganze RedhteE enthalt aljo a.b Flideneinheiten; man Hat bemnach,
wenn bie Bahl ber im Rechtee enthaltenen Flddheneinfeiten duvd) £
begeidhnet wird,

Kt
|

A

fie—tg. ]l
3.0, flivia =16 nnd bi==dm iitif— 6.4 — 24 [
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Beftimme auf gleide Weije durd) gehirige Serlequng ben Flddeninhalt eines
Redytedes, beflen Grunblinie 44m und beffen Hibe 31m Beirigt.

Den bier bewiefenen Lhrfaks pilegt man Fivzer jo ausdzudriiden :

Der Fladeninhalt eined Redhtedes ijt gleid) bem Pro-
bucte aud ber @runbdlinie und ber Hiohe.

Diefer abgefiivsten Ausbrudsweife werden wir und aud) in dem
Folgenben bebienen. Wenn dafer von Prodbucten der Linien gevebet
erben wird, find Davunter immer nur bie Mafzahlen derfelben ju
berfteben. :

§. 70. Da jebes Quabrat al8 ein Redyte betvadhtet werben famn,
in weldhem die Grunblinie ber Hihe gleich ijt, jo evgibt fich aus §. 69
folgenber Safy:

Der Flacheninhalt eines Quadratesd ift gleidh bex
jmeiten Boteny feiner Seite.

3it f ver Flidheninhalt eines Quabrate und s die Weafzahl feiner

Seite, fo it
e i

Dafer fommt e8, baf man auch in der Avithmetif bdie zweite
Potenz einer 3ahl bad Quabdrat bevfelben nennt.

8 71. Jebdes fdhiefwintlige Parallelogramm ift einem
Redtede fladhengleidh, das mit ihm gleidhe Grundlinie
und gleidie Hihe Hhat.

Fig. 66. Bieht man (Fig. 66) von ben Ecpuniten

A und B be8 jdiefwintligen Pavallelogramms

E_D -~ F € ABCD zu ver Seite CD bdie Senfredhten AE

und BF, fo erhdlt man bag Redhted ABFE,

welcdhes mit bem Parallelogramme A BCD gleiche

Al B ®runblinie unb gleiche Hohe hat. Die vedhtwint-

ligen Dreiede BE'C undb AED find congruent;

abbivt man jebed berfelben ju dem ZTvapese ABFD, fo miiffen aud
bie Summen gleich fein, b. i.

Parallelogramm ABCD = Redted ABFE.

Folge[ake.

a) Der Fladeninhalt eines jeben Parallelogramms ijt
gleidh) bem Probucte ausd ver Grundlinie und ber Hijhe.

b) 3wei Parallelogramme, welde gleidhe Grunbdlinie und
gleiche Hishe haben, find flidengleid.

8 72, Gin Dreied ift die Halfte eined Parallelo-

Fig. 67. gramms, welded mit ihm gleidhe Grund:
€ _...___p linie und gleide Hohe hat.
7 Rieht man durd) bdie Punfte B und C
; (Tig. 67) be8 Dreiefes ABC mit bden gegen-
i iibevftefenben Seiten Pavallele, weldpe fich in D

, B jchneiden, fo entfteht ein Pavallelogromm ABDC,
ba8 mit bem Dreiede ABC gleihe Grunblinie und Hohe hat und wvon
welchem biefes Dreiect die Halfte ift.
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Jolgefate.

a) Der Fladeninhalt eined Dreieded ift gleich bem halben

Prodbucte ausd ber Grunbdlinie und der Hihe.

b) Der Fladeninhalt eined rvedtwinfligen Dreiedes ijt
gleid) bem Halben Probucte aud ben beidben Ratheten.

c) Dretede von gleidher Grundlinie undb gleidher Hihe
ftud flachengleid.

§.73. Jebes Trapej ift einem Pavallelogramme flddhens
gleidh, bag mit ihm gleidhe Hohe hat, und defjen Grunbd-
linie gleid ift ber WMittellinie, b. i. bev halben Summe pder
pavallelen Seiten bes Trapezed.

dig. 68. Dalbirt man (Fig.68) eine der nicht parallelen
Seiten be8 Trapeses, AD, in M, und jieht purd)
M eine Gevade EF || BC, welde die Seite AB in
E unb dbie verlingerte Seite CD in F jchneivet,

N fo it \NAEM 2 DFM. G8 ift bafer auch

\ AEM + EBCDM = DFM - EBCDM,
ober Trape; ABCD = Parvallelogramm EBCF.

Die Hishe ded Pavallelogramms EBCFE ift nun die

Hihe bed Trapezed, und die Gruubdlinie desjelben it

EB = MN = 22£20 g g4 9)

Jolgefat.  Der Fladeninhalt eined Trapezesd ijt gleid
bem Producie aud ber halben Summe der pavallelen Seiten
unb der Hobhe, ober gleidh bem Producte aus ber Mittellinte
und ber Hohe.

§.74. Der Fladheninhalt einesd vegelmdBigen BVieledes
ift gleich dem Producte aud dem Umfange dedjelben und
bem halben Abjtanbe pes Mittelpunited ven einer Seite.

G8 feien s, v undb f beziiglich die WaRzahlen einer Seite, ber vom
Mittelpuntte auf einer Seite gefllten Senfrechten und des Flachen-
inhaltes eined vegelmdfigen n-Gcfes. Rieht man vom Mittelpuntie ju
alfen Gdpuntten gevabe Linien, fo zerfdllt badurch das n-Ed (nadh §. 66,
&olgef.) in n congruente Dreiecte. Dev Fladheninhalt einesd joldhen Drei-

edes ift =, baher

i f:n.i-;:ns.f-,
o ns die Mafzahl des Umfanges des Bieledes ijt.

§. 75. Der Fladeninhalt eined unvegelmdifigen Biels
eded witd auf eine der folgenden Urten beftimmt :

a) Man jerlege dad gegebene BVieled bdurd) Diagonalen in Dreiede
und beredyne ben Flicheninhalt eines jeben derfelben; bie Summe
ber Dreiectsflichen gibt ben Flacheninhalt ves Bielectes.
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b) Wan ziehe duvdh) swei Cdpuntte ded gegebenen Vielees eive Dia-
gonale und fille dbavauf von allen ibrigen Gcpunften Senfredhte,
woburd) bad BVieled in Dreiede und Tvapeze zerfillt; twerden die
Tlachen derfelben einzeln bevechnet und entfprechend verbunben, fo
erhilt man ben Fldcheninhalt ded gegebenen Bieledes.

§. 76. Pythagordifder Lehrfoh. In jedbem rveditwinfligen
Dreiede ift bad Quadrat iiber ber HDopotenufe gleidh ber
Summe ber Quabrate iiber dben beiben Qatheten.

Fig. 69, 8 fei bas Dreied BAC (Fig. 69) in A

D vechtivinflig. Bu beweifen ift, baf basd iber BC

befdyriebene Quadrat ber Summe aus ben Qua-
¢ _ braten itber AB unb AC gleidh ift, wad mwiv
J B 5o fcbreiben wolfen:
d (0BC =[] AB +[JAC. |
e H Befdreibt man itber der Pypotenuje BC
b bag Quabrat BCDE, fallt von ben Punften
i . D unb E auf AB bie Senfrethten DF unbd
A F B G EG, und von den Punften C mmd E auf DF
vie Senfredhten CH und EJ, jo find die vechtwintligen Dreiede BAC,
EGB, EJD und DHC, welde wir folgeweife dburd) a, b, ¢ undb d
begeichnen wollen, congruent (§§. 28, 29 und 50).

Abbirt man nun zu dem Fiinfede BCHIE einmal bdie Dreiece

¢ und d, bann aber die Dreiecfe a und b, fo miiffen bie Summen gleid)

fein; aljo
BCHJE +c¢+4+d=BCHJE 4+ a + b,

BCDE =FJEG 4 ACHF.

Nun it BCDE = [JBC; ferner ift, wie man Tleidht erfieht,

FIJEG = [JAB undo ACHF = [JAC. Dian hat daher
(JBC =[AB 4 OAC.

Solgefal. In jedem vedytmwinfligen Dretede ift bad Qua-
prat iiber ber einen Kathete gleich bem Duadbrate fiber bex
Hypotenuje, vermindert um vasd Quabrat itber der anbern
Kathete.

Denn aus OBC=[]AB+[JAC

folgt
[JAB=[]1BC —[JAC, und
[JAC = [JBC — [ AB.

ober

Reduungsaufgaben.
1. Die Seite eines Quadrates ift a) 42™, b) 0-835™, ¢) 1™ 4m Tom,
ie grof ift der Fladpeninhalt? :
2, Der Umfang eineg Quadbrated ift 23 23=; ie grof ift der
Blacheninhalt ?
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3. Man will in einem quadbratfsrmigen Garten, deffen Seite H8=
5im it ving8herum einen Weg madien, bder eine Breite pon 1m 2im
haben foll; welden Flachenvaunt wird diefer Weg einnehmen?
4. Die jujammentreffenten Seiten eined Rechteded findb a und b,
per Fladheninbalt ift f; aud weien bdiefer Grigen bdie britte zu be-
ftimmen.

®egeben find:

b gi=—"n 40 2).b =019, 3) a = bm 2im Bem

= Phos i — bdeaESe | f — 2E|RHem,

5. Jemand vertaujdht einen Acfer, weldher 746 ™ 204 Fliden-
inhalt hat, gegen einen anbern von gleihem IJnbalte, weldher 18= 2dm
breit ijt; wie lang muf diefer Ader jein?

6. Wie breit muf ein Redhted bon 2= 19m 8em Yinge fein, bamit
e8 einem Quabrate, deffen Seite 5™ 8™ betvdgt, flichengleidh fei ?

7. 3n einem Dreiece ift a bie Grundlinie, h die Hihe und f der
Flacheninhalt; aud weien diefer Gridfen bie dritte zu beftimmen.

i ah, Vgt Jiss 2f
T ek chat T
®egeben find:
La— 5% o) e 8) &= bm oW
h ='3-2n: fe="40+39[7; 1 =20 = 67[7]¢=.

8. 3n einem vedhtwinfligen Dreiede find bie RKatheten 29 3Jim
und 18™ 4= wie grof ift ber Flddeninhalt?

9. 3n einem Rbombus find d und d* bie beiden Diagonalen; wie
groff ift ber Fldcheninhalt £?

da:
f==5 (§ 63, 4).

10. Gine Tijdhplatte von 129 Linge und 9™ Breite enthilt in
ber Mitte al8 BVerzierung einen Rhombus, deffen Diagonalen 4™ unp
3% findb; um wie viel ift die Tijhfliche grifer ald ber Inhalt biefes
Rhombus ?

11. 3n einem ZTrapeze find a und b die beiben pavallelen Seiten,
h ift bie $Hohe und f ber FlicheninBalt; aus bveien bdiefer Grdfen die
vievte zu beftimmen.

Lo mrb D R TG s e . e
f= ) ‘hi h'—“m, a_“ii_"b’ b—T—a.
Gegeben find:
1) a=3n2ngm Dy g-— bho, 3)iai=412-8m,
b = 2m 7dm 9em b= 4-4m h= 64=
L ='4a 5 == 1881 f]o: f =124:8[™
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'12. fber lacheninBalt eined Trapezes ift 13°8 []=, die Hike 4™
}11‘1; bie 9®1ﬁeren3 ber beiben Pavallelfeiten 2°1™; wie gvof ift jebe ber
eBtevens:

13. Gin Walmbdad) foll mit Bled) gededt werden. Die obere Liinge
ped Dades (Firftlange) betvigt 25m 44, die untere 30m 24m, bie Dadys
Breite 7Tm 23m, per Abjtand bed Firftes von ber Traufe 8™ 20 yund bie
Walmpishe 8= 4im, Wie viele Blechtafeln brand)t man zur Dedung
biefes Dadpes, wenn eine foldhe Tafel 3% lang und 2° 79 breit ift;
und wie hod) fommt das gamse Blech ju ftehen, wenn eine Bledytafel
25 fv. foftet und man fitv Fale und Beridnitt 59 hinguvechnet ?

Bwet Dadflicdien find Trapege, bie beiben anberen Dreiede.

14. Sn einem vegelmdfigen Adhtede, defjen Seite 1°4™ iit, be-
trdgt ber Abftand des Wittelpuntted von einer Seite 1-69™ ; wie grof
ift ver Fladheninhalt?

Fig. 70. 15. Sn vem Bielede ABCDEFG
(Fig. 70) ijt
B — 200 Aa=116",
BE =425, Ce¢=19"T=,
CDh =31"5n. "R e="12"1=,
EG =39'52, Bb=354",
Ff — 164m;
mwie grof ift ber Fladeninhalt des Bieleces?

16. 3n pem Bielecte
ABCDEFGHJ
(Fig. 71) ift
Al 12 g =634,
ithi==1999m TH h — 1T 1=,
hb —22 12 Bi= 605%,
boe =161 (Gg=12"1"
i ge=19"22,  Ce=572",
! efi=16:4n ' REf — 52:3®,
i fid — 21:80 " D d = 46=,
" dE — 41-6m;
wie grof ift ber Fldchenivhalt bes
Bielectes ?

o

Conjtrnctionsd-NAufgaben.
(Berwandlung undb Theilung gevadliniger Figurem.)

Gine Figur in eine andere vermwanbdeln Heift, eine anbere Figur
confrruiven, weldhe mit der gegebenen fldchengleich, jeboch nidyt con=
aruent ift.
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1. Gin ungleichfeitiges Dreied ABC (Fig. 72) in ein
gleidjchentliges ju vevwanbeln, bad mitihm gleiche Grund-
linie hat.

Fig. 72 Pan Halbive die Seite AB in D, jziehe
¢ E DE | AB unb au8 C die CE || AB; ver-
binbet man ben Durdfdhnittspuntt E mit A und
B, fo ift ABE bag bverlangte gleichichentlige
Dreied.

Die Ridptigleit der Lbjung erhellet aus

i §) B §. 72, Folgef. c und §.58, 4.
Fig. 73. 2. Gingegebenes Dreied ABC
_ (@ig. T3) tn ein anbdbered ju verwan-
O D peln, bas einen gegebenen Winfel

/ / « enthalt.

e Man confteuiveven Winfel BAD =«
und 3iehe CD || AB; zieht man nody
4 B DB, fo iit ABD ba8 verlangte Dreiect

§. 72, Folgef. c).

3. Gin fdhiefwintliged Dreied in ein redtwiniliges
ju vermanbdeln.

Die Anflsjung wie bei der Aufgabe 2., in welder jedodh o als
redhter Winfel angenommen werven muf.

4. Gin gegebenes Dreied ABC (Fig. 74) ineinanberes
juverwanbdeln, bag eine gegebene Grundlinie a hat.

§ig- 74. Man mache AD = a, jiehe DC und
bamit pavallel die BE, welche bie verldngerte
AC in E tifft; ADE ift nun bas ver-
langte Dretect. Denn e§ it

ANAACD = ACD,
/\ CDE = CDB, aljo

. 4 ACD + CDE= AACD F CDB,
4 b B ober /\ ADE = ABC.

5. Gin Dreted (Fig. 75) in ein anbeves ju vermanbdeln,
Fig. 75. bag eine gegebene Hiohe h hat.

Wan ervidte AD = h fenfrecht auf
AB, jiehe DE || AB, bann die EB, umbd
pamit parallel die CF. Derbinbet man nun
E und F burd) eine Strede, fo ift

: A\ AEF = ABC.

Der Beweis wird jo wie bet der Auf-
gabe 4 gefiihrt.
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Fig. 76 . 6. Gin gegebenes Dreied ABC
5 (Fig. 76) inein Redyted ju verwandeln,
! bad mit ihm gleidhe Grundlinie hat.
3 / ; Man halbive die Seiten AC und BC
F = G in D und E, jziehe duvd) bdiefe Punfte eine
®evabe, und ervidhte in A und B die Sents
A redten AF unb BG, fo it ABGF bag ge-
. fudte Redted. Denn 3ieht man CH | DE,
{o ift /A AFD = CHD,

ABGE = CHE,
Zrap. ABED — ABED, alfo

AFD + BGE + ABED = CHD +CHE -+ ABED,
ober Redhted ABGF = /\ ABC.

7. Gin Trapez ABCD (Fig. 68) in ein Pavallelogramm
ju vermanbeln.

Die Aufldfung wurbe in §. 73 angefiihrt.

8. €in Redhted ABCD (Fig. 77) in ein Quabdbrat ju
vermanbeln.
ig. 7. Man verlingere bdie fleinere Seite AB
D ¢ bi8 E, fo baf AE = AD wirdb, bejdreibe iiber
\ AE qus per Mitte O einen Kreisbogen, welder
bie verlingevte Seite CB in F trifft. Bieht man
5 A F und befdhreibt bann dariiber. bad8 Quabrat
A\ AFGH, fo ijt biefes vem gegebenen Rechtecte
\oB o flédjengleid.
\ N, 477/ Beweis Daver VWinfel AFE =R
LT sl s ift (§. 36), joift EF G eine gevabe Linie. Bieht
i ) man xun HE und DF, jo ift nach §. 72
/AN AHE = { Quabrat AFGH,
/NFAD = 1 Redpted ABCD.

Jun ift
A AHE=XFAD, baher audh
Quadrat AFGH = Redited ABCD.

&ig. 78. 9. Gin Bieled ABCD (Fig. 78) in
einanbered juvermanbdeln, weldes eine
&eite meniger hat.

Man fdymeibe durch eine Diagonale CE

B von bem gegebenen Bielece ein Dreied CDE

ab, Tege purcdh D mit CE eine Parallele ]_)F,

/ weldje die verlingerte Seite AE in F fjchneibet,

F E A b jiehe CF; baun ift bas Bieled ABCDE =
Bieled ABCF, weil beive aus gleichen Theilen beftehen.
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Bufas. Durd) mwieberholtes BVerfahren [aft fich Hievnad) jebes
Bieled in ein Dreied vermandeln; und da fid) jebed Dreied nach Auf-
gabe 6 in ein Redhted und diefed nadh Aufgabe 8 in ein Quadbrat ver-
wanbelt [ift, fo fann aud) jebed Bieled in ein Luabrat verwanbdelt
werben.

10. Ein Quabrat ju conjtruiven, weldes gleich ift der
Summe jweier gegebener Quabdbrate.

Wan conftruive ein rechtwinfliged Dreiect, deffen Katheten gleich
finb ben Seiten ber gegebenen Luadbvate; bdie Hhpotenufe diefed Drei-
ected ift bie Seite beg verlangten Quabdbrates (§. 76).

Durd) iieberholte Anwendung bdiejed Verfahrend fann man aud
ein Dreiect conjtruiven, basd

a) ber Summe mehrever gegebener Quadbvate gleich ijt,

b) breimal, vievmal, finfmal fo grof ift al8 ein gegebened Quadvat.

11. Gin Quabdbrat ju conftruiven, welded gleidh ift ber
Differen; jweier gegebener Quadrate.

Man conftruive ein vechtvinfliges Dreiect, deffen Hypotenufe gleidh
ber Seite bed grifeven, und deflen eine Rathete gleidh ber Seite des
Eleineven Quabrated ift; banm ift die jweite Kathete die Seite bed ver:
langten Quabrates (§. 76, Folgef.).

12. Gin Dreied dburd) gevabe Linien, welde dburd einen
Cdpuntt gehen, in mehreve gleiche Theile ju theilen.

Man theile die dem Cdpunfte gegeniiberliegende Seite in bdie vers
langte Anzafhl gleicher Theile und verbinde die Theilungdpuntte mit jenem
Cdpuntte burd) Streden (§. 72, Folgef. ¢).

13. €in Dreied ABC (Fig. 79) von einem in einer
Seite liegenden Punfte D ausg in zwei gleidhe Theile zu
theilen.

Fig. 79. Man Balbive die AB in E, jiehe CE
und CD, unp EF || DC; bann ijt

A BDF =ADFC=1{ ABC.
Demt AEFD = EFC (§. 72, $olge. o).

~ ABEF =BEF
i\ ABDF=BCE =1ABC,
o R % baher auh ADFC = { ABC.

Auf dbuliche Avt faun aud) die allgemeine Wufgabe, ein Drveied
von einem in einer Seite liegenben Punite ausd in eine beliebige Anzahl
gleicher Theile zu theilen, geldft werden. :

14. Gin Dreied in bdbrei gleide Theile fo zu theilen,
baf die Theilungslinien von ben Edpunften ausdgehen und
in einem gemeinjchaftlichen Puntte innerhalb bes Dreiedes
jufammentrefjen.
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Pean theile (Fig. 80) eine Seite
AB in pen Punften D und E in dret
gleidhe Theile, ziehe DF || AC umd
EG || BC; die vom Durchjchnittepuntte
H au8 gejogenen Streden AH, BH
;I'ni? CH find bie verlangten Theilungs-
inien.

& S Bieht man die Hilfslinien CD und

- " o BLUGE) Tl AAgH =ACD um

A BCH = BCE; paher muff auh) A\ ABH = DCE fein. Fum

find die Dreiee ACD, DCE, BCE unter einanber gleidh, folglich
miiffen auch vte Dreiede ACH, ABH, B CH gleidh fein.

15. Gin Dreied in vier congruente Dreiede ju theilen.

Man verbinde die Halbivungdpuntte ber dbrei Seiten durd) Stveden.

16. Gin Pavallelogramm durd) Gervadbe, welde einer
Seitepavallel find, in eine beliebige Anjahl gleicher Theile
ju theilen.

Man theile bdie diefer Seite anliegenden Gegenfeiten in die ver-
langte Anzabl gleicher Theile und verbinbe bie gegeniiberjtehenden Thei-
Tunggpuntte burch Streden (§. 71, Folgef. b).

17. Gin Parallelogramm ABCD (Fig. 81) von einem in
einer Seite [tegenben Punfte E aus in eine beftimmte An-
3abl, 3. B. in drei gleidhe Theile zu theilen

&ig. 81. PMean verbinbe die Halbivungspuntte
¢ F und G ber ®egenfeiten, in welden
D , ¢ bev gegebene Punft nicht liegt, durd) die
7/ I Gtrede F G, theile biefe in brei gleiche
Yol f Theile, und jiehe burdh) E unb bie
Theilungspunfte H und J bdie Streden

" EHEK undo EJL; bamn ijt
K Trap. ABKE = A EKL = Zrap.

A ‘B
i ELCD = { ABCD.
Der Beweid evgibt fich aus ben §§. 73 und 72.

L 18. Ein Pieved ABCD

(Fig. 82) von einem Edpuntte D
aug in zwei gleide Theile zu
theilen.

PMan ziehe die beiven Diagonalen
AC und BD, und purdy bie Mitte E
per erfteven die Strede EF || DB, fo
ift, wenn man nodh D mit F verbinbet,
pie Strede DF bie Halbirungslinie des
Bievedes.
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Beweis. Jieht man DE und BE, o ijt
ADBF =DBE (§. 72, Folgef. c)
/NABD = ABD, aljo
Bieved ABFD = ABED.
M it ABED =1 ABCD,
alfo aud ABFD = ; ABCD.

19. Gin Trapez ABCD (Fig.83) von einem Edpunfte D
aud in zwei gleiche Theile 3u theilen.
Fig. 83. Man trage bie Heinere Pavallel-
D G feite CD auf ber grifeven AB von A
bi¢ E auf, halbive EB in ' unb jiehe
bie Strede DF'; bag gegebene Trape;
wirtb dbabuvch) in wei Theile getheilt,
i weldye flachengleich {ind (§§. T2 und 73).
A ./ P T 4

20. Gin Trapez ABCD (Fig. 84) von einem in einer ber
Parvallelfeiten [iegendben Punfte E aus in zwei gleide
Zheile 3u theilen.

Fig. 4. SMan Halbive bie beiben pavallelen

D GH Geiten in F und G, madhe HG = EF

und jiehe dbie Strede EH; die Trapese

AEHD und EBCH f{ind, wie aus

§. 73 folgt, flachengleich, und EH ijt

/ ; jomit bie gefuchte Halbivungslinie des
A Eio K B gegebenen Trapeses.

Jiinfter Abfdnitt.
Aehulichkeit der gevadlinigen Liguren,

1. Geometrijche Verhiiltnijje und Proportionen.

§. 77. Gine Roumgrdfe, welde fich auf einer anbeven gleidh-
artigen Waumgrdfe mehrmal auftvagen lift, ofue baf ein Reft iibrig
bleibt, Beifit ein Paf derfelben. Ijt eine Roumgrdge M fowohl ein
Mafi der Raumgrofe A al8 aud) der Raumgrdfe B, fo BHeifit fie ein
gemeinfdyajtlihes MWaf von A und B.
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Um ein gemeinjdaftlidhes WPaf zweier Streden u er-
balten, trage man bie fleinere Strece auf die gridfeve fo vielmal auf,
al8 ed angebt.

Big. 86.
I 1L
| ; ; E
€D gy Apulg

a) 3t bie Heineve Strede CD (Fig. 85, I) in ver griferen A B mehr-
mal, 3. B. 3mal, enthalten, jo daf fein Rejt iibrig bleibt, o ift
CD felbft ein gemeinjchaftliches Maf swifhen AB und CD.

b) Lifit {idh aber bie fleineve Strece auf bev andern nidht geman auf-
tragen, ift 3. B. vie Strede CD (Fig. 85, II) in ber A B 3mal ent-
Balten, und e8 bleibt nod) ein Rejt EB iibrig, o trage man bden
Rejt EB auf CD fo oft auf, al8 ed angeht; e8 jei EB in CD
3mal enthalten, und ed bleibe noch die Strede F D iibrig. Diefen
Reft wird man wieber auf den nddift vorhevgehenden EB auftvagen,
in elchem er genau Gmal enthalten fei. WMan Hat boun

EB = 6FD i

CD = 3EB + EDi= 19ED,

AB = 3CD + EB = 63 FD.
Die Streden AB und CD. Baben bemnadh bas gemeinjdhaftliche
Mag FD, und zwar ift diefes in der AB 63mal, in der CD
19mal enthalten.

UAnalog ift das Berfahren, um bad gemeinfdhaftliche Waf zweier
Bogen besfelben Kreifes, jweier Winfel, jweier Flichen ober RKbrper
ju finben.

§. 78. Da bet vem im § 77 angefithrien Bexfalhren ber jebedmal
gebliebene Rejt 3mwav fleiner al8 ber vorhergehenbe fein mup, demjelben
ieboch feine Gvrenze, umter die er nicht fommen fonnte, vorgeseichnet ijt,
io ift e8 mibglih, baf bdas mwieberholte Anftvagen ber Fefte ohne Ende
fortgefeit wivb, ofne baf man je auf eimen Reft fommt, welder ein
Maf bes vovhergehenden wire. 3In diejem Falle Hhaben bie beiden ge-
gebenen ®rifen fein gemeinjdhaftliches Waf. ;

Awei Grifen, mwelcdhe ein gemeinjdaftliches Wiaf Haben, heifen
commenfurabel; jwei Gvifen, die fein gemeinjdoftliches Waf haben,
incommenjurabel.

§. 79. Die Bergleidhung jweier gleichartiger @rﬁﬁen, um ju De-
ftimmen, wie oft bie stweite in ber evften enthalten ift, Beifit ein B er-
haltnif. Bon ben beiven Gvifen heifit bie erite bag Borderglied,
bie jweite bas DHinterglied des Verhiltnifjes. Das Verhiltnif ber

A y .
©rifen A und B wird duvd) A :B ober T angeseigt. Die Jabl, weldpe
angibt, ivie oft das Dinterglied in dem Bovdergliede enthalten ijt, ijt

Moznit, Geometrie filv Lehrerbilbungdanftalien. 4




per Quotient bes Verhiltniffes. Smwei Verhdltniffe find einanber
gleidh, wenn fie denfelben Quotienten Baben.

Das Berhiltnif zveier Raumgrifen ift gleih dem Verhiltniffe
ibrer Mafzahlen, b. i. ber unbenannten Jablen, durd) welde bdie
beiben Raumgrdfen in Begiehung auf dasfelbe WMaff ausgedviidt fino.
So it in Fig. 85, II

AB:€D=63FD:19FD =63:19.

§. 80. 3ft vbas BVerhdltnif zweier Grofen gleih dem Verhiiltniffe
aweier anderer Grdfen, jo nennt man die Gleichjtellung ber beiben Bey-
hiltniffe eine Proportion Sind bie Berhaltniffe A:B und C: D
einandber gleidy, fo ift A:B=C:D eine Proportion; A undb D find
bie duferen, B undb C bdie inneven Glieder ber Proportion.

&ine Proportion, in welder bie beiden inneven Glieder gleidh
finb, Deifit eine ftetige Broportion; 3 B. A:B=B:C; bas
mittleve Glied wird die mittlere geometvi{de Proportionale
swifcdhen den beiben duferen ®liedern, und bad vierte Glied bie britte
jtetige Proportionale ju bem exften und mittleven Gliede genannt.

it eine Strede AC in einem Punfte B jo getbeilt, baf bie
Proportion AC: AB=AB:BC ftattfinbet, o beift die Strede im
Punfte B nady ftetiger Proportion, ober im mittleven und
dufleven Bevhdaltniffe getheilt.

Wenn zwei Avten von Grdfen fo von einanber abhdngen, daf bdas
Berhiltnif zwijdhen je zwei Gridfen der einen Art gleidh ift bem Ber-
biltniffe ber beiben zugehirigen Grdfen ber anbeven Avt, in derfelben
Orbnung genominen, fo jogt man: die beidben Arten von Grifen
ftehen in gevabem BVerhiltnijfe, ober {ie jind geradbe pro-
porvtionirt. Hingen dagegen jwei Arten von Gvéfen {o von einander
ab, bafi bas BVerhiltnif swifdhen je jwei Grifen ber einen Avt gleidhy
ift bem Berhiltniffe der gwei jugehirigen Grifen dev anbeven Avt, aber
i umgefehrter Ovdbmung genommen, jo fagt man: die beiden Avten
von Ovdfen ftehen in vevfehrtem Bevhaltnifje, ober fie find
vevfehrt proporvtionict.

§. 8L  Da nad dem im §. T7 angegebenen Berfahren zur Auf:
fudhung bdes gemeinidhaftlichen Wiafes jweier Raumgrdfen fiiv den Fall,
baff biefe incommenjuvabel find, ber nad) dem wieberholten Anftragen
iibrigbleibende Reft nady und nach fleiner wivd, al8 febe nod) fo fleine
®risfe derfelben Urt, fo Fann man ihn endlidh vernachldffigen unb dann
ben letiten aufgetvagenen Reft al8 gemeinjdhaftliched Waf ber beiben
©ridfen annehmen. Wian erhilt dbadburdy ein angendiberted Bevhiltnif der
swei incommenjuvablen Grfen, deffen Unterfchied von dem wahren Ber-
biltniffe jedboch um fo Eleiner wird, je Eleiner man bad8 Waf annimmt,
und bei fovtgefester Berfleinevung des Miafes Eleiner gemadht werben
fann, alé jede noch jo Fleine angebbave Grdfe. Hievausd folgt: Sind
ywei gleidhartige @vdfen fiiv ben Fall, baf fie commen:
fuvabel jind, zwei andbeven gleidavtigen Grifen, welde




51

mit ben exjteven tmmex jugleich su ober abnehmen, propor-
tiomirt, o findb fie benjelben aud) bannm proportionirt,
wenn jene evfteren Grifen incommenfurabel finbd.

Wiv fonnen ung baber bei ben nacdhfolgenden Bergleihungen der
Faumgrogen auf den Fall bejdrdnten, baf diefe commenfurabel find.

2. Uehnlidyfeit der Dreiede.

§. 82. Siige itber die proportionale Theilung der Sei-
ten eined Dretedes. ;

1. Bieht man in einem Dreiede mit einer Seite eine
Pavallele, jo werden dburd) diefelbe bdie beiben anbderen
Seiten proportionivt gefdnitten (Fig. 86).

Fig. 86. Borausi. DE || AB.
Behaupt. CD: DA=CE: EB, .
CA:DA =CB:EB,
CA:0D =CB:CE.

Beweis. ©3 fei CM ein gemeinjdafi-

liches Maf ver Stredenr CD und D A, unbd jiwar
CD=m.CM, DA =n.CM; bamn ijt
. CD:DA=m:n.

Theilt man mun bie CD in m und bie
i DA in n gleihe Theile und 3ieht duvch feben
- B Theilungspuntt eine Pavallele mit AB, fo wird
paburd) (§. 65, 2) audh CB in m - n gleihe Theile getheilt, von
penet m auf CE und n auf EB fommen; e ift alfo

Gl BB = m: n,
Aus bdiefer und dexr fritheven Proportion folat:
CD:DA =CE:EB,

Aus der Propovtion CD: DA = CE : EB ergibt fih auch bie

g)?zicbtigfeit ber jweiten und dritten der oben aufgeftellten Proportionen.
an Bat

(CD+DA):DA=(CE + EB) : EBobert CA:DA =CB:EB

und (CD+DA):CD = (CE + EB):CE ober CA:CD =CB:CE.

2. Werdben ywei Seiten eines Dreiedesd von einer Ge-
vaden proportionivt gejcdnitten, jo ift biefelbe mit ber
britten Seite ped Dreiedes pavallel. (Umbehrung bes Lehr-

(4

fages 1.)
Fig. 87. @8 fei (Fig. 87) CA:CD=CB:CE. Wiirbe
G pie durdh) D pavallel mit AB gejogene Gerabe nidht
purch E gehen, fonbern die CB in einem anbeven
PBunfte F fchueiden, fo wire (nady 1.)
D CA : GD==€B :CF.

Dann aber muff mit Ricfiht auf die Boraunsjetung
4 g CF = CE b. B ber Punft F mit E identijdh jein.
Felglidh ijt DE || AB.

4*



52
3. Halbirtman einen Winfel eined Dreiedesd, fomwivd
burd) die Halbivungslinie die gegeniiberftehendbe Seite in
gwei Abjdhnitte getheilt, welde den ihnen anliegenden
Seiten bed Dreiedes proporvtionivt jind.

Fig. 88. Borvausdf. E8 fei im Dreiede

E ABC (Fig. 88) ber Winfel C durdh bdie
‘\“}, 7 ®erade CD Balbirt, jo af m = n wird.
\ = Behaupt. AD: DB = AC:BC.
N Beweis. WMan verlingere BC und
Y R siehe durdd A mit DC eine Parallele,

450 3 weldhe die Berlingerung der BC in E

jchneidet. €8 ijt nun m = q al8 ﬂBed)feI-
winfel, n — p al8 (Sjegeummfe[ und wegen m = n aud) q = p, folg-
lich EC = AC. Sn vem Dreiete ABE iit CD||EA, baher finbet
bie Proportion AD : DB = EC : BC ftatt, woraus, wenn AC ftatt EC
gefept wird, bie Proportion AD : DB = AC : BC folgt.

§ 83. Bwei Dreiede heifen dhnlidy, wenn in benfelben die
gleichliegenden Seiten proportionivt und bdie von ihnen gebilbeten Winkel
paarivetfe gleidh) finb. Die gleichliegenben Seiten weier dhulicher Drei-
ecfe Beiffen homologe Seiten. Dad Zeichen ver Aehnlichfeit ift .

Fig. 89. 3t (Fig. 89) in dben Dreieden
C _ P ABC unb A'B‘CY,
Winfel A=A, B=1B,, C = C‘und

/ ’ AB:AB'—AC:A'C'=BC: B'C,,
o ift AN ABC ~ A'‘B‘C.
/ A J Aug biefer Erflivung evgibt fich,

/ paf zur Nehnlichfeit zweier Dreiece

AL \B jechs Bedbingungen evforberlich finb: die
®leichheit dreier Baave von Winfeln, und

bie Gleichheit der Berhdltniffe 3wijchen

fe swei Paaven der Seiten. Da jebodh diefe Bebingungen nicht unab-
hingig von einanber find, jo fann man Haufig jhon aus dem Sutveffen
mur gweier Bedingungen auf die Aehnlichfeit der beiven Dretecte johliefen.

Die Moglichleit dhulicher Dreiece ergibt fih aus folgendem
Lebriage:

Bieht man in einem Dreiede mit einer Seite eine Pa-

Fig. 90 rallele, fo ift bas gegebene Dreied dem
puvd bie Pavalleleabgejdnittenen Dreiede
dahnlid.

Borausf. DE||AB (Fig. 90).

Behaupt. A ABC ~ DEC.

DBeweisd, Der W. C = C, bdie Winfel A
und B findb ihren Gegenwinfeln CDE und CED
gleidy; fernerit AC:DC=BC =EC (§ 82, 1).
8 bleibt nody 31 beweifen iibrig, baf aud) A B: DE
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= BC:ECijt. Bu biefern Enbe jiehe man EF || CA; bdann ift nach
§. 8, 1) AB:AF=BC:EC; aber AF = DE, baber and
AB:DE = BC: EC, unb folgliy A\ ABC ~ DEC.

§ 84. (I Achulihkeitsfah.) Bmwei Dreiede find dhulid,
wenn in benfelben jwei Winfel paavweifegleid find (Fig. 91).

Fig 91 Borausdf. A=A ud C=C".
Behaupt. A ABC ~ A’'B'C.

¢ (i
: Bemweis. Wan made CD = CA’
L und ziehe DE || AB, fo ift Winfel CDE =
EA ;
B
‘B

—

v/ A = A/, dbaher ADEC 22 A’B‘C’ (§. 50).
Nun ift N ABC ~ DEC (§. 83), mithin
4 aud A\ ABC ~ A‘B'C.

Golgefat. Bwei Dreiede find dhnlih, wenn alle drei Seiten
paariveife pavallel jind ober auf einander fenfrecht ftehen. (§§. 28 u. 29).

§. 85. (II. Aehulidhkeitsfah.) Bwei Dreiede find dhnlid,
wenn in benfelben zwei Seiten bed einen zweien Seiten
bed andeven proporviionirt und die von biefen Seiten ein:
gejdhloffenen Winkel gleidh jind (Fig. 91).

Borausf. AC: A'C'=BC:BC'unp C= Q.

Behaupt. N\ ABC ~ A'BC,

Bemweis. Pian madge CD = C'A’ und jiehe DE || AB, o ijt
AC:CD=BC:CE, ober AC: A’C' = BC : CE. Alleinr nach der
Borausfegung ift AC: A‘C' = BC : B‘C’; folglich CE = B‘C und
dafer A\ DEC == A‘B'C’ (§. 51); mm ift A\ ABC ~ DEC, alfo
audhy A\ ABC o A'B/C.

§. 86. (III. Achnlidkeitsfob.) Zwei Dreiede jindb dhnlid,
wenn in denfelben jwei Seiten bed einen zmweien Seiten
bed anbeven propovtiomirt und bdie den griferen bdiefer
Seiten gegenitberliegenden Winfel gleidh find (Fig. 91).

Borausf. AC: A'C'=BC:B‘C, ferner BC > AC, alfo
audy B0 > A‘C, unb W. A = A"

Behaupt. /\ ABC ~ A’'BC-.

Beweis. Pan madge CD = C'A’ und jiehe D E || AB; pann
it AC:CD =BC:CE, over AC:A'C‘'=BC:CE. Nad der
Bovausjesung ift aber AC : A’C/ = BC: B‘CY; folglih CE = B‘C/,
und baher, weil W, CDE = A =— A’ ift, ADECXR A‘B‘C’ (§.52);
mmn ift A\ ABC o~ DEC, aljo audy /\ ABC oo A'B'C

§. 87. (IV. Xehnlidykeitsfol.) Bwet Dretede find dhnlid,
enn die brei Seiten besd einen bendrei Seiten bed andbeven
proportionirt find (Fig. 91).

Boransf. AC: AC'=AB: A'B’ und

Al @ —1B @ B0

Behaupt. A\ ABC ~ A'B'C.
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DBemweis. Man made CD = C A’ und siehe D E [| AB’ bann ijt

AC:CD =AB:DE unp AC:CD =BC:CE, ober

AC: A/C'=AB:DE unp AC: A'C'=BC:CE.

Bevgleidht man diefe jwei Propovtionen mit ben in der Vovaus-
fetung enthaltenen, {o folgt DE = A'B’ unp CE = B/C’, mithin
/A CDE == A’'B/C’ (8. 53); mun ift /\ ABC ~ CDE, aljo andy
AN ABC ~ A‘B/CY

3. Uchnlichfeit der Biclede.

8. 88. 3Bwei Bielede bheiffen dhnlid), wenn in denfelben bie
gleichliegenben &eiten propovtionivt und die von ihnen gebilbeten Winfel
paaviveife gleich find. Audy hier werben bie gleichliegenden Seiten Homo-
loge Seiten genannt,

Jolgefob, Bwei regelmifigeBieledevon gleidher Seiten-
angahl jind dhnlid. {

§. 89. fehrfibe. 1. Bwei dbnliche BVielede werden burd
gleichliegenbe Diagonalen in gleid) viele dhnlide Dreiede
' gerlegt. '
dig. 92. Borausgi &8 fei

(Fig. 92) Bieled ABCDEF

/;E\ ~ A/ %CéD‘ E‘F.
i D ehaupf.
0 = B ,. /\ ABC ~ AB‘C,

QA DY A gty A ACD ~ A C'D
u. j. w.

Beweis. DafNABC
o~ A/ B C!it, folgt unmittelbar
aus der Aehnlichleit dev Bielecte
nady §. 85.

$ieraus folgt vann, daf W. ACB = A’C'B’ unb AB: A‘B’
=AC:A'C' =CD: C'D’ ijt, Weil nun nach ber BVorvausfesung W.
BCD = B'C’‘D’ ijt, fo ift auh) BCD — ACB=B‘C‘D' — A'C'B*
ober IB. ACD = A‘C'D’; bievaud aber, in Berbindbung mit der vor-
hergehenben Proportion, evgibt fich, dbaf LA\ ACD = A‘C/D! ijt (§. 89).

Gbenjo folgt bie Aehnlichfeit eined jeben nadiftfolgenden Paaves ver
Dreiece aud dev Wehulichfeit bed vorhergehenden Paarves und aus ber
Aehnlichfeit ber Bielecke felbit.

2. Umgefehrt: Bwei Bielede jind dhulidy, menn jie jidh
auf fibeveinftimmenbe Weife in gleidh viele dhnlidhe Dreis
ece zerfegen lajfen. 7

Beweis. Aud der Vovausfegung lifit fich die Gleichheit dex gleidy-
liegenben Winfel ber Bielecfe und die Proportionalitdt ber gleichliegenben
Seiten leicht nachiveifen.

P
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.ite
‘ Folgefag. 3n jwei dhnliden Bieleden verhalten fid
je 3wei gleidyliegende Diagonalen wie jwei gleidliegende
Geiten.

~§.90. 3n dhnlichen Bieleden verhalten jid) bie Um-
fange wie 3wei homploge Seiten.

Denn ift (Fig. 92)
AR AR R B (R e =

fo ift aud
(AB+4+ BCHED L, ) (AB'4-B'C'+ CD'+..)=AB: A'B".
8 91. Werden die von einem Punite S (Fig. 93) gezo-
genen Stralen in ben Punften Aundba, Bundbb, Cunbde,...
proportionivt gefjdnitten, {o jind bie Bielede ABCD..
unb abed.. dhnlid.
Fig. 98.

E8 feit SA:Sa =SB:Sb=SC:Sc... bamnn finb die Drei-
ede SAB und Sab, SBC und Sbe, SCD und Sed,... dhnlid,
paher AB:ab =DBC:bec, weil beibe Berhiltniffe dem Berhiltnifje
SB:S b gleih finb. Ebenfjo folgt BC:be = CD:ed... 3n den
DBieleden ABCD.. und abed.. finb alfo die gleichliegenben Seiten
propovtionirt.

Weil ferner ABllab, BC| be, CD||ed,.. ijt, jo find aud
bie Winfel A und a, B undb b, C und c,.. paariweife gleich.

Die beiven BVielede find bemnach dhnlich.

Bwei dhnliche BVielecte Fimmen durd) entfprechende Berjchiebung
immer in eine foldhe Qage gebracht werben, bdaf von ihren Umfangs-
punften bie von einem PBunfte S audgehenden Stralen propovtionivt
gefchnitten werben. Diefe Lage zweier dhnlicher Bielede nennt man bie
perfpectivifdhe Qage; der Punft S Beifit der Aehnlidhfeitspuntt
ber dhnlichen Bielecte.

4. YAnwendbung der Aehnlichfeitsfiite.

§ 92. In dhnlichen Dreieden {ind bie Hdhen den
Grunblinien proporvtionirt, wenn man ju ben [efteren
iwei homolo ge Seiten annimmt,
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8 jei (Fig. 94) va8 /A ABC ~ A‘B‘C’, unb man nefme bie
Fig. 94 - homologen Seiten AB unb A‘B‘ al8 bie
’ Grunblinien, CD und C‘D’ al8 bdie Hihen

i ber beiben Dveiede an; zu beweifen hat man,
paf CD:C'D! = AB: A'B' ijt. — Die
) , Dreiede ACD unb A‘C'D’ Baben jwei
A DB Winfel paaviveife gleih, find daher hnlich;

mithin findet bie Proportion

i D B CP&C D! = AG: AC
ftatt. Weil nad) der Annahme A ABC oo A‘B‘CY, jo ift aud
AB:A'B'=AC:A'C’. Aus bven beiben Proportionen folgt bann
CP:C:D'— AB: A‘B”

§ 93. Bieht man in einem vedhtwintligen Dreiede vom
Sdeitel bed vedhten Winfels eine Senfredite auf dbie Hypo-
tenuje, jo ift a) jebe Rathete die mittleve geometrijche Pro-
portionale jwifden der gangen Hhpotenuje und dbem jener
Rathete anliegenden Abjdhnitte ber PHppotenufe, b) bie
Senfredite ift die mittleve geometvijdhe Proportionale
jwifden ben beiben Abjdhnitten der Hhpotenufe.

dig. 95. G fei (Fig. 90) der Winfel ACB ein
Pe vechter unt CD | AB.

: Ju ben Dreieden ABC und ACD it
per Winfel A=A, ACB=ADC =R, e
ift baber audy bev britte Winfel B = m und bas

A=D1 g OABC ~ ACD. Gbenfo ift \ ABC

BCD; und folglidh audh /\ ACD ~ BCD.
a) Da A\ ABC ~ ACD fft, fo folgt AB:AC = AC:AD; ba
AN ABC c BCD, jo ift aud) AB:BC = BC:BD.
b) Da AN ACD ~ BCD ift, fo folgt AD:CD = CD:BD.

§. 94. Bft (Fig. 95) AC=43a, BC=b, AB=1¢c, AD =p,
BD =gq, wo a, b, ¢, p und q die Mafizahlen der besiiglichen Strecfen
bebeuten, fo evgibt fidh aus den in §. 93 unter a) aufgeftellten Pro-
portionen cvd="atp e B ='bq,

bafer cp = a’, cqi='b2
Adbivt man bdiefe leften Gleichungen, fo erhilt man
; ep +eq = a® - bl
Allein e8 ift cp + cq = c (p + q) = c. ¢ = c?; bafer
f c?—=a® 4 b%

Jn febem vedtwinfligen Dreiede ift alfo das Quabdrat
ber Mafzahl der Hhpotenufe gleidh der Summe aus ven
Quabraten dev Mafzahlen der beiben KRatheten.

Dies ift ber avithmetijhe Ausdrud fitv ven Phthagordijden
Lehriak, deflen Ridhtigleit im geometrijhen Sinne wir jchon in §. 76
betiefen haben.

Mit Hilfe biefes Sakes fanu man, wenn jwet Seiten eines vecht-
winfligen Dreiedfes befannt find, durdh Rechnung die dritte Seite finder.
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1. Ginb bie beiven Ratheten befannt, fo evhebt man feve Rathete
jum Quabvate, abbivt die Quabrate, bdiefe Summe gibt pas Quadrat
ber Hipotenufe; um die Hipotenuje felbft zu evbalten, braudht man
nuv aud fener Summe die Quabratwurzel ausuziehen.

3ft 3. B. bie eine Rathete 36°™, die andere 160°™, jo hat man

ShHE 1296
Lo 4 d60% =" 1 25600
Dhpotenuje =1/ 96396 — 164°=,

2. ©inb bie Hypotemufe und eine Kathete befamnt, fo evhebe man
beive jum Quabrate, fubtvahive vom Quadrate der DHypotenufe bas
Luabrat der befannten Kathete, der Reft gibt dbas Quadrat der andeven
noch unbefannten Kathete; will man diefe RKathete felbft finden, fo darf
man nur aud jemem Refte bie Quabrativurzel ausdsiehen.

G8 fei 3. B. die Hypotenufe 2™ 8=, eine Rathete 8 ; wie groff ift
bie zweite Rathete?

2-08? 4°3264

0-8¢% 0-64
sweite Rathete =V 376864 — 1-992n,

Proktifde. Anwendungen der Aehulidykeitsfabe.

2) Die Linge einer Strede ju beftimmen, wenn fid diefelbe wegen
eined zwifden thren Enbdpunften befindlidhen Hindbernifjes
nidt unmittelbar mejfen [dft

il

Fia. 96. Fiiv diefe Aufgabe ift bereits unter
ben Antendburngen ber Congruensfife cine

m Yufldjung angegeben tvorben, bdie jebod

27 L‘W‘_’t it nidit ausfiilbrbar ift, wenn ber Boben
jﬁ%@‘iﬂ%%hgﬂﬁ% feine Berlingerung ber Strederr AC und
\ ebenfalls (Fig. 96) bie Streden CA und

“““““ BC gejtattet. Sn bicjem Falle meffe man

N A CB, trage aber Dannm mur eimen Be-
\ jimmten, 3. B. benm 4dten Theil ber er-
’ baltenen finge CA von C bi8 A', und

ebenjo ben 4ten Theil ber CB von C bis

L
S 1o &

AN B’ auf. Mifit man mun die Enifernung A'B’,
C fo ift biefe wegen der Aehnlidhfeit Der Drei-
i edfe CA‘B’ und CAB ber 4te Theil ber

gejudten Entfernung A B. ;
b) Die Linge einer Strede 3u beftimmen, wenn man nur ju einem

Enbdbpunite perfelben gelangen fann
; f : : Man wibhle zuerft einen britten Stand-

gl punft C (Fig. 97), bon dem man zu einem ber
Beiben Punfte A und B hin meffen fanm, mefie
wicflih 3u dem uginglichen Punite A bin, und
trage von Der gefunbemen Linge 3 B. ben 4dten
Theil vor C bi8 A auf. Sn A’ wird ein Wintel
CA‘B’ abgeftectt, mwelder jo grof ift alé ber
Winfel CAB, und in deffen Schenfel A'B’ ber-
jenige Punft B’ beftimmt, welder jugleid in ber
CB liegt. Mifit man dann bie Entfernung A'BY,
fo barf man nur biefelbe mit 4 multipliciven, um
bie verlangte Riinge AB fu finben.
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c) Die Linge einer Strede gu beftimmen, die an ibren beidben End-
punften unzuginglid ift : :
8 fei 3. B. die Entfernung ber beiben Biume A und B (Fig. 98),
mweldie fidh jenfeits eines Fluffes befinden, ju beftimmen. Man wible jwei jolde
Fig. 98. Stanbpunite C undb D, baf man zwijden
ibnen unmittelbar meffert, und von ihnen
aus mad) ben beiden gegebenen Puniten
A und B feben fann. Man meffe die Stand-
lintie CD, und trage barauf vom C qusd
3. B. ibren 4ten Theil bis D’ auj. JIn
bem Punite D’ fiedt man einen Winfel
CD!'A’ qus, welder bem TWinfel CDA
aleidh ift, und gebt auf bem Schenfel D' A’
fo toeit fort, bi®8 man in bie Ridhtung CA
nad A' fommt. Gbenjo ftedt man in D’
einent Winfel CD’'B’ ab, weldher eben fo
grof ift al8 ber Winfel CDB, und gebt
anf bem Sdyenfel DB’ o weit, bi8 man
in bie ?Ricbtunﬂg CB nad) B’ fommt. Endlidh) mejfe man A'B‘ unb multiplicive
bie erbaltene Linge mit 4, jo bat man den gefuchten Abftand AB.
Der §. 243 enthiilt unter 4., 5. und 6. bdie trigonmometrijhe LWjung der
boranftebenben brei Aufgaben.

5. Flidyenverhiltnifie der gerabdlinigen Figuren.

§. 95. Begeichnen Q und g die Flacheninbalte, S undb s bdie beyiig-
lidhen Seiten zweier Quabrate, o ijt nadh) §. 70
Q= 18% b q = s?% baher
e Qe 180 5 D B
Die Fladeninhalte zweier Quadrate verhalten fid
wie bie jweiten Potenzen ihrer Seiten.

S 96. 1. Sind P und p, ober D und d bie Flicheninbhalte jmeier
PBavallelogramute ober zweier Oreiecfe, welche begiiglich dbie Grunblinien
G undb g und die Hihen H und h Hhaben, jo ijt nadh §§. 71 unb 72

toraa -1k — g . h, nnv
D= d= -1 paper
i ol U o BTN TR )
D: d =G Heogil hi; . B,
DieFladeninhaltezweier Pavallelogrammeoder Drei-
ede perhalten fich wie die Producte ausd thren Grunbdlinien
unb Hohen.
2. v H = h gehen bdie obigen Proportionen iber in
By pi==CGhaigpambd
D): ' =2uG 3o@isth. B
DieFladeninhaltezmweier Parallelogramme oder Drei-
ece von gleidher Hohe verhalten fid) wie ihre Grundlinien.
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3. Filvr G = g folgt eben fo
B Opi="Ha ;) mub
1) oo — M hisiibih;
DieFladeninhalte yweier Pavallelogrammeoder Dre i
ede von gleicher Grunblinie verhalten fid) wie ihre Hohen.
§. 97. DieFlicheninBhalte jweier Dreiede, weldeeinen
gleichen Winfel haben, vevhalten {idh fo wie bie Prodbucte
aug ben Mafizahlen ber Seiten, die ben gleihen Winkfel
einjchliefen.
Fig. 99. &8 feien in ben Dreiecen ABC und DEC
(Fig. 99). pie Weafzahlen der Seiten AC unbd
BC, CD unp CE, welde den Winfel C ein-
jhliegen, M undb N, m und n. Bieht man BD,
fo ijt nadh §. 96, 2
ANAABC:DBC = AC:CD =M:m und
ZUDB E PG =BG =y
mworvand burd) Multiplication
AABC:DEC = M.N:m.n folgt.

§ 98. Die Fladeninhalte jweier dhnlider Dreiede
verhalten fidy wie bie Quabvate der Mafzahlen ihrev
homologen Seiten.

@8 fei (Fig. 89) A\ ABC ~ A’B‘C’, ferner feien a, b, ¢ bie
Mapzahlen ver Seiten BC, AC, AB unb a’, b’, ¢ bie Mafzahlen der
Seiten B/ CY, A‘CY, A‘B’; bamm ijt

al sadne== bulabli=icisic baberand
b a = bl hP =i et et
Man braucht daher nur ju beweifen, baf
/NABC: A'B‘C' = a%: a" ift.
Da der Winfel C = C’ ijt, jo hat man nady §. 97
AABC: A‘B'C/ =a.b:a’.b’

Nun ift a5 o’ e A

|V i o

baher a.b:a’.b! = a:a’
folglich AABC: A'B'C = a®: a’

§ 99. Die Flddeninhalte jweier dhnlicher Bielede
perhalten fidh wie die Quabdrate der Wafzahlen ifrer
homologen Seiten. .

@8 feien (Fig. 92) ABCDEF unp A‘B'C/D‘E‘F' jwei dbhn-
liche Bieledte und a und a’ bie Mafzahlen jrveier gleichliegender Seiten
berfelben. Berlegt man bie Bielece durd) Diagonalen aus A und A’ in
dhnliche Dreiece, o ift nad) §. 98

e ABCABIE — 4 a'%
NACD EAQD == a® g%
AADE: A'D/Et=aia% u/ | w.
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baber audy
(ABC+ACD +ADE +..):(A'B'C'H+A/C'D' +AD'E'4..)=a%:a’?,

ober
ABCDEF : A’'B'C'D'E'F‘ = a®: a*.

Wird baher eine in ber Wivtlichleit aufgenommene Figur im ver-
jiingten Mafe gezeichnet, o daf jebe Seite nur ;13, % s %nber wirf-
lidy gemejfenen Ringe betvigt, fo ift dev Flideninhalt ber gejeichneten
Figur 1, 5, ... bes Fladeningaltes vev dhulichen, in ver Wintlich-

feit aufgenommenen Figur.

Rednungdaufgaben.

1. Auf einem Rataftvalplane betvdgt eine Strede 5°75%; mwie
grof ift bie natiivliche Linge devfelben, a) wenn 1°® per Beihnung zu
30™ angenommen iitd, b) wenn fidh die Mafe des Planed zu ben
natiivlidien Réngenmafen wie 1 : 2500 verhalten?

2. Welde Liinge wird eine Strede, meldhe in der Wirklichleit
648™ mifit, in der Beidhnung erbalten, wenn die Lingenmage im Ber-
haltniffe 1 : 7500 ber natiivlichen Grisfe gezeichnet werven follen?

3. 3n einem Bauplane, in weldem 4°™ bes gewdhlten Wafitabes
3= porjtellen follen, betvdgt ber Flicheninhalt ded Grunbdriffes H[ i
20[]™=; wie gvof ijt bie wirfliche Bauflidye?

4. Der Schatten eined Thurmes ift 62™ lang, wihrend gleidhzeitig
bie Schattenlinge eines 1™ Hohen verticalen Stabed 1°6™ betrdgt; wie
body ijt ber Thurm?

5. 3n einem vechtwinfligen Dreiede fjind bie Katheten

a) 35%, b} g1 4dnrom c) 5*342m,
12%: I dne 3-405™;
wie grof ift die Hiypotenufe?
3n etnem vechtwinkligen Dretece ift

bie Hypotenufe a) 126m, b) 3m 4dm Zem ) 5-925m,

bie eine Rathete a) 35m, b) 2m 2im 9m ) 3:0912m,
wie grof ift bie anbere Kathete?

1. Bie lang muf eine Leiter fein, um bid an das obere Gnbe
eirer 4°3™ hohen Maner ju veihen, wenn fie unten 2°6™ von ber
Mauer abfteht?

8. Die Seite eines Quadrates ift a) 1-3, b) 37:59m, ¢) 2:903™;
wie grof ift bejfen Diagonale?

9. Die Diagonale eines Quabdrates betrigt a) 282, b) 1-048=,
c) 2m 1dm 2om. wie grof ift deflen Flicheninhalt?

10. Die Seiten eined Rechtected finp 3= 4Im 5em ypp 2m 1dm gem,
wie grof ift bie Diagonale?

11. 3n einem Rechtede betrdgt eine Seite 149m, bie Diagonale
21 +4dm: wie grof ift beffen Flidheninhalt?
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12. Jn einem gleichfeitigen Dreiecte ift a die Seite, h bdie Hihe
gnb df ber Flideninhalt; ans einer diefer ®rifen die jwei anbeven u
evedhnen.

h
b= 513 a=3ws. ez )/
a2 h? ; S AT
f= 4 V3; f--—-*§\j_3V3; h= Vi) 3.
®egeben find: :
a) a=2® b= 9m; b) h = 1-35m; | o) £= 862 [Jim,

13. @8 fei in einem gleidyjdhentligen Dreiede a bdie Grunbdlinie,
b ein Sdentel, h die Hohe und f ver Fldadjeninhalt.
%)) ®egeben ift a = 124°m, b = 1656°; - ju fudjen h und £
£

" yi! @ = 3-5dm’ hi= 5.4dm; " " b "
c) " nog =234, fo=9: 76Dm; " " h il b
d) " ] By Ve fi= 32Dm; " " a: b.

14. 3n einem Dreiedfe find die brei Seiten gegeben; man berechne
bie ju einer Seite gehirige Hihe und ben Flidheninbalt.
$ig. 100. &8 fei in bem Dreiefe AB C (Fig. 100)
bie Seite. BC.—=.a, 1 AC=Db; AB=c¢,
pie Hhe CD = h und die Strede AD =x,
paher BD = ¢ — x. Bur Beftimmung von
x hat man nad) §. 94
aug dem A\ ADC .. h? = b? — x?
e BDC .. h*=a®— (c—x)%
baber ift b¥ — x* = a® — (c—x)? woraus
man evhilt: W i

Da mm b =b* —x%= (b + x) . (b —x) ijt, fo ergibt fich,
Wenn man fiiv x den eben gefunbenen Werth fubjtituirt,

o (b BEEmE) | (plitema)
Logbe M ER — o : 2be — b*—c* 4 a?

2¢c 2¢
L (b ot — 8t @2 (b —8)?
Zu 2¢ 1 2¢
_(b+c+4a) (b+c—a) (afb—c)(a—Db+e
FA 4 c? it

folglichy
h=_")®+ctab+te—a @+rb—c @a—bto.
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Driidt man den halben Umfang bes Dreieced durd) s aus, fest
alfo. a + b + ¢ = 2s, fo erhdlt man, wenn von bdiefer Gleidung
folgemeije 2a, 2b, 2 ¢ fubtrahivt wird, :

b+c—a=2(—a),
a—b+ec=2(@E—Dhb),
a+b—c=2(—c); folglid it

h :%Vs (s—a) (s—Db) (s —c¢).
DBegeichnet man den Flicheninhalt bes Dreiedes ABC durd) f, io
ift £ = % mithin
=P 6 Ca) §—b) E—0.
LWie wird biefe Formel mit Worten ausgedritdt?

15. Qu einem Dreiede ift
a) a,—i3bm b) 4 = 28r8m O)ith =P mG e o
= 46", h= 37 5 i ==igmydn Jen
g —+80. ¢ =405 o b R
wie grof ift bev Fladheninhalt des Dreieces ?

Conijtenctions-Anfgaben.

1. Bubreigegebenen Streden die vievte Proporvtionale
au finben

Fig. 101. Man confteuive einen
& willfiivichen Winfel BAC
C (Fig. 101), madhe
b LS AD—=a DLE-%
¢ N b B AF = ¢, jiche DF unbd
4 F G pamit pavallel die EG,

fo ift FG bie vievte Proporvtionale ju a, b, e.

Waven bier ftatt ber Streden a und b ihre WMafiablen m und n
gegeben, fo miifite man auf AD m, auf DE n gleide Theile auftragen
unb mweiter wie vorhin verfahren.

2. Bu zweigegebenen Streden a unb b die dritte ftetige
Proportionale ju conftruiven.

Fig. 102. Auflsf. 1. Nad Aufg. 1, indem man

c bovt ¢ = b febit.

Aufldf. 2. Man siehe (Fig. 102) CD | AB,
made AD = a, CD = b, jiehe ferner A C unb
fenfrecht bavauf CB bis jur Berlingevung bex
e 3 AD;vamnift AD: CD=CD:DB(§.94,b),

ober a:b = b:DB, folglih DB bie britte
ftetige Broportionale ju a und b.

Auflsf. 3. 3jt a>b, o fann man folgende einfachere Con-

ftruction anwenden: Wan madhe AB = a, bejdyreibe iiber AB al8
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Durchmejjer einen Halbfreis und aus A mit dem Halbmejjer b einen
Bogen, welcher jenen Kreis in C {dneidet; bann it AB : AC =AC: AD
(§. 36 und 94, a), ober a:b=>b: AD.

3. Bu jwei gegebenen Streden a und b bie mittlere
geometrifdhe Proportionale ju conftruiven.

Auflsf. 1. Man madhe (Fig. 102) AD =a, DB = b, be-
jdhreibe iiber AB einen Halbfreid und ervidite in D bie DC | AB,
jo ift DC bie mittlere geometvijche Proportionale jwijden A D und DB
(§. 36 undb 94, b).

Auflsf. 2. Man madje AB gleidy ber grifeven Strede a, und
AD = b, befdyreibe itber AB einen Halbfreid und ziehe DC | A B;
pann ift bie Sefhne AC bie gefudhte mittleve Proportionale ju a undb b
(§. 36 und 94, a).

4. Mebhreve Streden nady einem gegebenen Verhalt
niffe ju verfleinern ober ju vergrifern.

Fig. 103. Um bie gegebenen Stveden

OA,OB, OC (gFig. 103) 3 B.

in bem Bevhdltniffe 4 : 3 zu ver-

Fleinern, ziehe man eine Gevave

PQ, trage von P aqusé 3, und

ebenjo von P aus 4 gleidhe Theile

auf; in ben Enbpuntten R und S

evvichte man bie Senfredhten RT

unp SV, trage auf die entferntere

Genfredhte SV bie gegebenen
b Streden von S bis A’, B, C

auf, unb ziehe dburch den Punft P
und bie Punfte A, B/, C' gevabe Linien, welde bdie ndihere Sentfredhte
in pen Punften A", B, C* treffen; die Geraben RA", RB”, RC" find
bann bie gejuchten verhiltnifmafig verfleinerten Strecen.

MWiven die gegebenen Streden in dem BVerhiltnifie 3 : 4 zu ver
grifern, fo wiivbe man fie auf bie ndheve Senfrehte R T auftragen;
auf ber Senfrechten SV erbielte man dann bdie verhiltnifmaRig ver:
groferten Streden.

5. Gine gegebene Strede in mehreve Theile ju theilen,
welde in gegebenen Vevrhdltniffen u einanbder jtehen.

Fig. 104, €8 jei 3 B. vie Strede AB
(Fig. 104) in Theile gu theilen, welde
fich 3u einanber verhalten wie m:mn:p
(213 :6).

Man ziehe durdh) A eine willfiirliche
®erabe A X, trage barvauf von A big C m,
pon C bid D n, von D big E p unterein-
ander gleidhe Theile auf, und ziehe EB.
Bieht man mun CE [ DG [|EB, jo ift
AF:FG:GB=m:n:p.
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6. Cine Stredemittelft Trandverfaleninn=p.r 20=
4.5) gleiche Theile zu theilen.

Fig. 105, Man theile bdie @trecfébAB

; (&ig. 105) in p (4) gleiche Theile;

c H 7 ]K Iél, A unb B ervidyte man auf AB
g 7 7 enfredhte, trage bavauf r (5) gleiche
¢ 2 /‘/ _/F /é‘ Theile auf, ziebe dburd) bie letsten
¢ PR Theilungspuntte die Gerade CD, und
S Vi 7 theile aud) bdiefe in p (4) gleidhe
4 i R 7 a3 B Zheile. Berbinbet man dannbie gleich-

! pielten Theilungspuntte der AC unbd

BD burdy Gevade und ieht durch A und H, E und J, F und K, G

und D bdie Transverfalen AH, EJ, FK, GD, fo ijt bie Unf-
gabe gelisft.

Wegen der Aehnlichteit dev Dreiecte Aab undb A CHbhat man namlic

ab: CH = Aa: AC, aber Aa:——}_- AC, alfo aud) ab =% CH;

nmn it CH = —; AB, jomit ab = -51- AB. Gben jo folgt, baf ed

AR of o A B ahole- 2 BB o= 22108 i
pPr pr pPr pr
7. Ginen tanfendtheiligen Transverfal-Mafftab zu
conftruiven

Fig. 106.

Eismoo.sMosozmrn 0; 1?0 a’}j%
}‘FFH_H#J ; gl ; 2
L ~= -
i 2 |

o 0 T o e [ O D 7 v o
BEERRERTEL |
.4 9 7
R S N
A FB (a DX

WMan trage auf einen Stval AX (Fig. 106) 10 gleihe Theile
AB, BC, CD,.... auf, beren jeber 100 Réingeneinfeiten vorftellen
joll, jo baf auf bie gamge Linie 1000 Ginfeiten fommen. Sn ben End-
punften ervidte man gwei Senfredyte, tvage davauf wieder 10 beliebig
groBe, jeboc) gleiche ‘Theile auf, und ziehe dburd) die leyten Theilungs:
puntte eine Strede, weldye der guerft gezogenen Gevaden pavalfel unbd
gleidh fein muf, und weldye ebenfalls in 10 gleiche Theile getheilt wird.
Sobann iehe man buvd) die gegeniiberftehenden Theilungspuntte Streden,
welche alle entweber auf AX {enfredt ftehen ober mit A X pavallel find.
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Um nun ejnen Theil AB wieder in 10 gleiche Theile u theilen, braudyt
man nuv in irgend einer Abtheilng eine Diagonale C 200 3u jiehen.
@8 ijt bann ab ber 10. Theil von der Strede jwifhen 200 und 300,
folglicy auch von AB; eben fo enthilt ed 2 folche Theile, ef 3 Theile
. | w. Diefe Theile trdgt man mun fowohl auf AB als8 Eo auf,
sieht bann durd) o und ¥, fowie burch je swei folgende Theilungspuntte
Zrandverfalen und jdreibt an bie Theilungdpuntte die Sahlen fo
hin, wie man fie an ber Figur fieht.

Die ganze Strede AX enthdlt 1000 Theile; A B ijt ber 10. Theil
bavon und enthilt fomit 100 Theile; BE ift ber 10. Theil von A B,
enthilt bemnach 10 jolche Theile; p1 endlid) ift ber 10. Theil von BF,
enthdlt aljo einen jolchen Theil, ivie devem auf bie gamze Lnte 1000
fommen, p1 ift alfo ber 1000jte Theil berfelben; q2 enthilt jwei jolche
Theile u. §. w.

Stellt 3. B. AB cin Decimeter vor, fo ijt BF ein Centimeter,
pl ein Weillimeter des verjiingten Decimalmafes.

Wie fann man mit Hilfe eines Transverjal-Mafftabes

a) eine auf bem Papiere aufgetragene Strede meffen;

b) cine ®erabe von gegebener Liinge auf bem Papiere auftragen;

c) eine gegebene Strede in mehreve gleiche Theile theilen;

d) bas Berbdltnif zweier Streden finben?

8, Ueber einer gegebenen Strede A'B’ (Fig. 107) ein
Dreied ju jeidhnen, weldhes mit einem gegebenen Dreiede
ABC &hnlidh it

Fig. 107. a) Man trage in A’ einen Winfel

/ B‘A‘C' = BAC unb in B einen

¢ ¢ Winfel A’B*C' — ABC auf; ihre

b T Sdhentel {chneiden fich in C* unbd e8

/ Linidde p i}i;)tzA‘ ]fS‘ g’ bas gegangte ]!;Déeiecf.

’ \p' ) Pean jucbe ju uid bie

, fL nad) bem Q%erf;ﬁétniﬁe AfB 4 )A'%}'

/ gednberten Streden (Aufg. 4), be-

44—\ {chreibe mit Der erften aus A’ und

mit der anberen aus B’ einen Kreid-

bogen; den Durchjchnitt C* ber beiben Kreisbogen verbinbe man mit A’
11_113“13’ purd) Streden, o ift A\ A'B'C' ~» A\ ABC.

9. Ueber einer gegebenen Strede A’B’ ein Bieled 3u
befhreiben, mweldes einem gegebenen Bielede dhnlid ift.

Diefe Aufgabe (it mehreve Anuflsfungdarten ju, worvunter folgende
bie einfachiten fein difvften:

a) Man zerlegt bas gegebene Bieled ABCDEF (Fig. 108) mitteljt
Diagonalen in Dreiecte, bejehveibt iiber A’B’ ein bem Dreiede
ABC hnliches Dreied A'B‘C’, iiber A‘B’ ein bem Dreiede
A CD ahuliches Dreiect A‘C’D’, itber A'D* bas Dreted A'D’EY,

TMoenit, Geometrie fiiv Rehrerbilbungdanflalten. 5
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weldes mit ADE dhnlich ift, und iiber A’E’ baé Dreied A'E/F”
dhnlih mit AEF; A‘B'C'D'E‘F’ ift bann bad verlangte

Bieled.

ig. 108.

b) Man iehe von A (Fig. 109) aus zu allen Cckpuniten Diagonalen,
madye AM = A‘B’ und jziehe MN || BC, NP || CD,PQ||DE,
fo ift bad Bieled ABCDE c AMNPQ. Conftruivt man nun
fiber A‘B‘ ein Bieled A‘B‘C'D‘E’, weldhes mit AMNPQ cou-
gruent ift, fo ift dadfelbe bad verlangte DBieled.

Fig, 109.

D

Dl
El /
&

A M B A B

Die Punfte N, P, Q fonnte man auch davurd) finden, bda§ man
bie Streden AC, AD, AE in dem Berhiltniffe AB : A’B’ verfleinert
undb die fo verjiingten Stvecfenr von A bi8 N, P, Q auftrdgt. ,

Sedifter Abfdjnitt.

Ber Kreis

1. Der Kreid und der Puntt.

§ 100. Die Rreidlinie (§. 16) ift eine frumme Linie, beven
alfe Puntte von einem innerhalb liegenden Punfte, dem Mittelpunite,
penfelben Abftandbhaben Diefer Abftand ift ber Halbumeffer bed Kreifes.
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Gin Punkt, bdeffen Abftand vom Mittelpunfte des Kveifes grofer
ift al8 ber Halbmefer, liegt auferhalb des Rrveifes; ein Punft, deffen
%Bﬁ?nb vom Mittelpunfte Fleiner ift als der Halbmeffev, innerhalb bes

reifes.

§ 101, Durd dret Punfte A B, C (Fig. 110), welde
nicht in eimer getadew Linie [iegen, ift ein Rreis voll-
fommen Beftimmt.

ig. 110. Bieht man bdie Streden AB und AC, Balbivt

) biefelben in D und E, und ervidtet auf fie die
Sentredpten DEF und EG, fo miifjen fich biefe in
einem Punfte O jdyueiven. Rieht man dann OA,
OB und OC, fo ijt (nadh §. 38, 2) OA = OB,
unb ebenjo OB=0C, aljo auch OA =0B=0C.
Die Puntte A, B, C haben alfo gleichen Abftand
por O undb ed muf baher ein aud O mit beur Halb-
meffer O A bejdhricbener freis buvd) die Punite A,
B, C gefen. :

Da jidh) die Senfrediten DF undb EG in einem eingigen Punfte
fchneiben founen, fo gibt eé nur einen Kreis, welcher dburdy die Punite
A, B, C geht.

2. Der SLreis und die Gerade.

§. 102, Gine Gerabe Hat mit eimem Krveife entweber
a) feinen, odber b) einen, odber c) jwei Punfte gemeinjdaft:
lich, je nadbbem ihr Abftand vom Wittelpunfte besd Kreifesd
grdfer, ober eben jo grof, ober fleiner ift al8 dber Halb-
mefjjer.
Fig. 111,

A
D
ol

B

B

Beweis. ' :
a) Sft (Fig. 111, I) vie Senfredite OC vom WMittelpuntte ded Kreifes

auf bie Gerabe A B grifer al8 ber DHalbmeffer, fo liegt jhon ber
Fufipuntt C der Senfrechten aufierhalb bes Kveifes, um fo mefr
alfo jeber anbere Puntt D der Gevadet AB, ba OD > OC ijt.
b) St (Fig. 111, II) die Sentrechte OC von O auf AB gleid) bem
Dalbueffer bes Rreifes, fo liegt ihr Fufpuntt C auf ver Peric
5*
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pherie bes RKveifed; jeber anbere Punft D ber Gevaven AB aber
muf, ba OD = OC ift, auferhalb bes Rreifes liegen.

¢) Jit endlidh (Fig. 111, III) bdie Senfrechte OC von O auf AB

fleiner al8 ber Halbmefier, o liegt thr Fufpuntt C innerhalb bes
RKreifes. Da nun der Kreid eine gefdhloffene Figur ijt, o muf eine
purdy einen inmerhalb besfelben liegenden Punft C gehende Ge-
vabe bei gehdriger Verlingerung die Peviphervie jchmeiden; ed ge-
jhehe bies im Punfte D. Dem Halbmefler OD entjpricht dann
auch auf der andern Seite der Senfrechten eine, aber aud) nur
eine gleidhe jhiefe Strede OE (§. 38, Folgef.). GE it aljo audy
ein Halbueffer bed Kreifed und fomit E ein jtveiter Puntt, welder
ber Rreiglinie und ber A B gemeinfchaftlich ift.

§. 103. Gine Gevade AB (Fig. 111, II), weldie mit einer Kreis-
linte myr einen Punft C gemeinichaftlich Hat, jo baf alle anbeven
Punfte devfelben auferhald bdiefer frummen Linie legen, Peifit eine
Beriihrungslinie ober Tangente berfelben; ber Punft, dem bie
Tangente ‘it ber Rreislinie gemeinjdaftlich Hat, wird der Berviih-
rung8punft genmannt.

Gine Gervave AB (Fig. 111, III), welche mit einer RKreidlinie
swet Punfte D und E gemeinfdaftlich hat, Peift eine Secante bders
felben. Das jwifdhen bdiefen Dbeiden Punften [liegende Stiid DE bder
Secante ift eine Sehue (§. 16). Ein Theil der RKreisfliche, der von
einer Sefe und bem dagu gehivigen Bogen begrenzt wird, heifit ein
Rreisabjdnitt ober Segment. Gin Theil der Kreidfliche, der von
swei Halbmeffern und dem bdaju gehisvigen Bogen begrenzt wird, Peifit
ein Rreidaudjdhnitt over Sector.

Jike von den Sehnen des Kreifes.

§. 104, Aus ben Sdpen 1., 2. und 4. in § 59 und aug §. 17
evgeben fich unmittelbar die nachfolgenden drei Lehridse:

1. Die Strede aus bem Mittelpuntte bed Kreifed nad
ber Mitte einer Sehne fteht fenfvedt auf ber Sehne und
halbirt den jugehdrigen Bogen.

2. Die Senfredite aus pem Mittelpunite eines Kreifes
auf bie Sehne halbivt diefe und ben jugehdrigen Bogen.

3. Die Gevabe, weldye in ber Witte einer Sehne auf
biefe fenfredit evvidhtet wird, geht duvch den Mittelpunit

bed Kreifes.
§ 105. 1. Gleide Sehnen eimes

Rreifed Haben gleidhen Abjtand vom
Mittelpuntte.

it (Fig. 112) AB=CDunb OE | AB,
OF | CD, fo ijt, wenn man OA undb OC
siebt, AN AEO 22 CFO; mithin ift OE =OF. .
2. Bwet Sehuen etnes RKreifes,
welde gleidhen Abftand vom Mittel:
puntte haben, jind einanber gleid.
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@8 fei (Jig. 112) OE = OF. Dam ift ,\ AEO 22 CFO,
paher AE = CF, folglidh auch AB = CD.

3. Bon gwei ungleidhen Sehnen eines Qreifes hat die
grifeve etnen fleineven Abftand vom Mittelpuntte.

Fig. 113. Nach 1. ift es erlaubt, die Sehuen fo an-
sunebmen, baf fie einen Gndpunft gemeinjchaft-
lich haben. Jjt mun (Fig. 113) AB > AC,
OD| AB undb OE | AC, jo ift, wenn man
DE jieht, in bem Dreiede ADE ber Winfel
b>a (§ 35, 2), baber d <<c und folglich
0D < OE.

4, Bonzwei Sehneneinesd Kreijes,
welde ungleiche Abftdnde vom Mittel:
punfte haben, ijt diejenige bie groferve,
weldhe pom Mittelpuntte dben fleineren

Abftand Hat.

Es jei (Fig. 113) OD < OE. Wire AB= AC, jo miifite
beziiglich nach 1. ober 3. OD = OE fein, wad gegen bdie Bovaus-
fetung ijt.

Solgefoly. Der Durdhmeffer ift die grofte Sehne bes RKreifes.
G theilt bie Peviphevie bed Kreifesd in jwei gleiche Theile.

Jike von den Tangenten des Kreifes,

§.106. 1. Die Geradbe, welde im Endbpunite eines Halb-
mejfers auf biefen fenfrvedit jteht, ijt eine Tangente bes
Rretfes.

Folgt unmittelbar ous §. 102, b.

2. Der Dalbmefer eined Kreifed nadh dem Bevithrungdpuntte jteht
fenfredit auf ber Tangente.

3. Die Senfrechte aus vem Mittelpunfte eined RKreifed auf bdie
Zangente geht dburch den Berithrungspuntt.

4. Die auf ver Tangente eines Kreifes im Bevithrungdpunite evvidy-
tete Senfrechte geht duvch den Mittelpuntt des Kreifes.

Die Betweije fiiv die dbrei UmEehrungen 2., 3. undb 4. werden
inbivect gefithrt. /

Solgefas. Durd) einen Punft bder Kreilinie fann an diefen nur
etne Tangente gesogen werben.

Fig. 114. 8. 107. Die von einem Puntte
aunferfhalb eines Kreifes an biefen
gesogenen Tangenten {ind einanbder
gletd.

@8 feien (Fig. 114) AC und BC
Tangenten bed Kreijes O, alip AC | OA
yund B C | O B. Berbinbet man den Duveh-
jehnittapuntt C ber beiben Tangenten mit
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pem Mittelpunfte ped RKreifes durd) bdie Strede CO, fo ift A\ OAC
=2 OB C, mithin AC = BC.

Die Sehne A B, weldpe bie Beviithrungspunite bes Kveifes und ber
Tangenten A C undb B C vevbindet, heifit Bevihrungsfehne in Bejug
auf ben Puntt C,

Jolgefaty. Die Gervade vom Durcdhjchnittépuntte jweier Tangenten
eines Rreifes nach pem WMittelpuntte desfelben halbirt a) benm von Den
beiben Tangenten gebildetent, foivie ben von ben beiden Halbmefern ein-
gefdiloffenen Winkel, b) fie halbivt den Bogen und bie Beviihrungsjehne
und ftebt ¢) auf diefer Sehne fenfredht.

3. Der Kreid und der Winfel,

) §. 108. Gin Winfel, deffen Scheitel auj der Pevipherie des Kreifes
liegt, und beffen Sdhenfel Sefhnen bdiefes Kreifes find, heifit ein Pe-
Kig. 115. vipheviewintel, 3. B. ACB (Fig. 115).

: Man fagt: Der Peripheriewinfel ACB fteht
aufdemBogen ADB, welder swifden den Enb-
punften jeiner Schenfel liegt; unb: ber Periphevie-
winfel ACB liegtin bem Abjdhnitte AECEB,
in weldem fein Sdjeitel und feine Schenfel liegen.

Gin Peripheviewinfel, bdeffen Schentel burdy
bie Endpunfte eines Durdymefferd gehen, wird ein
Winfel im Halbiveife genannt, wie ABC.

§ 109. Gin Pervipheviewinfel ift gleidh dbem halben
Centriminfel auf bemjelben Bogen.

Boransf. W. ACB und AOB (Fig. 116) ftehen auf bemfelben
Dogen A B.

Behaupt. W. ACB = E%E.
Fig. 116.
75 (4
0
A

dm Beweife find drei Fille ju untevicheiden:

L BWenn der Mittelpunft ves Kreifes in einem Schenfel ved Pe-
riphevietvinteld [iegt.
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A OB ift ein dufever Winfel bes Dreiedes BOC, baher AOB
= OCB 4 OBC; aber ber Wintel OBC = OCB, weil bas
A\ BOC gleichichentlig ift, fomit ijt der Mittelpunftdwinfel AOB =
OCB 4 OCB =2 ACB; bafier ACB = 228,

I1. Wenn der Mittelpunft innerhalb der Schenfel des Periphevie-
winfels liegt.

Man ziehe den Durdmeffer CD, fo ift nadh 1. ber Winfel AOD
=2 ACD, un» BOD=2BCD, baher auh AOD - BOD =

2 (ACD - BCD), sber AOB =2 ACB; mithin ACB = 202,

IIT. BWenn der Mittelpuntt auferhalb ver Schentel des Pevipherie-
winfel@ [liegt.
Bieht man den Durchmefjer CD, jo ift nadh I. der Winfel BOD

= 2BCD, unb AOD = 2ACD; fomit BOD — AOD =

2 (BOD — ACD), ober AOB =2 ACB; mitfin ACB = ==

Folgefite:

a) Peripheriewinfel, welche auf dbemfelben Bogen einesd
Rreifes aufftehen, find einander gletd). Denn fie find
fommtlich gleich bem Balben Centviwinfel auf demfjelben Bogen.

b) Bu gleichen Pevipheviewinfeln gehiven in bemjelben
Rreije aud) gleidhe Bogen (Umfehrung von a). -

¢) Der Winfel im Halbireife ift ein vedhter.

Denn der auf bemjelben Bogen_ftehende Centviwinfel ift ein ge-
ftrectter, (Folgt auch aus §. 36.)

8 110. Der Winfel, den eine Tangente ded RKreifes
mit eimer durdy denm Bevithrungdpunft gehenden Sehue
bilvet, ift gleid) bem Peripheviewinfel imentgegengejeften
Rreidabidnitte.

Fig. 117. Borausf. BC | AOE (Hig. 117).

- Behaupt. a) ®. BAD = AED,
: b) §. CAD = AFD.

Beweis. a) € it BAD + DAE =R, und
im rechtwintligen A\ ADE au AED - DAE =R,
o —z baher BAD + DAE=AED + DAE, mithin
4 ‘- BAD = AED.

b) 68 ift CAD— DAE =R, ferner AFD — DFE=AFE=R,
ober weil DFE — DA (8. 112, olgef. a) ift, AFD —DAE =R;
baher CAD — DAE = AFD — DAE, mithin CAD = AFD.
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4. Bwei Kreife.

§. 111. Bwei Kreife, weldhe denjelben Miittelpuntt Haben, Heifen
concentrifdy, mie bie Rreife in Fig. 118. Rwei concentrijdhe RKreis-
linien Haben feinen Punft mit einanber gemeinjdhaftlich.

Fig. 118. Die Flice, weldhe von den Peviphevien weter
concentrijcher Qreife begrenzt wird, heifit ein Kreis-
ving, und ein Theil derfelben, wie aABb, ecin
Ringaudjdhnitt. Den Unterfdhied a A ber beiben
Dalbmeffer nennt man die Vreite ded Ringes ober
bes8 Ringausichnities.

Bwei Rreisbogen oder Kreidausidnitte,
welche ju gleichen Centvivinfeln gehdven , Beifen
f,'mmf:!L I(o) gﬁ # B. bie Bogen ab und AB, ober bie Kreidaudfdhnitte aOb
unb :

§. 112, Bmwei Kreife, welche verjchievene WMittelpuntte Haben, nennt
man excentrifch, und die Gevade, weldye diefe WMittelpuntte verbindet,
bie Centrale berfelben. Bwei excentrijhe Kreidlinien haben entweder
feinen, ober einem ober jwei Punfte mit einanber gemeimjchaftlich. Drei
Puntte founen zwei Kreife nicht miteinander gemeinjhaftlich Haben, weil
fie fonjt nad) §. 101 gany zujammenfielen.

~ Saben jwei Rreife nur einen Punlt gemeinjdaftlich, fo jagt man:
die Rveife beviihren fich, und jwar von aunfen, wenn jie fonjt aufer-
halb einander liegen, wie in Fig. 120; von innen, wenn fonft der eine
freid innerhalb des anbdevn liegt, wie in Fig. 122.

 Daben 3wet Kreife jwei Punfte gemeinfchaftlich, fo fagt man, daf
fie fidh in biefen Punften fdneidben, wie in Fig. 121.

8. 113. Dielageeines Kueifes inBezuganfeinen anbern
RKreis hingt von ver Grife ihrer Centrale und ihver Halbmefier ab.
o Lelpfige. 1. Jft bie Centrale zweier Rveife grifer als
bie Summe ihrer Halbmeffer, jo liegt jeber dev beiven
RKreife gang auferhalb bes andern (Fig. 119).

it At @8 feien O und O’ bie Mittel-
punfte, r und r' bdie $Halbmeffer
sweter Kreife und 00 >r 4 r'.
Schueidet ber Kreis O bie Centvale
00/ in A4, foijt O'A? = r*, baher
nach der Vorausfepung 00 > r
+ O'A‘, unb 0O —O'A’ >,
ober OA’ > r; e8 liegt alfo der Punft A’ auferhalb des Kreijes O.
Dasfelbe gilt aud) von jedem andern Punfte D des Kreifes O’; benn es
it0OD>00'— 0D (§37,2), ober OD = 00'— O‘A/, b. i
OD > O A, unb bafer um fo mehr OD > r; D liegt alfo auferhalb
pes Rreifes O.
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2. 3it bie Centrale zweier Kreife gleich der Summe
threr Halbmeffer, jo beriihren fidh die beiben Kreife von
aufien. (Fig. 120.)

Fig. 120, €8 feien O und O’ bie Wittelpuntte,
r und r' bie Halbmeffer jweier Kreife und
00'=r 4 1. Sdneidet ber Kreis O
bie Centrale OO’ in A/, ijt alfo O‘A =1,
fo ift nach ber BVorausj. 00 =r + 04,
alfo 00— O'A =r, obert OA=r;
folglich liegt ber Punft A auf beiden Kreis-
linien. Dagegen liegt jeber anbeve Punft D
beg Rreifes O’ auferhalb bes freifes O;
penn e8 ift OD > 00/ — O'D, ober
0D > 00— 0'A, b. i. OD > OA. Die Kreife O und O’ Haben
alfo nur ben Punft A gemeinjdhaftlich, wdhrend fie jonjt gan; auferhalb
einanber liegen, 0. i. fie Deviihren fich) von aufen.

3. Jftbie Centrale jiweier Rreife fleinerals bie Summe,
und grifer alg bie Diffevens ihrer HDalbmefjer, jo fhneiden
fich bie Rreife in zwei Puntten (Fig. 121.)

Fig. 121. G8 feten O und O’ pie Mittelpuntte
aweier Kreife, r und r’ ihr Halbmefjer, und
00! <<r -+ r unbd jugleih OO0’ >r—r'.
Unter bdiefer Bovausdjehung laffen fich iiber
per Gentrale OO’ mit ben Halbmejjern r
und r* die congruenten Dreiefe OO'B
und O OB’ confteniven, fo baf OB =0 B’
und O'B=0B’ ift. Die Punfte B undb B’
finb bann beiben Kreifen gemeinjchaftlich,
b. 1. bie Rreife fohuneiden fid) in biefen zwei Punften.

4. 3ft bie Centvale gweier Kreife gleidh ber Differeny
ihrer Halbmefjer, fo beviihren jich bie beidben Kreijfe von
innen, (Fig. 122.)

o A 8 feien O und O’ die Mittelpuntte, r
M, und r' die Dalbmeffer zweier freife und 0O
= r —r’, Srdgt man von O aus auf die BVer-
lingevung ber Gentrale OO’ ben Halbmejjer
OA =r auf, jo muf, ba 00’ = OA —r',
—— 4 aljo 0A — 00" =0’ A =r* ift, ber Punft
A beiven Rveifen gemeinjchaftlich fein. Jeber
anbere Punft D des Kreifes O’ muf aber aufers
Balb bes Kreifes O’ liegen, ba 0D <00’ +0'D,
N oper OD << 00 4 O‘A, alfo OD << O A ijt.
Die Rreife bevithven fih alfo im Punfte A von innen.




5. 3ft pie Centrale jmeter
Rreife fleiner al8 die Differen
ihrer Halbmefjer, jo [iegt ber eine
Rreid gany innerhalb bed anbdbern
(Fig. 123).

Der Beweis wird auf dhunlide Weife
wie ju bem Lehriabe 1 gefithrt.

&8 fjeien r und r’ bie Lingen der Halbmeffer und c bdie Linge ber Centrale
smeier Kreife; mwelde Sagen gegen einanber halen bdie Geiben RKreife fiir folgenbde
LWerthe bdiejer Gribfen?

AN — i St e T e Ly o
) =T Y R sl a2 g) =0, pli="3, e ="010
eING= B rilE=! 20 i ot 110y h)rt=H g =) Te =0
dyr'= 8 ®— 3 o= 6 =12 o = Tenei=n9s
Bl — 0= R eR — el k) ri— et s G

§. 114. Solgefike.

a) Die Centrale pweier fidh bevithrenver Kreife geht dbuvd) den Veviih-
rungdpuntt. (Folgt ausd den BVeweifen u §. 113, 2 und 4.)

b) Die dbuvd) ben Bevithrungdpunft weier Kreife an den einen ge-
sogene Tangente ift jugleich eine Tangente bded anbevm. (Fig. 120
unb 122.)

| c) Die Centrale zweier fich jehneibender RKveife fteht auf ber gemein-

| jhaftlichen Sehue fenfrecht, und Hhalbivt biefe Sehne, foivie bdie ju-

; gehovigen Centriwinfel beiber Rveife (Fig. 121).

§. 115. 3ieht man in jwei Rveijen dbuvd) die Endpunite
jesweier parvalleler Halbmeffer gevade Linien, {o jhneidben
jidh bieje alle in einem Punfte auf per Berldngerung der
Centrale, wenn die pavallelen Halbmejjer nad) derfelben
Seite gevidhtet jindb, dagegen in einem Punfte der Cen-
trale felbjt, wenn die pavallelen Halbmejfer nad) entgegen:
gefefsiten Seiten gevichtet {inbd.

plgy 8. 8 fei (Big. 124)

OM mit O‘N pavallel

und nach derjelben Seite

gevichtet, mit O'N' pa-

A rallel, aber entgegenges

jebst gerichtet. Biehl man

bie Gevaven MNA unbd

MJIN/, o evgibt jich, da

AAOM ~ AON it

OA:O0'A=O0OM:O'NunbOA : (OA—O‘A)=0M: (OM—O'N);

ferner, ba N JOM ~ JO/N ift :

0J:0J=0M:O'Nunb 0J: (0J 4- 0'J) = OM: (OM + O’N).
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Man erhilt alfo, wenn man OM =1r, O'N = O'N' = r/ und

pie Gentrale OO0 = ¢ febst,
OAie=r:@—r)umb OJ:ec=r:(r-4 1),
unb aud biefen Proporviionen
cT cr
OA. = T ullb OJ:W;:‘

Da fidh audy fiiv jebe anbeve Lage ber pavallelen Halbmeffer ftets
biefelben Werthe fiivr OA und OJ ergeben, fo folgt, baf fidh in A alle
®evadben, weldhe bie Endpuntte fe zweier in demfelben Sinne paralleler
Halbmeffer verbinden, und in J alle Gevaben, welde dburd) die Endbpuntte
je sweier im entgegengejelsten Sinne pavalleler Halbmefjer gehen, durch-
jdhneiden.

Die Punfte A und J find bie Aehulichfeit8punfte der beidben
Rveife, und jwor A ber dufeve, J ber innerve Aehnlichfeitspuntt.
Jepe durch einen Aehnlichleitdpunit gejogene Gevade heifit ein Aehun-
ligfeit8itral, und jmwar ein dufever ober ein innever, je nach:
bem fie buvdh Den dufeven ober inneven Uehulichfeitdpuntt gebt.

§ 116. Hat ein Aehnlidhfeitdftral jweier Kreife mit
ber Perviphervie bed einen Kreifes einen Punft gemeinfdafts
lidh, fo hat ex aud) mit der Pevipherie ded anberven Kreifes
einen Bunft gemeinfcdhaftlid.

&5 Babe (Fig. 124) der dufere Aehnlichfeitsftral AM mit ber
Rreiglinie O den Punft M gemeinfchajtlich. Man ziehe OM und dbamit
O’N in demfelben Sinne pavallel. Die Gevabe MN geht dann (nadh
§. 115) purd) pen Punft A; die Punfte M, N, A liegen alfo in einer
gevaben Limie, ©. §. bie AM Bat aud) mit ber Rveislinie O’ einen
Punft N gemeinjchaftlich.

@benfo wird der Beweis fiir einen inneven Aehnlichfeitsftral JM
gefithrt.

Jolgefate.

a) Pat ein Aehnlichleitsftral mit ber eimen SKreidlinie jwei Puntte
gemeinfchaftlich, fo Bat er audh mit dber anbernm zwei Punfte ge-
meinfdaftlich, d. i er ift eine gemeinjchaftliche Secante ber
beiben Rreife.

b) Dat ein Aehulichfeitsftral mit dev einen Kreislinie nur einen Puntt
gemeinjchaftlich, jo hat er auch mit dev anberm nur einen EBunft'ges
meinjchaftiich, b. . ex ijt eine gemeinjchaftliche Tangente beiber
Rreife, und jwar eine Gufeve ober inneve, je nachdem ber Uehn-
lichTeitsftral ein duferer ober inmever ift.

c) Hat ein Aehnlichleitdftval mit ber einen RKreidlinie Feinen %upft
gemeinjchaftlich, fo hat ev auch mit dev gweiten Feinen Punft gemein-
jdaftlich, d. B. ev liegt gang auferhalb per beiden Kveife.




6

5, Der Kreis und dad Bieled.

§. 117. Gin Bieled, deffen Ecpuntte in dem Umfange eined Rreifes
liegen, beflen Seiten aljo Sehnen ped Kreifed find, heifit bem Kreife
eingefdrieben; der Kveid ijt dann bem Bielede umgejdhrieben.

Gin Bieled, defien Seiten Tangenten ded Kreifed find, Heifit bem
Kreife umgejdrieben; der Kreid ift dbaun bem Vielecde einge-
jdhrieben.

Gin pem RKreife eingejdhricbenes Bieledt nennt man auch ein Sehnen-
pieled, ein bem RKreife umgejchriebenes LBieled ein Tangentenvieled.

§ 118. Jedbem Dreiede [4Ft fidh a) ein Kreisd um-
fchretben, b) ein Kreis einjdreiben.

Beweis. a) Die Mittellothe eines Dreieces (Fig. 41) fchueiden
fih in eimem Punfte O, welder von den drei Edpunften benfelben 2Ab-
ftand O A hat (§. 60, 1). Befchreibt man baher aud O mit dem Halb-
meffer O A einen Rreis, fo geht er dburch alle Edpunfie des Dreiectes.

b) Die Winfelhalbivungslinien eined Drveiected (Fig. 42) fdhneidben
fidh in einem Punfte O, welcher pbon den drei Seiten denfelben Abftand
OD bhat (§. 60, 2). Bejdyreibt man daher aud O mit dem Halburefjer
OD einen Kreis, fo beriihrt er alle brei Seiten bed Dreiectes.

§ 119. 1. 8n jedbem Sehnenvievede jind bie Summen
ber gegeniibeviiegenden Winfel einanber gleid), und zwar
ift jebe Summe gleidh jwei Redhten.

g 188: Man 3iche (Fig. 125) die Diagonalen AC
und BD; bann ift bexr Winfel p=1r, q=s
(§. 109, Folgef. a). 3n dem Dreiede ABD ijt
mm m+n-tr-+s=2R, daher ijt audy
m+n—+p+q=2R, ober A4 C = 2R.

Da die Summe aller Wintel eines Bievedes
gleich ijt 4 R, fo muf audh B + D =2 R, aljo
A-LC=D3B-4D fein.

2. Umgefehrt. Jft in einem Bievede die Summe je jweier
gegeniibevliegenber Winfel gleich zwei Redhten, fo ift bas-
felbe ein Sehnenpieved.

Fig. 126. &8 fei (Fig. 126) W. A +BCD = 2R,
baher aud) B +~ ADC =2 R.

Jnbivecter Beweis. WMan lege durd) bdie
brei Punfte A, B, C einen Rreid, weldher nach §. 101
immer miglich ift. LWiivbe nun biefer Kreid nidht
auch burch den vievten Ccfpunft D gehen, fo miifite
er bie Seite A D ober beven Berldngerung in einem
Punfte D fdyneiben und 8 mwive dbanm, wenn man
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CD’ jiebt,
B+ AD'C=2R (nad) 1.),
allein. B+ AD C=2R (nadh) der Bovausy.)
baher W. AD‘C = ADC,
wad gegen §. 33, Folgef. ift.
Jolgefok. Um jebes Duadrat ober Jechted [dfit fich ein Kreis
bejdhreiben.
§. 120. 3n jebem Tangentfenvievede jind bie Summen
ber gegeniiberliegenden Seiten gleid (Fig. 127).
Fig. 127. Nach §. 110 ijt
5 i AE = AH,
— ’ BEi= BF,
0 G6= CF,
f’ ‘\WC’ DG = DH;
{ \"l paber duvd Adbition
\ /;F AB 4 CD =B0:++ AD.
; el

l 2. Umgefehrt. Sind in einem Bier-

| edebieSummenbder gegenitberliegenben

i §0] 5 Seiten gleid), fo ijt basjelbe ein Tan-
gentenviered.

@8 fei (Fig. 127) AB4 CD =BC - AD.

Beweis tndivect. Witrbe ein die drei Seiten AB, BCunb AD
in ben Punften E, F und H beriihrender Kreid nicht auch bie vievte
Seite CD bevithren, fo fei won D eine ben Kreid tn G’ beriihrende
®erade D C’ gesogen; dann wive AB 4+ CD = BC’' 4- AD (nadh 1.),
nadh per Vovausfepung ift aber AB + CD = (BC' 4 CC) 4 AD;
burch Subtvaction evbielte man alfo CD — C'D = CC*, was jebodh
nadhy §. 37, 2 unmiglich ift. i

Solgefaty. Sn febes Quabvat und in jeden Rhombus (gt fich ein
Rreig befehreiben.

§. 121. 1. Jebem regelmdfigen BVielede [dft jid) ein
Rreis a) umjdreiben, b) einjchreiben.

e Diefer Safy folgt unmittelbar aus bem im §. 66 bewiejeren
ehriatze.

i %uiag. Der Mittelpunft eined regelmafigen Bielecesd ift ugleich

ber Mittelpunft des um- und eingefchviebenen RKreifes.

2. 3ft bie Pevipherie cined Kreifes in mehreve gleidpe
Theile getheilt, fo bilben a) bie Sehnen 3wijden je jwei
benadhbarten Theilungspuniten ein eingefdriebenes, unbd
b) pie Tangenten dburd je swei benadbarte Theilungspunite
ein umgefdhriebenes vegelmdfiges BVieled.

€8 fei (Fig. 128) der Bogen AB=BC =CD =...

a) Bieht man die Sehnen AB, BC, CD,..., jo find in bem Bielecke
ABCD... bie Seiten AB, BC, CD,... gleih (§. 17, 2), fernex
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bie Winfel A, B, C, D... gleih (§. 109, Folgef. a); folglich ift
bag Bieled ABCD. .. regelmdRig.
Fig. 128. b) Bieht man burdh A, B, C, D... Tangenten
. an ben frveid, welde fid) in ben Puniten
G, H, I, K... jdueiden, fo find tvegen
ber Gleidhheit ber Seiten AB, BC, CD...
unb wegen der Gleichheit der ihnen anliegen-
ben Wintel (§. 110) bie Dreiede A GB,
BHC, CJD,... congruent und gleid-
{chentlig; mithin find die Summen je zweier
@dyentel gleidh, alfo GH=HI=JK =. ..
us der Congrueny ber obigen Dreiece folgt
audh die Gleichheit ver Wintel G, H, J...;
folglich ift bas Bieled GHIK. . . vegelmiifig.
| L+ 8 122, Die Seite bes einem RKreife eingefdriebenen
Fig. 129. regelmiBigen Sedhgedes ifi gleidh bem
2 Halbmejfer bes Kreifes (Fig. 129).
&8 fei bas Sechsed ABCD EF regelmafig.
Der Wintel eined vegelmdfigen Sechgedes ijt
C gleidy % = 1209 ‘affo it A= B = 120% und
m = n = 60° baher muf aud) p==60°, und daher
pas Dreied ABO gleichjeitig jein; folglich ift
AB = 0OA.

X8, 123, Aus bem Halbmeffer eines Rreifed und bder
Seite eines ihm eingefdhriebenen vegelmifigen BVieledes
fann bdie Seite eines demfelben RKreife umgefdhriebenen
regelmdfigen BVieledes von gleider Seitengahl beftimmt
werden.
Fig. 130,
0

E8 fei (GFig. 130) OA =r ber Halb-
meffer be8 Rreifes und AB = s, bie Seite bes
eingefdiviebenen regelmdfigen n-Gcdes, fo ift,
wemt OF | AB, und CD Tangente it F ift,
OD.= S, bie Seite bed umgefdyriebenen vegel-
B B A miRigen n-Edes. Da damt A CDO o0 ABO

K : ift, [D ntgt :
¢ rng CD:AB = OF: OFE, ober

Baler, S o —ov.o T oo
T
B. B. Fiir bas eingejdhriebene vegelmdfige Sechgedt ift, wenn bev
Halbmefjer r = 1 gefetit wird, auch s; = 1. Damn erhilt man fiir bas
umgejchriebene regelmifige Sedhsed
1

el alld D@ MS/ iy
% T P UPBOL 8 = 1*1547005.

87
| Sg + By =5 It D
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0§ 124, Aus bem Dalbmeffer eines Kreifes und der
Geite eined ihm eingefdriebenen rvegelmifigen Bieledes
fann bie Seite eines demjelben RKveife eingejdhriebenen

Fig. 131. vegelmafigen Bieledes vowbdoppelter
Seitengahl beftimmt werben.

@8 fei (Fig. 131) OA =1 unb AB
= s, fo ift, wenn man OE | AB jieht,
bie Seline AE = sy die Seite bed einge-
fdhriebenen regelmdfiigen 2n-Cdes. Wan hat
mn AE? = AF? | EF?; aber

AR = 5y
4

EF* = (O~ OF)* = fr— |/ — %)
=2 2r ‘/—r—"_——?#«rg—-f{w
= 2r* — 2r ‘/r_g— s;z _.S_Ii' baher
AE9=£§+2rﬂ—2r‘/ﬂ——4i—f;—,aﬁo
Bpa” = 21 — 2r V@,unb
Son == 2r* — 2r ‘/rﬂf—s‘;:.

B. 8. Fiir r =1 ift s; = 1; baher
5. = |/ 222V T = =V Z=1/3= 051763818,

(L ATTR

-.Jf-‘.\ ..”" :
6. Proportionen amr Kreife.

§ 125. 1. In pemfelben Kreife verhalten fich bie Kreiss
bogen mwie dbie jugehdrigen Centriminfel.

&ig. 132 8 fei AM (Fig. 132) ein gemeinjchajt-
liches Mafi der Bogen AB und CD, unb zwar
Bogen AB = m.AM, Bogen CD =n.AM;
fomit Bogen AB : Bogen CD = m : n. Denkt
man fih su jebem Theilungspunfte der beiben
Rreigbogen Halbmefier gezogen, fo wird baduvdh
per Centriwinfel AOB in m und COD in n
Theile getheilt, beren jeber pem Winfel AOM
gleich ift. (§. 17, 2); man Bat baher Winfel
AOB = m.AOM, Binfel COD = n,AOM, folglih Winkel
AOB:COD=m:n.
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Aus biefen beiben Proportionen folgt
Bog. AB: Bog. CD =W. AOB: W. COD.

2. 3n bemjelben Kreife verhalten jidh bie Rreidaus-
fdhnitte wie bie jugehidrigen Centriminfel

Der Beweis ift dem vorigen Ghnlich,

Jolge[ite.

a) @in Bogen verhilt fich jur gangen Pevipherie, wie ber ju dem Bogen
gehivige Centriminfel ju 360°.
b) Gin Rreidansdichnitt verhdlt fich zur ganzen Kreiséflache, wie ber zu-

gehbrige Centriwintel zu 3600,

§ 126. Homologe RKreidbogen vevhalten jich wie bie
Peviphevien, und homologe Rreidausdfdhnitte wie bie Flichen-
inhalte der jugehdrigen ganzen Rreife. (Fig. 118.)

Heifien P unb p bie Pevipherien, F und f bie Flacheninhalte zweier
Rreife, beven PDHalbmeffer OA und Oa find, und finb AB undb ab
swei Bogen, welche in bdiefen RKveifen zu dem Centviwinfel « gehiven,
fo hat man nach § 125, Folgef. a)

PBogen AB: P = «®: 360° und
Bogen ab: p = «®: 360° bdaher
DBogen AB: P == Bogen ab: p, ober
Bogen AB : Bogen ab =P : p.

Gbenjo exhdlt man mit Beiziehung von §. 125, Folgej. b) aud
bie Proportion

Ausfchnitt A OB : Ausjdhnitt aOb = F: £,

§ 127. Bieht man von einem Punfte eined Halbiveifes
Sehnen zu ben Endpunften des Durdmejfers uubd eine
Genfredhte auf bdiefen, fo ift 1. jebe Sehne die mittlere
geometvifche Proportionale zwifden bem gangen Durd-
mefjer unbd bem jener Sebne anliegenden Abjdhnitte bes
Durdymeffers; 2. vie Senfredite ift dbie mittlere geome-
trifdhe Propovtionale ywijdhen dben beiden Abfdhnitten pes
Durdymefiers.

olgt aus §. 109, Folgef. ¢ in Verbindbung mit §. 93.

§ 128. 1. Sdyneiben jid) jwei Sehunen eines RKreifes
Fig. 133, innerhalb besfelben, {o ftehen ihre Ab-
fdhnitte in verfehrtem Berhdltniffe.
' Schneiven fidh (Fig. 133) die Sehnen RS unbd
R‘S‘ im Punfte M, und zieht man bie Strecden
RS unp RS, o it B.R=R unp W. S'= S
5 (8§ 109, Folgej. a), baher A\ MRS’ ~ MRS,
E und folgli) MR : MS' = MR’ : MS.
2. Gehen von einem Punfte anuferhalb eines Kreifes
ju diefem jmwei Secanten, fo ftehen {ie mit thren duferen
Abjdhnitten in verfehrtem BVerhdaltnifje

R
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Fig. 134. 68 feien ! (Fig. 134) MR umb
MR’ 3wei Secanten, weldhe den Rreis
beziiglidh in ben Punften R, S umd R/,
S fhneiben.  Bieht man die Streden
RS amd R’S, jo ift A\ MRS ~
MR'S, und baber
MR: MR =MS': MS.
3. Gehen von einem Puntte
: aug eine Secante und eine Tan-
gente an einen Rreis, fo ift die Tangente bie mittlere
geometrijdpe! Proportionale ywijdhen der ganzen Secante
unb ihrem Gufeven Abjdhnitte.
Fig. 135, €8 feien (Fig. 135) R und S die Durchichnittss
punfte ber Secante MR mit dem Rreife, undb T ber
Berithrungdpuntt der Tangente MT mit demfelben
S Rreife. Bieht man die Streden RT umd ST, fo ift

& Wintel MRT = MTS (§ 110), daher A\ MRT
/ p ©MTS, unb folglih MR: MT = MT : MS.

§. 129. Die Seite desd einem RKreife eine

gefhriebenen vegelmdifigen Behnedes ift

B gleih bem gréferen Abjdnitte bes nad

jftetiger Proportion getheilten Halbmeffers.
&6 jei ber Bogen AC (Fig. 136) ber zehnte Theil der Peripherie,
aljo bie Sefne AC bdie Seite des eingejchriebenen vegelmdfigen Behu-
Fig. 136. ede. Bieht man AO mund CO, o ift AOC = 36°,
s unb baber in dem gleidhjdhentligen Dreiede A CO jeber
C pont ben beiben Winfeln ACO und CA O gleich 72°,
Gps aljo ift der Winfel ACO =2 AOQC. Halbirt man
nun dben Winfel ACO, jo bof m = n = p wirh,
A——F>g o ift bas8 A\ ACO ~ ABC, baber
o AMYE AT A AT
ober weil AC = BC =BO ijt, auh AO:BO = BO: AB; folglich
ift vie Behnedsieite A C gleich bem griferen Abjdhnitte B O bes nadh ftetiger
Broportion getheilten Dalbmeffrs AO (§. 80). ' :
§. 130. 3n regelmdfigen Vieleden von gleider Seiten-
anzahl verhalten jidh a) bie Umfinge mwie die Halbmejfer
Fig. 187. ber biefen BVieleden ein-
gefdiviebenen ober nmge-
jdhriebenen Rreife, und

D D’
Zas Z~\.., b bieFlideninhalte wie
T E Pl Wil biejmeiten Potengen die-
E 0 N fer Halbmeffer.
\\ 7N

€8 feien (Fig. 137)
ABCDE umb A'B'C'D'E’
awei vegelmifige Bielede von
- gleidher Seitenanzahl, a und a’

Mocnit, Geometrie fiir Lehrerbilbungdanftalten. 6




82

ifhre Seiten, u und u’ ihre Umfinge, £ und {* ihve Flideninbalte, r und
v’ bie Halbuteffer dev ihnen eingejchriebenen, R und R’ bie Dalbmefjer
ber dfnen umigejdiriebenen Rureije. -

2) Da bie beiben vegelmdfiigen Bielecte gleich viele Seiten haben, fo
finb fie dhnlicdh (§. 88, Folgef.); daber ift nach §. 90 u: u'=a:a’
Aus ver Aehnlidhfeit der Dreiefe ABO und A‘B’O’ folgt aber
AB:A‘B'=0F:0'F (§ 92), ober a:a'=r:r'; umd
AB: A'B'=0A:0'A’, o tasali= KRR
folglich ift audh

1 - Sl = TR IRA
b) Nadh §: 99 ijt
fidt=at: a'*;
allain a%: ad— % nat — RIS R
folglich andg £: £ = r?: " = R*: R

7. Sreidmefjung.

§ 131, Jedbe Sehne eined Kveifes ift fleiner ald ber
sugehdrige Bogen. '

Fig. 188, . @8 fei C (Jig. 138)

vie Mitte eined Kreidbogensd

C
s E ACB, bejfen Sefme AB
-// ift. 3tebt man A Cund BC,
e fo ift AB < AC - BC.
AL . B &inp ferner D und B bes

3iiglich die Mitten der Bogen ADC wnd BEC, und jieht man AD,
CD, CE, BE, jo it AC << AD 4 CD, BC << CE + BE,
pafer AC -+ BC fleiner al$ die gebrochene Linie ADCEB und um
fo mehr AB << ADCEB. ihrt man ouf dieje Weife mit bem
Halbiven der Bogen fort und zieht immer duvd) je . gwei quf ein-
anber folgenbe Punfte Sehnen, fo iwird die baburch entfiehenbe
gebrochene Linie um fo gréfer, je mehreve Puntte fie mit dem, Kreie-
bogen gemeinjchaftlich hat; in . je mehreven Punften aber beide inien
gujommenfallen, um o mehr miiffen fie fich einander nifern. PHievaus
jolgt, bap jebe jolche gebrochene Linie fleiner al8 ber Rveisbogen fein
mifjfe, da biefelbe, wemn fie eben fo gvof ober gréfer als ber Bogen
wive, bei fortwdhrender Zunahme fich biefem nidht nur nicht ndhern,
jonbern ot ihmt um fo mefr entfernen wiivbe, in je mefreven Punften
beive Linien gufammenfallen. &8 ift demnad) um fo mehr die Sehne
AB < Bogen ACB.

2. DieGumme per von einem Punfte an einen Kreisd

gesogenen Tangenten ift gréfer als ber pvon den Berith-
rungépunften begrengte Bogen.




Fig. 139. : €8 feien AF umd
BF ‘(Fig. '139) bie pon' F
aw . einen  Rreid gezogenen
Tangenten, ACB fei ber
von den Berithrungdpunften
begrenzte Kreisbogen ‘und C
peffen Mitte. “Bieht man
burd) C eine Tangente GH
an ‘pen Bogen, ' o ift, da
GF + FH > GH, aud
AT 4- BF grifer al8 bdie
gebrodhene  Linie AGHB,
Sind: ferner D und E bie
Mitten der Vogen AC und BC und zieht man durd)y D unp E
Tangenten an ben Bogen, jo wird AGHB > AJKLMB und um fo
mehr AF 4+ BF > AJKLMB. Wenn man auf diefe Art bie Hal-
bivung ber Bogen fovtfest und durd) die Halbivungspunite Tangenten
an ben Bogen jieht, jo wird bie von biefen gebilbete gebrochene Linmie
pefto Fleiner, je mehreve Punfte fie mit dem Bogen gemeinjdaftlich Hat,
fich aber auch bem Bogen um fo mebhr ndbern, in je mehreven Puntten
beibe Rinien zujommenfallen: &8 muf daher jede folche gebrodhene Linie
grofer ald ber Kreisbogen fein, ba biefelbe, wenn' fie eben fo grof ober
fleiner al8 ber Bogen wdve, bet fortwdhrendem Abnehmen burc) bie
LBevmehrung ber Beviihrungépunfte {ich diefem nidht ndhern, fondbern von
i entfernen wiirbe. €8 ift jomit AF. 4 BF = Bogen ACB.

Folgefate.

a) Der Umfang eines jeden einem Kreife eingefcdhriebenen vegels
mifigen Bielectes ift Fleiner, der Umfang eines jeden einem Kreife
umgejdriebenenr vegelmdfigen DBieleded ift grofer ald bie
Pevipherie bes Kreifes. ;

b) Die llmfinge der eingefdhriebenen und umgejchriebenen regelmdfigen
Bielecte fommen duvch fovtgefeste Berdopplung ihver Seitenjabhl bey
Periphevie ves Kreifes: beliebig nahe gebracht werben, fo bag bie
Unterfchiebe Eleiner wevben, al8 jebe nodhy jo fleine angebbave Grofe;

0. B ber Qreis fann al8 bie Gvenge angefehen werden, welder
fich ein demfelben ein= ober umgejdhriebened vegelmdpiges Bieled
bei fortgefester Bermehrung feiner Seitenzahl obne Enbe ndhert.
Sn biefemn Sintie fann man fagen: : )

Dev Rreis ift ein vegelmdfiged Bieled von nnend
lidh vielen Seiten. ; .

Alle Siite diber ' vegelmdfige Bielecte, mweldhe * vhue RNitcficht
anf bie Seitenzahl derfelbern abgeleitet find, gelten daher audy fiiv
den Kreis. %

6*
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§. 132, Die Peripherien zmweier Kreije vevhalten fid
wie bie Halbmeffer ober wie bie Durdmejfer berjelben.

Folgt aud §. 131, Folgef. b) in Berbinbung mit §. 130, a).

Folgefate.
a) Bejeidhnen p undb P bie Peripherien jweier Kreife, beren Halbmeijfer
r und R, deven Durdhymeffer d und D find, jo ijt
#P = r: Rie=dd s B
Darous erhdlt man
p:d =P D,
b.h. bas BVerhaltnif ber Pevipherie zum Durdymefjer
ift in allen &reifen ein conjtantes.
Diefes conftante Berhdltnif wivd burdy die Jahl = bezeichnet,
io baﬁ-g— = -2p—r=nlft.
b) Aus bem lensten Ausbrude folgt:
D=t 2 DT p.= 2 TR,
b. §. bie Peripherie eined Kreijesd ift gleid) bem Pro-
pucte aud dem Durdmefjer und dber Jabhl =.

¢) Fiiv d =1 ijt p = =. Die Sahl = fann daher aud) ald bie Waf-
3Bl fiir bie Peripherie eined Kreifes, bejjen Durdmejfer
1 ift, betradytet terben.

d) 3ft b bie Ldnge eined Krei8bogens, der ju bem Centralminfel
« gehort, fe Hat man nady §. 125, Folgef. a)
b:2rm = a: 360;
. raw

bafer ift b = 801

§ 133, Bejtimmung der Zahl =

Um die Bahl =, b. i bie Peripherie eined Kreifes zu beftimmen,
beflen Durdymefier — 1 ift, gehe man von dem bdiefem RKreife einge-
fchriebenen vegelmdfigen Sedidede aud, bdeffen Seite s; —=r = 1 ift,
beredhne aud ihr nad) §. 124 bdie Seite s,, ded eingejdhriebenen vegel-
mafigen Swilfeded, aug bdiefer wieber auf gleidhe Weife bie Seite s,
bes 24:Cded u. . w. Durd) Multiplication bder einjelnen Seiten mit
ber gugebivigen Anzahl bevfelben erBilt man die Umfinge us, uy,, Ugy. .
ber Bielede, alfo eine Reihe von Jahlen, weldhe alle Fleiner find ald die
gefuchte Peviphevie, von benen aber jede folgende Derfelben ndfer liegt
alé bie vorhergehende. Wan beredhrte ferner aud den Seiten s;, 8,4, Soq - -
nad) §. 123 bdie Seiten Sy, Sy, Syq.. ber umgejdhriebenen vegelmdfigen
Bielede von besiiglich gleicher Seitenangahl, und ausd biefen Seiten bann
ebenfallé bie Umfinge Ug, U,,, U,,.. der lefiteven Bielede; diefe Um-
fange bilben eine jweite Reihe von Sahlen, von benen jede grifer ald
bie gefudhte Peripherie ift, jeve folgende aber berfelben ndfer liegt al8
bie borbergehenbe.
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Uuf Diefe Weife Ffann man die Babl ~ nach und nach jwifchen
gwei Zahlen u; und Uy, u,, und Uy,.. immer enger einfdhlieRen und

fo diefelbe ndberungdiweife mit beliebiger Genauigfeit bevecdhnen.

Die Refultate diefer Rechnung bi8 jum vegelmifigen 3072 - Gde
enthilt bie folgenbe Tabelle : j

1 == |
! |
n E Upn Jr Uy

] 3 3464102
12 3105829 3:215390
24 3:132629 3°159660
48 3:139350 3146086
96 3'141032 3-142715
192 3141452 3141873
384 3141558 3:141663
768 3:141584 3:141610
1536 |- '3+141590 3-141597
3072 3.141592 3141594

Die Umfange bded ein- und ded umgefchriebenen regelmdfigen
3072:Edes unterjcheiven ficdh bemnadh) evft in der fechiten Decimaljtelle;
ba nun bie Peviphevie = bdes Kveifed jwijdien benm beiden Umfingen
liegt, fo muf der gemeinjdhaftliche Theil obiger Bahlen die Periphevie
felbft ausdbviiden; jomit ijt

f ' = 8-14159'

‘Nady dem ebent angegebenen BVevfahren Fann bdie Zahl =, tweldpe
ivvational ift, mit jeder beliebigen Genauigleit entwicdelt werben. Auf zehn
Decimalen hat man \

w = 314159 26536.

. Ardhpimedesd fand fiir = ven Werth 3+, Meting 345 Lubdolf

van Geulen bevechnete = auj 35 Decimalen; nach ihm wird z aund) bie

Ludolfifdhe Zahl genannt. i
§. 134. Der Flacdheninhalt eined Kreifes ijt gleid de

Producte ausd ver Peripherie und vem halben Halbmejfer,
Folgt aus '§. 131, Folgel. b) in Verbinbung mit §. 74.

Folgefaie.
a) DBegeichnet man dburd) £ und p bepiiglich ven Flacheninhalt und die
Peripherie eined RKreifes, deffen Halbmeffer r ift, o ift

T
h— p . '2—
Da nun p = 27 ijt, fo erhilt man
1§ e i g

U 0p. ver Fladpeninhalt eines Rreifes ift gleich dem
Producte aus pem Quadrate ded Halbmejjers unbd ber
Babl = :
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b) Driiden F und £ vie Fladyeninhalte jweier Kreife aus, beren Halbs
meffer R umb r find, fo hat man
F = R*z und f = 1=, baber
F:f=R?: 1%
b. §. die Fladeninhalte zweier Kreife vevhalten fidh
wie bie Quabdrate ihrer Halbmefjer.

c) Bejdyreibt man fiber ben Seiten eined vedtwintligen
Dreieces al8 Durdmeffer RKreife, jo ift der RKreis
iiber der Dypotenuje gleid) dber Summe ber beidben
Rueife iiber den Satheten (§ 94).

§. 135. Der Fladeninhalt einesd Kreidausdjdnittesd ift
gleid) bem Producte ausd bem im Lingenmafe ausdgedbritdten
Bogen und bem halben Halbmeffer.

Bezeidhnet £ den Flicdheninhalt eined Kreidausjdnitted, der fiir den
Halbmeffer r bem Centriwinfel « entjpridyt, jo hat man

r*ew rew r

Borim— ai 360 (§. 125, 2), baberf: 360 = ARG e

roeam

ober, ba -~ = b bie Linge bed ju bem Centviminfel « gehirigen
Bogens bezeidinet (8. 132, Folge]. d)
=500 —;“

Bujag. Der Fladeninhalt eined Kreisdabjdnittesd ift,
je nadyvem bderfelbe fleiner ober gréfer al8 ber Halblveid ift, gleidhy ber
Differen; ober ber Summe aud ber Flide des jugehbrigen RKreidaus:
fchnitted undb ber Dreieddfliche, weldhe von der Sehne und den beiben
Palbmeffern begrenst wird.

§ 136. Der Fladeninhalt eined Kreidringesd ijt gleid
bem Producte ausd der halben Summe ber beiben Kreis:
umfdnge und der Breite bed Ringes.

Begeichnet man durdy f den Flacheninhalt bes Kreidringes, duvdy
R unb P den Halbmefler und bie Peripherie bed grdfeven, durd) r und p
ben Palbmefler und die Peviphevie ves fletneren ber zwei concentrijhen
RKreife, jo ift

f=Rr —r'z=R"—)Y a=R+rR—1r=

=22t R—n="1tL R—1).

2. Der Fladeninhalt eined Ringausjdnittes ift gleid
bem PBrobucte aus der halben Summe der beiden im Langen-
mafe ausgedrvitdten Bogen und ber Breite bes Ringaus:
jdnittes.

Der Beweis ift dem vovigen analog.



Ly
Rednungsanfgaben.
1. 3n einem Rreife ift r ber Halbmeffer, b eine Sebne unb d ifr
Abftand vom Mittelpunfte; aus zweien diefer Grifen bie britte zu be-
ftimmen.
= —l;i—}—d“; b=2Vr " d= rg—%.
Beifpiele.
a) b=23"4", b) r=1'56", ‘) r=7im2m,
di=i2:58" d = 0-84~; b.=—=4dm fen,
2. 3n einem SKreife ift r der Halbmeffer, d ber Durdymeffer, p
bie Periphevie, £ der Flicheninhalt; ausé einer biefer Grifen die anberen
3 beredynen.

i -+
&= 280108 Srgan B g BT z"
P:?l‘ﬂ‘, P=d’r: d:',%r d= 2 ‘/-":?’
d? & Trnt
=g e "?75; f=;f‘,;§ p=2 Via.

Beifpiele. ‘

a) r=>52m; b)'d=85Mm; ¢) 2% pim gm; ' d) f = 349"

3. -Die Halbmeffer jweier RKveife find 2™ 4= unp 3% 2°; wie
grof ift ber Durchmefler eines Rreifes, welcher ber Summe jener beiben
Kreife gleich ift?

4, Die Periphevie eined RKreifes ift 27°36°, bie eined anbern
Rreifes 12:78; wie grof ift bie Pevipherie eined Kreifes, veffen Fliche
ber Diffeveny jener Kreife gleich ift? !

5. Gin Kveid hat mit einem Quadvate, dad 4°° juv Seite hat,
gleidhen Umfang; wie verhalten fich ihre Flicheninhalte?

6. 3n einem RKreife, deffen Halbmeffer r ift, gehbrt zu eimem
@entviwinfel « ein Bogen von ber Linge b; aud zweien biefer Grofen

bie britte zu beftimmen.
e .ot 180 b 180'b

7280 B9 i WS 1o | R e
Beijpiele.
a)yT == By, = h) r =L)2M Jei) llig) ¢ = 48°,
o = 199% b'a5 Qin|ogue. b= 4im 6™,
7. Wie lang ift fiir den albmeffer = 1 ein Bogen a) von 17,
b) von 14 ¢) von 19
8. Die Linge eines Kveisbogens ift bem Duvchmefjer gleidy; iwie
grof ift der jugehdvige Binfel?
9. Die Stadt ©raz Bat eine geographifdhe Breite von 47° 4/
mie viel Rilometer ijt fie vom NAequator entfernt, wenn man ben Wevidian
al8 einen Kreid von 6371-56 Kilom. Halbmeffer aunimmt?
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10. Gine Gifenbahn foll im Bogen eined Kreifed vom Halbmeffer
= 1000™ aqug einer Ridhtung in eine anbere, bie mit bev evfteven eimen
Wintel von 45° madt, iibergefiihrt werben; wie lang ijt der Kreigbogen
jifchen ben Puntten, fiiv welche jene Richtungen ziwei Tangenten bilben?

11. 3n einem Kreife fei r der Halbmefler, a ein Centriwinfel,
b bie Ringe bed. jugehivigen Bogend und £ der Flicheninhalt des zu-
gehivigen SKveidausjdinittes; :

a) gegeben ift r — 2in, o =380 s judjen b, f;
b) " w o= 35, b = 2-61%; " " v}
c) " n &= 15°, f = 10 )™, AT
AifsnipuG bis GBISRIINCE == O-FAIMN™ mswis 1§ St o

) =i f =:207096[1]=; b, c.

e) " " ’ " "
| 12. TBie grof ift die Flide eines Kreisabjhmittes, defjen Halb-
meffer 3-2=, und bejfen Sehne bem Halbmeffer gleich ift?

13. Die DHalbmeffer zweier concentrijher RKreife find R und r,
ihre Pevipherien P und p, die Breite ded von ihuen gebilveten Ringes
¢, ber Fldcheninhalt desfelben f; aus jweien diefer Grifen dies ibrigen
s berechnen.

Beifpiele:
8) Gegeben R — 6= 8=, 'y — 4im fen. i1 juden P, p, ¢, £
b) BRG =—="3 00 pe— 11" Hams scalob i o A o
c) 9 e— (5 i ST T R Sl
d) " e B 2dm’ c = 0'24:“; " " R} T, P £
e) n Pt =S T 34O (SR O [ [BITOTINE. TR W] P
f) g 0= 2570 o f — 8-038[ i 2. A ORI 30N

'14. Um einen freigrunden Grasdpla, weldher 28= 4™ im Umfange
hat, geht ein Weg von 1 49= Byeite; welche Flache nimmt diefer Weg) etn.
15. Auf einer Bieljcheibe find eine weife und vier jdhivarze Ring:
g:}'z'ttﬁen 5 bev dufeve weifie RNing ift 32, jeber {dhivarze ™ breit; bdie
Diitte ber Scheibe bilbet eimen RKreid von 19 Durdymefier.  Wie gvof
ift &) bie gange Bieljcheibe, b) bie mittleve Kreisfliche, c) jeder Rreidring?
o016, Bie grof ift ver Fldcheninhalt eines Ringausjcdhnittes, defjen
Bogen 0-5™ und 0-4= ju Halbmeffern Haben und u einem Centris
wintel von 48° gehisven?

17. Aus vem Halbmeffer eines RKreifes bdie Seite bes ein- und

umgejdyviebenen gleicheitigen Dreiecfes ju berechnen.
Fig. 140. Jft (Fig. 140) AB — s, bie Seite eines
r bem RKreife, beffen Halbmefjer OC = r ift, einge-
fchriebenen  Dreiected, und der Durdhmefier CD
\ 1L AB, fo ift AD bie Seite ded eingejhriebenen
. vegelmdifigen Sech8ectes unb bdaher gleih r. In

0 | bem rechtwinfligen Dreiede CAD'ift dann
AC? = CD?* — AD?® ober
- 53° = 4r® — r?, wovaud

D 830 = z}/ 3 folat:
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&iiv bas umgejcyriebene gleichfeitige Dretect evgibt fich nach §. 123

e I e o PIBENOSIE R By i

2 531 9 3r?
V‘" s Bl s

18. Aud vem Halbmeffer r cined Kreifes die Seiten s, und S,

bed ein- und umgefchricbenen Quadrates zu beftimmen.
8, B pAT IR nes PY,

19, Der. Halbmeffer eines Kreifes ift 35°=; um wie viel find
Umfang und Snbalt biefes RKreifes besiiglich grifer al8 Umfang wund
Sn'[)c'!ft a) bed eingefdhriebenen Quabdbrates, b) bdesd eingefchriebenen vegel-
mégigen Sedhecfes? — um mie viel find fie Fleiner alé Umfang und
Jufalt, c) bes umgefdhriebenen Quabrates, d) bes umgefdjriebenen vegel=
mdgigen Sedysedes?

20. Der Halbmefier eined Kreifed tft 1; beftimme die Seite unbd
ven FlicheninBalt bes eingefchriebenen vegelmifigen a) Achtedes, b) Sedhs:
jebnedes. (8. 124.) i

BT Vﬁw_:ﬁr 816 — 1/ 2_—“‘——]/2—‘[:]/%
f, = 21/2. ¢, =4V ITVF.

Conftructiond-Aufgaben.

1. Den Mittelpunit eined Kreifed ober Kreisbogens
ju finbem -
g Man zieht wei nidht pavallele’ Sehnen und verfahrt dann nadh
. 101

2. Durd einen innerhalb eined RKreifed gegebenen
Punft die fleinjte Sehne ju ziehem

Man ziehe durdh den gegebenen Punft einen Halbmefjer und eine
auf biefen fenfrechte Sefhe; diefe ift bie verlangte fleinfte Sehne, da
jeve anberve purch ben gegebenen Punft gehende Sehne vom Mittelpuntte
eine. fleineve Entfernung Bat. (§. 105, 4.)

3. Ueber einer gegebenen Strede als Selhne einen
Rreigabfdnitt ju bejdreiben, in weldem alle Peripherie
winfel einem gegebenen Winfel gleid) find.

ki gy 8 fei AB (Fig. 141) bie gegebere Gtrede
und BAC ber gegebene Winfel. Nean evrichte auf
AB in ber WMitte D die Senfredhte DO, ziehe aud)
“AO | AC und bejdhreibe aus dem Duvchichnitts-
punfte O al8 Wittelpuntt mit dem Halbmefjer
O A = OB einen Sreid. Dann ift AEB ber Kreis-
abjchnitt, in welchem jeber Pevipherviewinfel AEB
pem gegebenen Winfel BAC gleich ift. (§. 110)




.

4. Durd) einen gegebenen Punft auf ver Peripherie
eines Rreifes an biefen zwet Tangenten zu ziehen. .

Pan iche zu dem gegebenen Punfte einen Halbmeffer und auf
piefen purc) benfelben Puntt eine Senfredhte. (§. 106, 1).

5 Durdy einen gegebenen Punft auferhalb einesd
Rreifes an diefen jwei Tangenten ju ziehen.

3t C (Fig. 114) der gegebene Punft unt O der Mittelpuntt bdes
Rreifes, fo ziehe man CO, bejhreibe itber diefer Strede alé Durdy-
mejjer einen fveis, welcher ben gegebemen in den Punften A undb B
jdhmeibet; bieGevaden CA und CB find bie gejuchten Tangenten (§.107.)

6. Den duferen und dben inneven Aehnlidfeitspuntt
jweier Sveife 3u findemn.

Man jiehe in ben beiven Kveifen jwei pavallele und nady derfelben
Seite gevidytete Halbmefier und duvd) ihre Endpunfte eine Gevabe; ihr
Durdhjchnittspuntt mit dev verlingerten Centvale ift dev dufeve Aehnlich-
feit8punft ber jwei Kreije (§. 115). Sobann verlingeve man den Halb-
meffer in bem einen Rreije nach der entgegengefeiten Richtung big zur
Peripherie, ziehe duvch den Endpunfi diefes newen Halbmeffers und durdy
pen Cndbpunft ves Halbmeffers in dem anbdeven Kreife eine Gerade; ihr
Durdpjdhnittépunft mit dev Centrale ift dev inneve Nehnulichfeitdpuntt
beiber Kreife.

7. An 3wei gegebene Kreife eine gemeinjdhaftlide Tan-
gente zu ziehen.

Pan bejtimme den dufeven und den inneven Aehulichfeit@punit
ber Rreife, ziehe aus denjelben Tangenten an ben einen Kreid (Aufg. 5),
jo find biefe jugleich Tangenten ded jweiten Kreifes. (§. 116, Folge. b.)

Man erhdlt jwei dufeve und jwei innere Tangenten.

8 Ginen Kreisbogen ju halbivem

. TMan. bejdyreibe aus ben Enbpuniten mit demjelben Halbmefjer
jwei Rreighogen und ziehe von ihrem Duvchjchnittdpuntte ju bem gege-
benen Rreidmittelpuntte eine ®evade, jo Halbivt diefe pen Kveidbogen.

9. Die Peripherie eined Kreifes in ywei gleidhe Theile
ju theilen.

Durd) fortgefeste Halbivung exhdlt man 4, 8,... gleidhe Theile.

10. Die Pevipherieeined Rreifes in fedhs gleidhe Theile
su theilen.

& I;Igc;n trage ben Palbmeffer al8 Sehne in dber Peripherie Herum.
~ Wenu man jwei foldhe Bogen filv einen eingigen betvachtet, fo ift
bie Peviphevie in 3 gleiche Theile getheilt.

Durdy Halbivung erhdlt man 12, 24,.. gleide Theile.

- 11, Gine gegebene Stvede nadh) ftetiger Proportion
(im mittleven unb GuReven BVevhiltniffe) su theilen.




e A
_Man jiehe (Fig: 142) AC | AB, made AC = LAB, be
fdhveibe aug: C-mit dbem Halbmefler CA einen Rreis, unbd iehe durdh
Fig: 142. B uud C eine Secante, weldye den Kreis in
o jwei Punften D und F fchneidet; madht man
o 8 mm BE =BD, o ift AB im Punfte E
nach ftetiger Propovtion getheilt.
Denn BF:AB=AB:BD (§.128, 3),
bafer aud)
it AB: (BF—AB)=BD:(AB — BD).
At B B RNun ift
BF — AB=BF — DF =BD = BE,
AB — BD = AB — BE = AE; mithin
AB:BE = BE: AE.
12. Die Pervipherieeines Kreifesd in jehn gleidhe Theile
ju theilen. ' ;
WMon theile den Halbmefjer nady ftetiger Proportion (Unfg. 11)
und trage den grifeven Abjdinitt als Sehue im Kreife hevum. (§. 129.)
Nimmt man et foldhe Theile filv einen eingigen, fo ift bie
Pevipherie in 5 gleiche Theile getheilt.
Durdh Dalbivung erhédlt man 20, 40,.. gleide Theile.
Um ein gegebened Dreied einen Kreid zu bejdreiben.
(§ 118, ay)
I ein gegebened Dreied einen Kreisd ju bejdreiben.
(8 118, b.)
Ginem gegebenen Kreije
a) ein gleidyfeitiges Dreied, ein regelmdfiges Sedsded,
Awidlfed,..
b) ein Quabdrat, einvegelmifiges Adted, Sedhézehned,..
c) ein regelmifiges Fiinfed, Behued,..
ein- und umjujdreiben.
Die Auflsjung gefbieht mit Dilfe der Aufgaben 9, 10 und 12
nady §. 121, 2.
13, Ginen Rreid ju bejdreiben, welder a) ber Summe,
b) per Differen; sweier gegebener Kreife gleich ift.
Durdh Conftruction eined vedytmwinfligen Dveieded mit Ridficht
auf §. 134, Folgef. c.
14. Befdyreibe mit den Halbmeffern 3™ undb 2™ jwei Kreife, bie
fich a) von aufen, b) von inmen bevithren. (§ 114, a.)

15. it den Halbmeffern. m, n, p (Fig. 143) drei Kveife zu
bejchreiben, weldhe fich gegenfeitig von augen bevithren.
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Pian verzeichne mit den
Geiten AB=m + n, AC=m
pund BC =n + p ein Drei-
e ABC, bejdyreibe aud A mit
bem Halbmefjer m, aus B mit n,
und aus C mit p Kreife, jo werben
biefe die verlangte Gigenjchaft
haben.

BWie wird die Aufldjung ge-
fdeben, wenn alle drei Kreife gleidpe
Halbmeffer haben?

16. Anus einem gegebemen Mittelpuntte einen Kveid ju
bejchreiben, welcher eine gegebene Gerabe beviihut.

" ‘MMan 3iehe von dem gegebenen Punfte auf die Gerade eine Sent-
rechte und bejdyreibe mit biefer al8 Palbmeffer einen Kreis. (§. 106, 3.)

17. Aus einem gegebenen MWittelpunfte einen RKreid zu
befdireiben, weldjer einen gegebenen Rreid bevithrt. (§. 114, a.)
18, Mit einem gegebenen Halbmefjer einen Kveid ju be-
fdhreibenr, welcher durch einen gegebenen Puntt geht und einen .gegebenen
Kreis beviihrt,

Damit der Kreis durd) den gegebenen Punkt gehe, muf fein Wittel-
puntt in dber Rreislinie liegen, welche and diefem Punfte mit vem ge-
gebenen Halbmefjer befdrieben wird; bamit ber Kreié bden' gegebenen
Rreis beviihre, muf fein WMittelpunft in dem concentrijdhen Kreife liegen,
veffen Halbmeffer gleich ift ber Summe (oder Diffeven) ver beiden ge-
gebenen Halbmeffer (§. 113, 2 odber 4). Der Mittelpunit ded verlangten
Kreifed liegt alfo in dbem Durchichnitte jener beiven Kreidlinien. Hiernady
ift die Conjtruction lfeicht aussufithren.

19. Mit einem gegebenen Halbmefjer einen Kveid ju be-
jchreiben, weldyer _

a) burd) zwei gegebene Punfte geht; :
b) burd) einen gegebenen Punft geht unv eine gegebente Gevave bevithrt

(8. 106, 2 und §. 61, Folgel. a); i ann

¢) gweil gegebene Gerade berithret; -
d) eine gegebene ®evabe und einen gegebenen Kreis bevithut;
e) 3wei gegebene RKreife beritbut.
20. Ginen Rreis u conftruiven, welcher durdh einen gegebenen

. Fig 144, Punft geht und eine gegebene Gerade in einem
L gegeberten Punfte bevithrt. e

Jit AB (Fig. 144) bie gegebene Gerabe,

ol C ber gegebene Punit in devfelben und D der

{ ,-D gegebene Puntt auferhalb diefer Geraden, fo liegt
| /’ ber Wittelpunft O ded gejuchten Rreifes in der
e auf AB in C exvidhteten Senfrechten (§. 109, 4)
und in ber Senfrechten, weldhe auf CD in ihrer
A ¢ B Mitte E ervichtet wivd. (§. 59, 4.)
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21. Ginen Rreis zu bejdhreiben, weldher duvd) einen gegebenen
Puntt geht unbd einen gegebenen Rreid in einem gegebenen Punfte beriihrt.
(§ 114, a und §. 59, 4.)

22. Ginen Qvei8 ju beidyreiben, welder zwei gegebene Gerabe, unb
gwar bie eine in einem gegebenen Punfte berithrt, (§. 106, 4.)

Sicbenter Ab[dnift.
Bie Ellipfe, Hyperbel und Parabel

| Dic Ellipfe.

8. 137, Die GIlipfe ift eine frumme Linie, in weldjer die Summe
ber Gntfernungen eine8 jeben Punmftes von wei gegebenen Puniten
conftant ift.

Tig. 145. Sind (Fig. 145) A unp B

o bie jwei gegebenen Punfte, fo ift

Q——x— M fiir bie Punfte M, N, P,... bder
A0 Elfipfe

AM + BM = AN |- BN =. ..

= Die jwei gegebenen Punfte

A und B heifen bie Brenn-
punfte per Gllipfe; die Entfer-
; nungen eined Puntted M von ben
e AL PN beiben Brennpunften, nimlid) bie
i Stredfen AM und BM, mwerben
Qeitftralen jene8 Punfied genannt.

Die Strede CD, weldje burd) bie beiden Brennpuntte gebt, Deifit
bie grofe Aye. Die Endpunfte C und D berfelben heifen die S dyeitel,
unb der Halbirungdpunft O ber Mittelpuntt ver Ellipfe.

Die Strede EF,  welde im Wittelpunite O auf die grofe Are
jenfrecht fteht, Geift die fleine Azxe ber Ellipfe.

1. Da AC4+BC=AD-+BDober 2AC + AB=2BD + AB
fein mug, fo ift anuh 2AC =2BD unp AC = BD; b. §. bdie
Sdeitel ber Ellipfe find von den Brennpuntten derfelben
gleidhweit entfernt. Daraus folgt, daf aud) der Mittelpuntt
ber Ellipfe von den beiden Breunpuntten derfelben gleidy:-
weit entfernt ijt.

Die Entfernung eines Brennpunited ver Cllipfe von dem Wittel-
punfte bderfelben Deift die Gyrcentricitdt ber Clfipfe. Je Heiner bie
Gxcentricitdt it, defto mebr néibert fih die Cllipfe einem RKreife.
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2. Da AM 4~ BM = AD -~ BD undb AD = BC'ijt, fo ift aud
AM 4+ BM=BC ++BDj; ober AM <+ BM=0CD; b. § bie
Summe per zwei Leitftraleneinesd jeben Punkted der Ellipfe
ift ber grofen Agre verfelben gleid.

3it bie Summe ver Abftande eines Puntted von bden 3me1 Brenn-
puntten einer Elipfe grifer ober fleiner ald die grofie Are, jo liegt jemer
Punft bezliglich auferhalb oder innerhalb der Ellipfe.

3. Die Dreiede AOE und BOE find congruent, baher AE — BE;
aber AE |+ BE = CD, ober 2AE = CD, taher AE = L CD; b. b.
pie Entfernung eined Enbdbpunfted ber fleinmen Ure bDer
Gllipje von einem VBrennpunitie ift dber halben grofen Are
gleid.

Da ferner A AOENAOF o ift OE OB b bl ber
Mittelpuntt per Ellipfe ift 3ug{etd) ber @a[furungspunft
ber fleinen Ayre bevjelben.

Begeichnet a die halbe grofe, b die halbe fleine Ure und e bie
Gycentricitdt der Elfipfe; fo erhdlt man aus bem vedytiviniligen Dreiede
%OE worit AE = a, OE'= b, AO = e ift, nad) bem %Bt}tt;agnratid)en

efrfate

aﬂ_b9+e-

baher a =]/ b e, b=]a"—e? & =] al—

Die Heine Are der Gllipfe fei 1m, bdie Gyeentricitit 3im; wie groﬁ tﬁ bie

balbe gtnﬁe Nye? -,
Die Greentricitiit eimer Ellipfe ift 0°34m , bie grofe Are 1:8m; mie grof ift

bie fleime Are?

@in Giirtner; hat eine Ellipfe ju conflvuiven, bderen Aren 58dm unp 45dm
Betragen; wie weit muf er bie Brennpunite von emunber nehmen ?

Die Baln unjerer Erbe wm die Sonne ift eine Elipfe, bdeven halbe grofie
Uze 20657700, und beren feine Are 20655100 geographijde Meilen betrdigt; iwie
gvof ift die @;centrmth: ber Erbbahn?

§. 138. Befiimmung der Punkte durdy Coordinaten.
Um bdie Lage eined Punftes M (Big. 146) in eimer Ghene gu be-
ftimmen, zieht man in derfelben durch einen Punit O zwei auf’ einander

Fig. 146, jenfrechte Gerave XX’ und Y Y." Diefe

Gevavert nennt man die Coordinaten:

Y|+ areft’ und ihren Durdifdnittdpuntt O

M al M pet Anfangspuntt der Coordinaten.
Die Gervave X X’ heifit vie Abjciffens

d £+ aye unb ioirb in ber’ Richtung OX
X 4 2 X pofitiv, i ber Nichtung: O X negativ
i a i angetommen. Die Gerabe Y Y Beifit
i - cobierDrbinatenaye und wird in ber

Y Richtung OY pofitiv, in' der Richtung

OY" negativ gesdplt. -
Fallt man bon dem $unfte M auf bie’ XX pie Sentrechte MP,
fo Beiftt die Wafizahl der Strede OP die Abjcifje, die Mafizabl ter
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Strede MP pie Orbinate ded Punfted M; beide gujammen Heifen
bie Coordinaten von M. Die Abjcifjfe bejeichnet man durd) x, bdie
Orbinate durdy y. : '

Die Goorbinaten werben pofitiv ober negativ. gezdhlt, je nadybem
fie auf bie pofitiven ober negativen Theile der Coordinatenayen fallen.
Oft OP=0P'=a unb 0Q = 0Q’=b, jo hat man

fitr ben Puntt M...... x=+a y=-1b;
AL s ) " M X =—24, y="l‘b1
W, % Midoetirs S X=—a, y=__b?

i b ju) Lty X-_——l—a,y:_b.

§. 139. Seftimmung der Feitfivalen einer Ellipfe.

&8 feien (Fig. 145) A und B bdie Brennpunite, O per Mittel-
punft, OD = a bie halbe grofe, OE = b bie halbe fleine Are und
OA = OB = e bdie Ggeentricitit per Cllipje, ferner O ber Anfangs-
puntt ber Coordinaten undb OBX bie Ubjcifjenaze. .

8t mun M ein beltebiger Punft der Ellipfe, aljo AM 4 BM=2a
und finb x = OP und y = MP vie Coorbinaten biefed Punttes, fo
erhilt man aqué ven rechtwinfligen Dreieden APM und BPM

AM? =y2 4 (x4 e)?, BM? = y*> 4 (x— e)?, baber
AM? — BM? = 4ex, ober (AM4-BM).(AM—BN)=4ex
Dividirt man diefe Gleidhung duvch AM+BM=2a, fo ergibt fich

AMOGgpdl 20!

a

Aug pen Werthen von AM - BM undb AM — BM erhilt man bann
purd) bpbition und Subtraction
ex

AM =13 + ?uanM:a-— o
AM ift ber grdfeve Qeitftval, BM ber Fleineve.

§. 140, Gleidung dec Ellipfe.

Aus vem vechtwinfligen Dreiece APM (Fig. 145) folgt
MP? = AM2? — AP?, ober

ex?

= (o2 et

82"'62
= af;mm 8’ 77 Tl -x? . baber

—x2—ip?

(a2 — e?)x? 4-a?y? =a’ (a2 —e?), ober, ba a’—e®=>b? i,
b2x? | aty? = a?h?.
Diefe Gleichung findet zwifchen den Coordinaten x undb y jedesd
beliebigen Punftes ver Gllipje ftatt umd Beift darum bdie Gletchung
per Ellipfe. .




Jolgerungen:
1. 5t man bie Gleihung der Elfipje nadh y und danmn nady x
auf, {o erhdlt man

=DpisR 2 __x? LA 3 g2
+ - a' —x* b x ] T

Pus per erften Gleidhung folgt, baf jebem Werthe von x, fiiv
weldyen iiberhaupt y einen rveellen Werth hat, zwei gleiche, aber entgegen-
gejenste Werthe von y entfprechen; die Ellipfe wird alfo von der Abjcijfjen-
ape in jmwei congruente Theile getheilt.

Aus ber jweiten Gleichung folgt, daf aud) ju jebem Lerthe von y,
fiiv weldhen itberhaupt x veell ausfillt, jwei gleiche, aber entgegengejeste
Werthe von x gehiven; die Ellipfe erjtredt fidy bemnad) auch ju beiben
Seiten der Drbinatenare in jwei congruenten Aeften.

Die Elfipfe wird alfo durd) bie beiven Goorbinatenazen in bvier
congritente efte getheilt.

2. Der grifte Werth, den x annehmen faun, ift a, und der grogte
BWerth von y ift b; fiir x>a witd y, fiir y>b wirdb x imagindr.
Bieht man daber mit ber Orbinatenare in den Abjtinben + a und — a,
mit dev Abjciffenare aber in den Abjténden -+ b und — b pavallele
Gerave, weldie ein Redyted bilben, o wird bie ganze Ellipje innerhalb
biejes Rechtedfed enthalten fein. Daraus folgt, daf die Elipfe eine ge-
jhloffene Frumme Rinie ift.

! 3. Je fleiner bie Gycentricitit ijt, defto weniger ift a von b unter-
fchieden, befto mefr ndbert fich die Glfipfe dem RKreife; filr a = b geht
bie Ellipje in ven Rveid iiber. Ifhre Gleichung nimmt in diefem Falle
folgenbe Form an:
x2 4 y? = a%

. Dieje Gleichung, weldhe swifchen den Goordinaten x und y eines
jeven Punfted ber Rreilinie fattfindet, bheift die Gleidhung des
Rreifes.

~§ 141, Bejdreibt man iber der grofien Are einex
Gllipfe al8 Durdymefier einen Rreis, fo verhalten jidh die
berfelben Abjciffe entfpredienden Ordinaten des RKreijes
unbd der Gllipfe wie die halbe grofie jur halben fleinen Are.

Big. 147. Seft man (Fig. 147) OP=x, MP=y

Vi mb NP=7Y:, fo it

¥ fitr ven Punft N be§ Rreifes
¢ x? + Y= a?
fiitv pen Punft M ber Elipje

b2x? + azyz :azbz’
bafer ¥ =1 a? — x2,

V=Wt =2

Y Fi—ta b

unb folglidh
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§. 142. Der Fladeninhalt einer Ellipfe ijft gleidh) bem
Prodbucte aus dben beidben Halbaren und der Jahl m.

Sind (Fig. 147) MP und M'P’ die Ovbinaten der Ellipje, NP
unb N‘P* pie Ordinaten bed iiber CD befdriebenen Kreifes, welde zu
pen Abfciffen OP und OP‘ gehoven, und zieht man M‘Q umd N'R
pavallel mit per Age CD, fo ijt M'P'PQ : N‘P‘PR = M‘P’: N‘P*
=Db:a (§ 96, 3). Denft man fich nun die Ordinaten NP und N‘P’
unendlidh nabe an einander, jo fnnen bdie Dreiede MM'Q und NN‘R
alg unendlich flein vernadhlifiigt und folglid) bie Redhtede M'P'PQ
und N‘P'PR al8 Glemente ber Elfipfe und bed Kreijes betvadhtet werben.
Stellt man fich bie Ellipfe und bden Kreid aud lauter folden Elementen
bejtehend vor, fo bverhdlt fich febed Glement ber Glipfe zu dem ent-
fprechenben Glemente bdes RKreife8 und fomit aud) bdie Summe alfer
Glemente dex Ellipje sur Summe aller Kreidelemente, wie b : a. Lestere
Summe ijt die Kreisflide, folglidh — a?m, erftere Summe bdie Flide
ber Elfipfe; beifit biefe f, fo hat man f: a?m = b : a, woraué f = abm

folgt.
S einer Gllipfe ift
1) a = 12m, 2) a = fm 7dm, 3) b = 5°6m,
he—=""gn: e = Im 7dm; 8/—!1:6m>

wie grof ift ber Flaceninhalt £2 . .
ie grof 1ft bie grofie Are einer Ellipfe, beren Heine Are T@ und beven

Flideninhalt 49-455[ Jm betrigt?

§. 143. Gine ®Gevabde, welche ben Nebenmwinfel ded von
pen Qeitjtralen eined Punfted gebildbeten Winfel halbirvt,
ift eine Tangente ver Ellipfe.

§ig. 148. @8 feien (Fig. 148) AM und

N BM bie Leitftralen des Punftes M;
verlingert man BM unb Balbirt ben
Winfel AME burch die Gevade MF,
fo ift piefe eine Tangente der Ellipje.
Denn madht man ME = AM unb
sieht AE, fo ift /\ AMF =2 EMF,
paher AF = EF unp MF | AE.
Nimmt wan nun in ber ME irgend
einen auffer M [(iegenten Punft N
an und steht AN, BN und EN, fo
ift A\ AFN S EFN, baher AN = EN. @8 ijt baher auc) AN +4- BN
=EN 4 BN; aber EN + BN > BE, jomit auy AN 4 BN > BE,
ober, ba BE = BM -+ ME = BM + AM = CD ijt, AN -} BN >'CD;
ber Punft N liegt alfo auferbalb per Clipfe. Da bdiefed von jebem
PBunfte der Gevaden MF, pen eingigen Punft M audgenommen, bemwiefen
wevben Fanm, jo folgt, baf FM bie Gllipje im Puafte M berithrt.

Solgefot. Seve Tangente der Ellipje bilbet mit ben
Reitftralen des Beviihrungspunftes gleide Winfel.

Denn Winfel AMF = EMF, aber EMF = BMN, aljo aud
AMF — BMN,

Moénit, Geometrie fliv Lebrexbilbungdanfialten. 7
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Diefer Sa evfldrt folgende Erdyeinungen, weldhe auf bem Reflerions-
gefete bevuhen. Bon einer elliptijchen Spiegelfliche werben die von einem
Brennpuntte anffallenven Ldht-, Wavme- odber Schalljtvalen fo reflectivt,
bafp fie fid) im anbeven Brennpunfte vereinigen. Grvegt man in einem
elliptijch geformten Gefdfe, wovin ficdh eime Fliffigleit befindet, in dem
einen Brennpunfte eine Wellenbewegung, fo treffen bdie veflectivten Wellen
im anberen Bremnnpunfte jufammen.

. /‘2; Die Hyperbel.

§. 144, Die Hyperbel ift eine Frumme Linie, in welder bie
Differen bder Entfernungen eined jedben Punftes von zwei gegebenen
Bunften conftant ift.

Fig. 149. Sind (Fig. 149)
A unb B bie gegebenen
swei Puntte, jo ift fiir
pie Punfte M, N, . ..
ber Phperbel BM —
AM=AN—BN=—..
Die Punfte A und
B heiften bie Brenn-
v bunfte ber Elipfe,
X bie Streden AM und
BM RQeititralen
bed Punftes M.
Die Strede CD,
peren  Berlingerung
burd bie Brennpunite
gebt, nennt man bie
Hauptare, dieEnd-
punfte C undb D per-
jelben die Sdheitel, und den Halbivungspuntt O ven Mittelpuntt
ber Hyperbel.

1.Za AD —BD =BC — AC, ober AC+ CD —BD =
BD + CD —AC und daher 2AC 4+ CD=2BD -} CD jein
muf, jo ift audh 2AC = 2BD, unp AC = BD; b. h. bie Sdheitel
ber Hiperbel find von dben Brennpuniten derjelben gleich-
weit entfernt. Davaud folgt, daf audy der Wittelpunft dex
Hihperbel von ben beiben Brennpuniten bderjelben gleidy
weit entfernt ift.

Die Entfermumg eines Brennpunttes der Hyperbel vom Mittel-
punfte heift die CGyrcentricitdt dber Hiperbel. ]

2. DaAM — BM = AD — B D und BD = A Ciijt, jo ijt aud
AM —BM=AD —AC, obert AM—BM=CD; b h bdie
Diffeveng ber zwei Leitftralen eined jedben Puntted bder
Dyperbel ift der Hauptayre dbevjelben gleid.
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Jit bie Diffevens dev Abftinde eimes Punties von bden zwet Brenn-
punften einer Hoperbel fleiner ober grifer al8 die Hauptare, fo liegt
fener Punft besitglich auferhalb ober inmerhalb der Hypevbel.

3. Befdreibt man aus ben Scheiteln C und D der Hipperbel mit
ber Greentricitit AO RKveigbogen, bie fih in E und F durdjchneiven,
und 3ieht die Gerabe EF, fo muf biefe, weil bie Dreiede CDE und
CDFI gleichchentlig find, burch pen WMittelpunft O geben und auf ber
Hauptaye CD fenfrecht ftehen. Die Strede EF Deift bie Nebenage
ber Hipperbel. :

Da /N COEXCOF, joift OE = OF; b. b. ber Mittel:
punft pev Hopevbel it zugleich ber Halbivuugspunft der
Nebenare berjelben.

Begeichuet a die halbe Houptaye, b bie Halbe Nebenaye und e bie
Gycentricitat dev Hyperbel, fo ijt in dem vechtwinkligen Dreiede COE
CE =e¢ CO =a, OE = b, baher

eﬂ — a!l + b‘z’
unb :
e=)a%F b% a=) e —b% b=})"e" —al

Die Hauptaye einer Hpperbel ift 0-4m bie Nebenaye 0°5m; wie grof ift bie
Ereentricitit ? X ;

Die Cycentricitit eimer Hyperbel ift 5-12dm, bie Hauptaye 3:85dm; ivie grof

ift bie Nebenare? ! ] .
Die Grcentricitit einer Hhperbel ift 3dm gem  bie Nebemaye 2dm om: fuie

grofy ift bie Hauptaye?

Bejdhreibt man aus pem Wittelpunfte O mit ber Crcentricitit O A
al8 Halbmefier einen Kreid und zieht in bemfelben buvd) die Scheitel
C und D bdie auf AB fenfreciten Sefnen G G' und HH', jo ijt
CG = CG*=BH = BH' =}e*—a*=b.

Die durd) bdie Punfte G unp H', bann H undb G’ gejogenen
Gevaven G H’ und HG’, weldhe jugleich duvd) den Wittelpuntt O gehen
mitffen, Beifen bie Afipmptoten dber Hiyperbel.

§. 145. Beftimmung der Leitfralen einer Hyperbel.

©8 fei (Fig. 149) ver Mittelpuntt O dev Dhperbel zugleidy dex
Anfongspuntt der Soordinaten und die Hauptare die Abfciffenare.

3ft nun M ivgend ein Punft ber Hoperbel, alfo AM — BM = 2a
und fino OP = x und y = MP bie Ccorbinaten biefes Punftes, fo
ethilt man auf gleiche Weife, wie fiiv die Ellipfe in §. 139,

ex ex
AM = — +a, BM=——#&

8. 146. Gleidung der Hyperbel.
Man exhilt, wie fir die Ellipje (§. 140),
(a® — e x% + a%y'i=a? (3’ —¢7).
Da jedodh hier a®— e* = — b ijt, o exgibt fich
~ —bx%+4aly? = — a®b?, ober bx®—a’y?=a’b?
alg die Gleichung der Hypevbel.

7;;!-
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- Jolgerungen.

1. Wird die Gleichung der Hyperbel nach y aufgeldjt, jo erhalt man
bk = S-Vx“ —a% ©p lange x <<a ift, fillt y imagindr aus;
fitv folche Ubfciffen gibt e8 alfo feinen Punft ber Hiperbel. Wird
X > a angenommen, fo erhilt man fifv y zwei gleiche aber entgegen-
gefeste Werthe; bie Ubfciffenaxe halbivt baher alle auf ihr fenfrechten
©elnen der Hiperbel.

2. Wit man bie Gleidung der Hyberbel nadh x auf, fo ergibt
fih x = =+ ;—Vy" —+ b%; woraus folgt, daf ju jebem TWerthe von y

awei gleihe und entgegengefetste Abjcijferr gehoven; die Hioperbel erftvedt
fih alfo in congruenten Aeften ju beiven Seiten ber Ordinatenaye.

3. Da x und y jeben nod) fo grofen Werth annehmen Fdunen,
jo folgt, baf bie Hoperbel nidht jo, wie bev Kreid ober die Cllipfe, in
fich felbjt suviifefrt, fondbern bdaf fich ihve Hejte in’8 Unendliche
audoehuen.

4; Falt man von einem Punfte K (Fig. 149) einer Affymptote G'H
auf die Hauptage eine Sentrechte K P, weldpe bie Hiperbel in M jchneidet,
fo ijt KP:OP=HD:0D obexr KP;:x=Db:a, bafer
Kl — ;.x any KEY — g:.x".

Da mmm MP*= 2—: (x* — a?) ijt, o folgt
KP? — MP* = b® oper (KP + MP) (KP — MP) = b?

b!k
babef KPP s MPE =EKM— m
Wennx grifer wird, nehmen auch KP und M P zu; mit bem Wadhfen
bon KP 4 MP nimmt aber, da b® unvevdnderlich ift, der Abjtand K M
ab; biefer wird daher nnendlich flein, mwenn x unendlich wichjt, o. b
bie Hyperbel ndhert fich immer mehr und mehr dev ffpmptote G* H,
ofne fie je su erreichen. Dasjelbe gilt von der Affpmptote GH-

5. Fitv a = b geht die Gleichung ver Hhperbel itber in
XQ —- il —_ az_

Jn diefem Falle wird die Hyperbel eine gleichfeitige genannt.

S Gine Gerabde, welde ben von ben Leitftralen
eined Punttes gebilbeten Winkel halbivt, ijt eine Tangente
ber Hihperbel

Wird (Fig. 150) der Winfel AMB durdh bie Gevadbe MF halbirt,
macht man EM = BM unb ieht bie Gervabe BE, o ijt A\ BMF X2 EMF,
paher BF = EF undb MF | BF. 3t mun N ivgend ein von M vers
johiebener Punft der ME und 3ieht man AN, BN und FN, jo iit
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ig. 150. /\ BNF =2 ENF, baher BN
= EN. 68 ift bafer aud

N AN — BN = AN—EN;

aber AN — EN << AE,
fomit auch AN — BN << AE,
ober, ba AE=AM—EM
=AM—BM=CD i,
AN BNz CD; 00 1
per Punft N liegt auferhalb
A / 0 TD\B X ber Hiperbel. Da basfelbe andh

bon jebemt anberen Punfte der
F'M, den eingigen Puntt M aus-
genonmumen, betwiefenn iwerben
fann, fo ift F' M eine Tangente
ber Hiperbel. j
Jolgefak. Jede Tangente ber Hhperbel bilbet mit ben
Qeitftralen dbed Bervithrungspunttes gleiche Winfel
Aufj bdiefen Sap griinbdet fidh bie optijche Erjcheinung, daf von
einem Hhperbolifch gefdhliffenen Hoblfpiegel Lichtftralen, bdie won eimem
Brennpunfte ausdgehen, jo veflectivt werben, al8 ob fie vom anberen

Brennpuntte Herfimen.

L3 Die Parabel.
8. 148. Die Parabel ift eine frumme Linie, in welder jeber
Punft von einem gegebenen Punfte ebenjo tweit entfernt ift al8 von einer

gegebenen Geraben.
Wenn (Fig. 151) AB bie gegebene Gevabe,

Fig. 151,
4 , und C ber gegebene Punft ift, fo ift die Linte
- V MEOFN ecine Parabel, wenn fiir jeben Punft M
MC = MQ ijt, wo MQ | AB angenommen oirb.

0 Die gegebene Gevave AB lheifit bie Leite
D \\U X linie, ber gegebene Punft C der Brennpunkt
Fl

per Pavabel. Die Strede MC, welde man bon
N einem Punfte M ber Pavabel zum Brennpunfte
s sieht, wird ber Qeitftral jened Punfted gemannt.
B Die @eradbe OX, welde durd) ben Brennpuntt
fenfrecht auf bie Qeitlinie geyogen iwivd, heifit bie Adhje, und ber
Punft O, in weldhem bdie Achje von der Pavabel gefchnitten tird, ber
Sdheitel der Parabel. :
3ft die Entfermmg eine8 Punftes von dem Bremnpuntte grofer
ober Fleiner al8 deffen Gntferming von ter Leitlinie, fo liegt er begiiglidy
auferfalb ober innerhalb ber Pavabel. : ;
Da OC = OD ift, fo folgt: Die Parvabel jdhneidet ihre
Are in der Mitte jwifden bem Brennpunttenndder Leitlinie.




Bieht man durd) ben Brennpuntt eine oauf bie Are fenfrechte
Sefne BF, fo find ihre Endbpunite E unb F, ba jie von ber Leitlinie
gleihen Abftand Haben, audh vom Brennpunfte gleich weit entfernt. Die
Sehne EF feifit der Barvameter der Pavabel. Driidt man ben Para-

meter burdh) 2p aus, fo ift CE=CF =p up OC=0D = £.

§. 149. Beftimmung eined Leitftvald ber Pavabel

RNimmt man (Fig. 151) den Scheitel O ber Pavabel alé Anfangs-
punft der Goorbinaten und OCX al8 bie Abfciffenare an und finb fiir
einen beliebigen Punft M ber Parabel x = OP unby = MP bie Coordinaten,

fo bat man CM = MQ = DP = OP + 0D, aljo
M =x -+ %
§. 150. Gleidhung der Parabel.

Ang dem rvedhtwinfligen Dreiede MPC (Fig. 151) erhdlt man
MP2 — CM2 — CP2, ober

v =(x+2) — (x—1)’, woraus fich

yoi=Zpx
alé bie ®leidhung der Parabel evgibt.
Jolgeruugen.

1. %us y* = 2px folgt y === ]/ 2p=x. Bu jebem pofitiven
Werthe vont x gehiven demnach zwei gleiche, aber entgegengefeste Or-
binaten; bie Pavabel dehnt fidh aljo ju beiben Seiten ber Abjciffenaye
in 3wei congruenten Aejten aus, und war in’s Unendliche, dba x und v
jebe beliebige ®rife erveichen fnnen.

2. Fiiv ein negatives x ird y imagindr; negativen Abjcijfen ent-
fprechen daher feine Punfte der Parabel.

3. Aus y2 = 2px folgt 2p:y =y:x, b. h. bie Orbinate
eineé jeben Punftes der Pavabel ijt bie mittlere Propor-
%nngfeggmifﬂ;en bem Pavameter und ber Abjciffe dbesd

unftes.

§- 151. Die Abjciffen dev Punfte einer Pavabel ver:
halten fidh wie die Qunadrate dev jugehdrigen Ordinaten.
Sind x‘ und x” die Abfciffen, y* und y* bie jugehbvigen Ovdis
naten gweier Punfte einer Pavabel, deven Pavameter 2p ift, fo hat man
2px’ = y'? und 2px" = x"%, baher
e e L
§. 152. Gine Gevade, welde ben Nebenmwintfel bes pon
bem Leitftvale eines Bunfted und der dburd) dviefen Punft

gur Are Pavallelen gebilbeten Winfels Halbivt, ift eine
Langente ber Pavabel.
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Fig. 162. @8 jei (Fig. 152) MS || OX und
MQ bie Berlingerung der MS. - Halbirt
man den Winfel CMQ bdurdy die Gerabe
MT, fo bat biefe mit ber Bavabel mur

R =
a 4, 9 g penn Puntt M gemeinjdhaftlich.
/ i Denn zieht man CQ, joift /\ CMF
/ o0 QMEF, bafer CF = QI unb MI | CQ.
ol ¢ s

RNimmt man nun in der MT ivgend einen
aufler M liegenbenr Puntft N an unbd zieht
CN, QN undb NR | AB, fo it /\ CNF
22 QNF, baher CN = QN; aber QN > NR,
aljo aud) CN > NR, b. . ber Punft N
liegt auferhalb ber Pavabel. Dasdjelbe fann
pon jebem Punfteber MT, beneingigen Punit
B M audgenommen, beiefen werben; alfo it
MT eine Tangente der Parabel,

Folgefate.

1. Sebe Tangente einer Pavabel halbivt ben Winfel,
pen ber Leitfiral bes Beriihrungspunited mit ber burd
piefen Buntt jur Are parallelen Gevaden bildet.

Denn Winfel CMT = QMT; aber QMT = SMN, alfo and
CMT—=SMN.

i biefem Saye beruht die Anwendung pavabolijdher Hohlipiegel.
Fallen ndmlich Licht-, Wirme- oder Schallftralen pavallel mit der Aye
anf ben Spiegel anf, o vereinigen fie fich nach der Reflegion im Brenu-
punfte. Umgetehrt: Die vom Brennpuntte ausgehenden Stralen werden
von bem ©piegel pavallel mit dev Age veflectivt.

2. Der Fufpunft einer Tangente der Pavabel in bder
Are und ver Beviihrungspunft find von bem Brenupunite
gleid) weit entfernt.

Denn Binkel CMT = SMN; aber SMN = CTM, alfo aud)
CMT = CTM, daber in dem Dreiece CMT die Seite CT = CM.

Conjtructions - Anfgaben.

1. Wenn die grofe Are und die beidben Brennpunite
einer Gllipfe gegeben find, beliebig niele Puntte perfelben
3u beftimmen.

a) ©8 feien (Fig. 145) A und B bie Brennpunfte und O die Mitte
ifres Ubftandes. Veadht man O C = OD gleidy der halben grofen
UAge, fo finb C umb D bie Scheitel der Ellipfe. DBejdhreibt man
mit der Balben grofen Are OC a8 Halbmefjer aus A und B
QRreighogen, fo geben ihre Durdhjchuitte E und F die Enbpuntte
ber fleinen Are.
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RNimmt man ferner wijden A und O einen beliebigen Punft V
an, befdyreibt aus jebemn Brenupunfte mit bem Halbmeffer CV,
bann ebenfo mit dem Halbmeffer DV nady oben und unten Kreis-
bogen, fo findb bie vier Durdyjdhnittdpuntte M, N, Q, B Punfte
per GWlipje, weil fiir jeben bderfelben der eine Leitftral = CV,
ber anbere — DV, aljo ihre Summe = CV 4 DV, b. i. ber
grofien Are gleich ift. Uuf diefe Avt fdnmen, wenn man wijden
A unb O verjdjiebene andere Punfte annimmt, beliebig viele Puntte
per Gllipfe bejtimmt werben. Berbinbet man bdiefe burdy eine ftetig
gefritmmte Linie, fo exhilt man bie verfangte Ellipfe, und war um
jo genauer, je mehreve Punfte berfelben beftimmt wurben.

Gine 3weite Anufldjung berubt auf §. 141.

Durch bie grofie Are undb bie beiben VBrennpunite einer Ellipfe
ift auch bie fleine Aye gegeben. Befdyveibt man nun itber ber grofen
Are ald8 Durdhmefjer einen RKreid, zieht in bdiefem beliebig viele
Orbinaten, verfitvst fie in dem BerBiltniffe der grofien jur fleinen
Are und tragt fobann biefe perfiivgten Orbinaten auf dbie Kreis-
‘ g‘ti[)'infaten auf, fo find ihve Gnbpunfte eben fjo viele Punfte ber

ivfe.

c) Medyanijche Conftruction der Elfipfe.

Wean befeftige in dem Brenupunfte jwei Stifte, lege um bdie-
felben einen an ben Gnben jujommengebunbenen Faben, bdefjen
Ringe gleidh ift ber grofen Are vermehrt um den Abjtand der Brenn-
puntte. Spannt man jodann den Fadben mittelft eines Jeichentiftes
und fiihrt biefen um bie Brennpunfte {o Herum, daf ber Faben
immer ftraff gefpannt bleibt, jo Dejchreibt bex Beichenftift wihrend
biefer Beweguny eine Elipe.

2. Durd) einen Punft M (Fig. 148) ber Ellipfe an biefe
eine Tangente ju ziehen

Berlingert man den Leitftral BM itber M hinaus, fo darf man,
um bie Lage der Tangente MN 3u evhalten, (nadh §. 143, Folgef.) nur
ben Winfel AME Balbiven. Man macht daher ME = M A und be-
fdhreibt aus E und A mit demfelben Halbmeffer Rreidbogen, weldhe fich
in N jdyneiven; die durd) N und M gejogene ®evabe NMT ijt bie ver-
langte ‘Cangente.

3. Wenn bdie Hauptare und bdie beiben Brennpuntte
ber Dhperbel gegeben find, beliebig viele Punite berjelben
ju beftimmen.

a) €8 feien (Jig. 149) A und B die beiven Brennpunfre. WMan ver-
binbe biefelben burdy bie Strede A B, Balbive bdiefe in O, und trage
von O aus bi8 C undb D die Halbe Liinge ber gegebenen Hauptage
auf; CD ift mumn die Hauptaye ver Hhperbel, C und D find ifre
Sdpeitel. Jun nehme man in der Gevaden BX irgend einen Punft
V oan, und bejdyreibe mit dem Halbmeffer CV aus ven beiden
Brennpuntten nady oben und unten Bogen, Hievauf eben fo mit dem

b

~—
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Halbmeffer DV, fo werben die Durdhjhnittspuntie M, N, Q, R
biefer Bogen in ber Hiperbel liegen; benn e ift fitv jeden bers
felben ber eine RLeitftral gleih CV, ber andere gleih DV, alfo
ihr Unterjcdhied gleih CV — DV = CD. RNimmt man in bder
®eraben BX veridyiedene anbeve Punfte an und verfdhrt auf bdie
eben angegebene Weife, fo fann man dadurch beliebig viele Punkte
evhalten, elde, buvd) eine ftetige Qinie verbunben, die verlangte
Hiperbel geben.

Medanijche Conftruction.

Fig. 153.

Man befeftige (Fig. 153) in dem einen Brennpunfte A bie
eine Rantenede eined Lineald AL, und an deffen anbever Ede L
bas Gnbe eined Fabens, beffen Linge £ um bie Hauptare CD Fleiner
ift al8 bie Linge bes Lineals, fo baf man hat: AL — f = CD.
Das anbeve Enbe des Fabend wirb im iweiten Brennpunfte B be-
feftigt. = Dreht man nun bad Lineal um bic Kanfenede A und
jpannt babei ben Faben mitteljt eined Seichenitiftes M an bas Lineal
ftvaff an, o bejdyreibt ber Stift einen Theil ber Hiperbel; benn
e ijt fitr jedbe Lage vom M
AM—BM=(AM-++ML)— (BM+ML)=AL — f=CD.

Auf gleiche Weife fonnen durdy die Drehung bed Lineald und
bie Bewegung des Stifted auch bdie itbrigen Theile der Hiperbel
befdhrieben twerben.
4, Durdh einen Punft M (Fig. 150) der Hohperbel an

piefe eine Tangente ju ziehen.

Man 3iehe die Leitftralen AM unb BM unb Halbive ben Winfel

AMB; bie Halbivungslinie MF ift bie verlangte ZTangente. (§. 147.)

5, Wenn ber Brenupunft und bie Leitlinie einer Pa-

vabel gegeben finb, beliebig viele Punfte berfelben ju be-

ftimmen. ;
a) G¢ fei (Fig. 151) AB bdie Reitlinie, und C ber Brennpunft. WMan

siehe vom Brennpunite auf die Leitlinie eine Senfredhte CD, unbd



verlingeve biefe iiber den Bremnpunit Hinaus. Halbivt man nun
benr Abftand CD im Puntte O, fo ift O ber Scheitel, und OX
bie Age ber Pavabel. Nimmt man in der grofien Age irgend einen
Punft P an, evvidhtet in diefem auf die Are eine Senfrechie, mifit
ben Abjtand diefer Senfredhten von ber Leitlinie, b. i. die Strede
PD und bejdhreibt dbamit aus bem DBremnpuntie nacdh oben und
unten Bogen, iwelde jene Senfredite in den Punften M und N
purcdpjchneiden; fo find M undb N Punfte der Pavabel, weil fie von
ber Yeitlinie eben fo weit abftehen, al8 vom Bremnpunfte. Wenn
man auf biefe Weife fehr viele Sentredhte auf der grofen Axe er-
vidhtet unbd fie gehorig duvchichneidet, fo erfhilt man beliebig viele
Puntte der Pavabel. Riegen biefe fehr nahe an eimanbder, jo gibt
ihre Berbindbung mit einem freien Suge die verlangte Pavabel.
b) Medjanifhe Conftruction.

Man nehme ein bei D rechtwintliged hislzernes Dreied EDF

(Fig. 154), und einen Fadben von der Linge DE, befejtige das eine

Fig. 154, GEnbe bes Fabens im Brennpunfte C und
4 bad anbeve in E. Dann [dt man bas
T’F Dretect mit der Kathete DF [ings dev Leit-

linie AB fortgleiten und fithrt jugleich) ben

- Beidbenftift M [ings per Kathete DE {o

B gl fort, baf babei Der Faben immer ftraff ge-
E

fpannt bleibt. Der Stift M befdyreibt badurd

D M ben obeven Aft der Pavabel; denn ed ivird
e bei jeber RLage bed Dreiedes die Faben-
€
X

linge CM bem abgemwidelten Stitde DM
ber Rante DE gleidh) fein, d. B. e8 wird

Sl in jeder Lage ber Punft M vom Bremn-

Mty punfte eben {o weit abftehen al8 bon bev

o Te=o Qeitlinie. Mlm den unteven Aft dev Pavabel ju

LB exhalten, breht man bad Dreiedt fo um, baf
bie Rante D ' in bie Ridhtung G B fallt, und verfihrt bann wie vorhin.
§ig. 165. 6. Wenn der Scheitel unbd

per Pavameter einer Parabel
u  gegeben fjind, beliebig viele
Punfte berjelbenzubeftimmen.

M’
\ Die Anfldfung beruht auf §. 150,
PT

1

3 umdb §. 127, 2.

G3 jei AB (§Fig. 155) ber
Parameter, A ber Scheitel und AX
bie NAyxe der Pavabel. Dian nehme
beliebige Abjcifjen AP, AP’,... an
und befchreibe iiber BP/ BP,. .. al8
Durdymeffer Kveife, welche die in A
¥V ouf AB ervidhitete Senfrechte in ben
PBunften R, uud S, R und §,....

o

/

a:
N
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jdhneiben. Bieht man nun burch biefe Puntte Pavallele ur Ure, jo werben
biefe bie in P, P/,... auf die Aye evvichteten Senfredhten in den Punkten
Munb N, M’ und N’... jchueiben; bieje find danu Bunfte der Pavabel.

7. Durd) einen Puntt M (Fig. 152) der Pavabel anbiefe
eine Tangente ju ziehen.

a) Man Halbive den Winfel CM Q, indem man aug C und Q mit
pemfelben Dalbmeffer Kreisbogen bejdhreibt, weldhe fidh in S
jchneiben unbd 3iehe die Gevade SM; biefe ijt bie verlangte Tan-
gente. (§. 152.)

b) DMan bejdhreibe aud dem Bremnpunfte C mit bem Leitjtvale C M
al8 Dalbmeffer einen Kreidbogen, welder die verldngerte Are in
T {chueivet unb ziehe TM. (§. 152, Folgej. 2.)



Bweiter Theil.
Die Stereometrie.

Grfter Abfdinitt.
@erade Linten und Ehenen im Bawme,

§ 153, Durd) zwei Punfte wirh eine Gerade nollfommen be-
ftimmt, b. H. es [ift fih burcdh swei Punfte eine einjige gevabe Linie
sieben. Regt man nun burch biefe Gervabe eine Ebene, fo fann man
biefelbe ving8 um die Gerade Herumbdrehen, wodurdy fie unzihlig viele
verfdhiedene Ragen einnimmt. Duvd) jwei Punfte ober durd) eine gerabe
Linte ift bemmnach eine Gbene nicht bejtimmt. Nimmt man aber aufer
per Gevaben nodh einen bdritten Punft an, fo with ed unter jenen
unzdhlig vielen Lagen, welde die Ebene wihrend ihrer Umbdrehung an-
nebmen fann, eine eingige geben, in weldjer die Ghene duvd) die gevade
Linie und den aufer ihr liegenden Punft geht. Durd eine Gevabde
und einen aunffer ihr liegenden Punft, ober burd) dbret nidt
in einer gevaben Rinie liegenbe Punfte fann demnady eine
etngige Ebene gelegt mwerben.

Gine Ebene ift ferner vollfommen beftimmt:

1. durd) swet fich fchueibende gervade Linien,
2. burd) zwet pavallele Linien.

§ 154, Bmwei Gerade im Raume fonnen eine dreifade
Rage gegen einanber Baben; entweder find fie pavallel, ober fie
fhneiden fidh in einem Punfte, ober 8 ift Feines von beidben der
Fall, die Linien gehen nimlid) an einanber vovbei. 3n den jwei evften
Fdllen liegen bie beiben Geraben in einerlei Gbene, im britten Falle
laffen fie fich nicht in einer und derfelben Gbhene vorftellen.

1. Rage der Geraben gegen eine Ehene.

§. 155, Gine Gerade, weldhe nidht in einer Ehene liegt,
fann biefe Ghene nuv in eimem Puntte treffen.
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Denn tvife bie Gevade die Ebene noch in einem jweiten Punfte,
fo miifite fie ganz in die Gbene fallen. (§. 3.)

DQer Puntt, in weldem eine Gerave eine Ehene chneidet, Beift
per Fufpunit biejer Geradben in per Gbene.

§. 156. Gine Gevabe ded Raumesd fann gegen eine Ebene
in einer breifachen Rage gebacht werben: entweder fillt bie Gevabe gamy
in die Ebene; ober ed fdymeidet bie Hinveidend verlingerte Gerade bie
@&bene in einem Punlte, fie ift gegen die Ehene gemeigt; oder ed trifft
pie unbegrenst vevldngerte Gerabe mit der beliebig evmeiterien Gbene
nie jufammen, bie Gerade ijt mit ber Cbene pavallel,

Gine gegen eine Gbene geneigte Gevadbe fann auf devfelben jent-
vedyt ober jchief aufftehen. Gine Gerade heifit auf einer Ebene fenks
vredht, wenn fie auf jeder Gervaben, welde burd) ihren Fufpuntt in
biefer Gbene gejogen wirb, fenfredyt fteht; fonjt beifit fie auf ber
Ebene jhief.

§. 157, Steht eine Gevade auf jwei Gevaben, welde
purd ihren Fufpunft in einer Ebene gezogen wevdben, jenks
vecht, jo jteht fie aud) auf jeber andberen burvd) ihren Fufp:
punft in biefer Ehene gegogenen Gevaben, folglich auf dber
Gbhene felbft fenfredt.

Fig. 156. Beweis. G jeien (Fig. 156) OA und
OB jwei Gevade in per Ebene RS, undb MO
| OA, MO 1 OB; ferner fet OC eine britte
in diefer Gbene purdy O willfiivli) gezogene
Gevape. Man verlingere die Gerade MO big
N, jo baf bie auf ber entgegengefetsten Seite bex
Gbene R S liegenve Verlingerung ON=0 M tjt,
unb ziebe A B, melche die OC in C fdhneidet,
fenerMAund N A ; panuift AMOASSNOA,
folglich MA = NA. Bieht man MB unp NB,
fo ift ebenfo A\ MOB 22 NOB, daber MB =
/ NB. Dann aber find die Dreiee MAB unbd
N NAB congruent, baher . MAB =NAB.
Bieht man enblich nod) MC und NC, o ijt aud AMAC%DNA ,
daher MC =N C. Das/\ CMN ijt alfo gleichichentlip, daher CO | MN
(8. 59, 1), ober MO | CO; folglich auch MO | Ebene RS.

Solgefabe.

a) Bon einem Puntte aufierhalb einev Ebene fann auf dieje nuv eine
Cenfredite gegogen werben.

b) S einem Punfte einer Ghene fann auf diefe nmur eime Senfredyte
evvichtet werben.

¢) Die Senfrechte ijt die fiivzefte nnter allen Strecen, die bon einem
Punfte auferhald einer Ebene su biejer gegogen werden fdnnen; fie
gibt baber vie Entfernung bdiejes Punited von der Ehene am
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§. 158. 1. Steht vou swei pavallelen Gevaden bie eine
auf einer Ebene fenfredt, fo ftelt aud bdbie anbeve auf ber-
felben fenfredt. :

Fig. 167. @8 fei (Fig. 157) AB||CD undp AB |
A ¢ Gbene RS. Da AB und CD in einer Gbene

\ liegen, welche bie Ebene RS in ber ®evaben
AN

7 BD fdueibet, {o ift wegen AB | BD audy CD
1 BD (§ 27, 2). Bieht man AD, ferner in ber
Gbene RS bie DE | BD und macit DE =AB,
fo ift AABD22EDB, baher AD=BE; baun

- . iit NADE 2 EBA, bafjer Bintel ADE =

EBA=R, b i DE | AD, folglih DE fenfrecht auf per Ebene

ADB unbd fomit aud auf ber in biefer Ebene liegenden CD. Die CD

ift baber fenfvecht auf BD uund DE, folglidy auch auf der Gbene RS.

2. Stehen 3wei Gevabe auf einer Ebene fenfredt, fo
jind fie pavallel

Wire nicht die eine Senfrechte mit der anbern pavallel, fo miifite
fich ourdh ihven Fufpunit eine andeve mit ber weiten pavallele Gerabe
steben laffen; bdiefe aber wdve nad) 1. anf ber Ghene fenfrecht, was
nidyt miglich ift, weil in einem Punfte anf eine Ebene nur eine Sent-
vechte evvidhtet wevdben famn.

Solgefoh. Alle Senfrechten von ver{chiedenen Punften einer Ge-
vaben auf eine Gbene liegen in einer eingigen Gbene, baher alle ifhre
Fufpuntte in einer eingigen ®eraben. ;

§ 159. 1, Bwei Geradbe, beven jebe einev dritten e-
vaben im Raume pavallel ift, {ind unter einander pavallel

Dentt man fich ndmlid) eine Ebene conftruivt, auf welcher bie
britte @evade fenfredht ftebt, jo miiffen nad) §. 158, 1 aud) bie beiden
eviten ®eraben auf diefer Gbene fenfredit ftehen, folglidh nach §. 158, 2

unter einanber pavallel fein.

) ! 2. Bwei Wintel tm Raume, dbeven Sdhenfel paarmeife

parallel {ind, {inba) gleich, wenn beidbe Paaredber Scdhentel

in bemfelben, obev Deide imentgegengefeten Sinne pavals

Tel find; bagegenb) Supplementwintel, wenn jwei Schenfel

in bemfelben, bie beiben andbeven abevim entgegengefetsten

©inne pavallel {inbd.

Beweisd. a) &3 jei (Fig. 168) AC || A“A” unp BC || B‘B“.

$ig. 158, Macht man AC = A‘C/, und BC

B! Cch‘(:“;’,Bunb 3&32 ijaai.e @emb;.u AA, ]j’; Ii’,

i ’ Tkt i undb A'BY, fo ijt bann <
A Cf/f\ 54" gleih und pavallel mit CC/, ferner B B
/ i f' gleich und pavallel mit CC’ (§. 62, 2),

g L emi mithin aund) AA’ gleih und pavalfel mit
e BB’ (§.159,1) ;folglichiftanch) AB= A‘B*

o= N4 (§.62,2). Dannaberijt A\ ACBXAC'B/,
paber Winfel ACB=A‘C'B".
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Wegen W. A'C'B’ = A" C/B” ijt aud) W. ACB = A“CQ'B".
b) Nad) a) it ACB = A'C'B’, aber A‘C'B’ A" C'B'=2R,

folglich auch ACB 4+ A" C/‘B'=2R. j
§. 160. Wenn man von dem Endpuntte einer Strece, welche auf
einev Gbene {dhief {teht, auf biefe eine Senfrechte 3ieht, fo Beifit bie
Sivede jwifchen ben Fufpunften bder Senfrechten und der gegebenen
Strede bie Projection diefer Strede auf die Ehene. Iit (Fig. 159)
BC | Gbene RS, jo ift AC bdie Projection der AB auf die Ghene R S.
Der Winfel einer Gevadben mit ihrer Projection auf
eine Gbene ift bev fleinfte von allen Winfelu, welde biefe
Gerabe mit den durd) ihren Fufpunft in der Ghene ge-

sogenen Gevaben bilbet.
Fig. 159. G8 fei BC | Gbene RS, aljo AC
B pie Projection der Gevaben AB auf die Ebene
RS. Bieht man purd) A in der Cbene RS
ivgend eine anbere @erabe AD, madit AD
£ + = AC unb jieht nody CD und BD, fo ijt
A: A c BC<BD (§ 38, 1). Su bpen Dreiecten
5 BAC und BAD ijt bann auc) der Winfel
P S BAC<BAD. (§ 57.)

Der Wintel, welden eine Gerabe mit ihrer Puojection auf eine
Gbene bilbet, with ol8 bad Maf ber Neigung ber Gevaben gegen bdie
Gbene angenommen und heifft ber Neigungswinfel berjelben.

§. 161. Jijt eine gerade Rinie mit einev in einer Ebene
liegenden @evaben pavallel, fo ift fie mit bev Gbene jelbit
pavallel

Fig. 160. 3it (Fig. 160) AB || CD, fo
lagt fich durch bie beiben Gervaden
4 B eine Gbene ABCD legen. Sollte
T numn die Gevade AB bie Ghene RS
R | ><T/ in cinem Punfte O fdhueiven, fo
/ 70  miifite derfelbe fowohl in der Ebene
c D / RS alé audy in der EGbene ABCD,
e jomit in ihrer Durdhjchnittslinie CD
S liegen. Diefes ift aber unmiglich,

ba AB||CD; e mufi alfo AB || Gbene RS fein.

2. Qage der Ebenen gegen einander.

8 162. Wenn fidh zwei Gbenen jdneiden, fo ift ifhr
Durdyjdhnitt eine gerade Linie.

Wire bie Durchichnittslinie nicht gevade, jo mitfte e8 in berfelben
prei Punfte geben, die nicht in gevaber Linie liegen. Daun miifiten bdie
prei Punfte in beiven Ghenen liegen, und bdaher diefe gegen die Vovaus-
f'ﬁ?ﬁi}fg}\_eiue einzige Gbene bilben.

N
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§. 163. Bwei Cbhenen fonnen gegen einanber in einev dreifachen
Lage gedbacht werben : entiweber fallen bie 3wei Ebenen gany jujommen,
ober fdhneiben fid) bie BHinveichend evweiferten Ebenen in einer gevaben
Linie, fie find gegen einanber geneigt; ober ed tveffen bie beiven Ehenen,
fo mweit man fie aud) eviweitern mag, nie jujammen, fie find pavalfel,

§. 164. Wenn fich zwei Ebenen f{chneiden, o bheit die Grife
ber Drehung, welde die eine Ebene um bdie gemeinjdhaftliche Durdh-
fchnitt8linie machen muf, um in die Lage der andeven Ehene ju gelangen,
ber Fladdhenmwinfel ober Keil ber beiden Ehenen; bdie gemeinjdhaftliche
Durdbfchnittslinie ber Ebenen nennt man bdie Kante und die Heiden
Gbenen felbft die Seitenflidhen des Fladenmintels.

Fig. 161. Sn Fig. 161 finb AB bdie Rante, AD und

! AF bie Geitenflidien bed von ben Ebhenen AD und
B AT gebilbeten Flichenwintels. Man bezeichnet diefen
Wintel purdy D (AB)F.

0 Grriditet man in einem Dbeliebigen Punfte O
per Rante AB auf biefe in ben beiben Seitenflichen
bie Sentrecdyten OM unb ON, fo Deifit der von biefen
Genfredhten gebilbete Winfel MON ber Neigungs-

¢ winfel der beiben Seitenflichen.

Je nadbem ber Neigungdwinfel zweier Chenen eim vedhter ober

Fin {chiefer ift, heifen biefelben jenfredyt over jdhief auf eimander
tefend. ‘
Da 3u gleichen Fladenwinfeln aud) gleihe Neigungswinfel und
umgefehrt gehdven, fo nimmt man die Grife des Neigungswinteld ber
Seitenfladyen eined Flachenwinfels als Waf fiiv die Grife des Fliden-
winfel§ an.

§. 165. Steht eine Gerabe fenfredt auf einer Ehene,
fo jteht audh jebe dburd) bie Gevade gelegte Ebene fenfredt
auf jener Ebhene.

§ig. 162, Es fei (Fig. 162) AB | Gbene RS unp
burd)y AB bie Gbhene ACD gelegt. Bieht man
in ber Gbene RS auf die Durchjdhnittslinie CD
betber @benen die Senfrechte BE, fo ift, da
auh AB | CD, Binfel ABE ber Neigungs-
winfel bder beiben Gbenen; allin ABE =R,
weil AB | RS; folglich
s Ebene ACD | Gbene RS.

§ 166. 1. Werben zwei pavallele Ebenen von einer
britten gejdhnitten, fo fiud die Durdjhnittdlinien parvallel

Denn  witvben die Durdhichnittslinien verlingert fih in einem
Punfte fhneiden, fo miifite diefer in jeber der beiven Gbenen liegen,
wad nach der Borausfegung unmdglich ift.

A
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- 2. Parvallele Streden zwifden pavallelen Ebenen
find einanbder gleid.

Der Beweis folgt aus 1. und §. 61,

Folgefot. Alle Sentrechten sivijchen gwei pavallelen Ehenen find gleidy.

Die conjtante Linge einer folden Senfrechten gibt den Abftand
ber beiben Gbenen an.

§. 167. 1. Steht eine Gerabe auf zwei Ebhenen fent-

redpt, jo find biefe pavallel

Big. 163. E8 fei (Fig. 163) AB | AR und
AB | RS, fo muf AR||BS fein.
Witrden fic) bie beiden Chenen jchneiben,
jo. miiften bie Senfredite A B und bdie
Berbinbungsjtreden ihrer Fufpuntte mit
irgend einem Punfte O ded Durchjchnittes
beiber Ebeuen ein Dreted ABO bilben,
worvin 3wei vechte Winfel vorfimen, was
- nicht miglidh ijt.

2. Steht eine Gevabe auf einer von 3wei parallelen
Ebenen fenfredit, fo fteht fie aud) auf ber andbeven Ebhene
jenfredt. (Fig. 163.)

8 fei AR||BS unb AB | AR. Wiivbe AB auf BS {dief
aufliegen, alfo 3. B. ber Winfel ABD ein jdyiefer jein, fo miifiten in
per Ghene ABD bdie ®eraben AC und BD verldngert fich tveffen, fo-
mit die Gbenen AR undb BS erweitert fich jhneiden, was gegen bie
Lorausfetung ift.

§. 168. 1. &ind jwei Ehenen einev dbritten parallel, fo

find fie aud unter einanber pavallel
Denn ervichtet man auf die dritte Chene eine Senfredhte, jo muf

piefe (8. 167, 2) aud) auf ben beiven erfteven Cbenew fenfrecht ftehen,
folglich find biefe (§. 167, 1) einanber pavallel.

2. Durd) einen Punft auferhalb einer Ebene fann nur
eine mit biejer pavallele Gbene gelegt werden.

Folgt inbivect aud 1.

3. Kirperlide Eden.

§. 169. Drei ober melhrere Ebenen, bdeven Duvdhjchnittslinien
buvch einen und tenfelben Punft gehen, fchliefen einen nadh einer Seite
bin unbegrengten Raum ein, welder eine férperlidhe € de, auch blod
Ede genannt wivd.

Der Punft, in weldhem bdie Durdhidhnittslinien ber Gbenen ju-
jammentveffen, heift der Sdyeitel; bdie Duvchichnittdlinien jelbjt nennt
man bie Ranten; die Winkel je jiveier auf einander folgender Kanten
bie Qantenmwminfel und ihre Chenen die Seitenflidhen; enbdlidy bdie

Mocnit ,iGeometrie fiiv Lehrevbilbungdanitaiten, 8
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Neigungdwinfel je jweier benachbarter Seitenflichen die Fladenmwinfel
ber Gde. ]

Fig. 164. it (Fig. 164) S der Scheitel der Ede unbd
finb SA, SB, SC peren Ranten, fo bezeidhnet man
pie Ede durdy SABC.

Jebe Ede wird einerfeits bdurd) den Scheitel
und bie Seitenflichen begrenzt, anbererfeitd aber ift
fie vollig unbegrenst. Cine Ede theilt alfo ben Raum
in jwei theilbeqrenzte Rdume und ed gehrt baher
it jeder Gde immer nod) eine jweite, deven Flichen-
winfel nach bem anbern theilbegrenzten Rawme hin
liegen. Pian nennt die eine bie AnfFene deder anbern.

Hier follen nur folde Gden betraditet werben, beren Ranten- und
“Fliichentvintel Hohl find. _

Gine Ede Hat fo viele Kantenwinfel und fjo viele Seitenfllichen

‘al8 Ranten. Nach der Anzabhl derfelben untericheibet man dreis, viers,

fiinfs, . . . nfeitige Eden.

Wenn man alle Kanten einer Ede iiber den Sdheitel hinaus ver-
Iingert, o Beifit bie Ede, weldhe bdie Verlingerungen zu Kanten Hat,
die Scdheitelede ber erfteven.

§. 170. 3wei CGden bHeiffen congruent, wenn fie fidh fo in ein-
anber legen laffen, Daf fid) alle ihre Kanten und Seitenfléichen becen.

Sollen zwei Eden jur Decung gebradt werben fnnen, fo miiffen
it benfelben nicht mur alle Kantenwinfel und Flachenwintel paariveife
gleidy fein, fonbern diefe auch in demfelben Sinne (von redits nady
linf8, von vorne nadh Binten, von unten nacd oben) auf einanber folgen.

Fia. 165.

Die Ede SABC (Fig. 165) und ibre Scheitelede S‘A’B*C’
Baben paarmweife gleihe Rantenwinfel und gleiche Flachenmintel; fie

:

f




founen jebody, ba die Beftanbitiidfe im entgegengefehten Sinne auf ein-
anber folgen, im Allgemeinen nicht jur Dedung gebradyt werben.

Denn legt man (Fig. 165, I) ven Kantemwinfel A'‘SC’ fo auf
ben ihm gleidhen Kantenwinfel ASC, daf SA‘ auf SA, SC' auf SC
fallt, fo fommen bie Routen SB’ unb SB auf entgegengefeisten Seiten
ber Gbene SAC zu liegen; e8 fann alfo auf diefe Avt eine Dedung
nicht ftattfinden.

Legt man aber (Fig. 165, II) bdie gleiden Kantenwinfel A’S ('
und ASC fo aufeinander, daf SA‘ auf SC undb SC* auf SA fillt,
fo fommen bdie Ranten SB’ undb SB zwar auf derfelben Seite der Ehene
SAC, jebod) neben einanber zu [iegen; e8 fonnen paber bie Eden aud)
in biefer Lage nicht zur Dedung gebracht werben, wenn nidht uféllig
bie Fladenwinfel B (AS)C unb A(CS)B, folglih audy B’(A‘S)C’
unb A’ (C'S)B‘ einanber gleich find.

Bwet Eden, in benen alle Seiten und Winfel gleidh finb, jeboch
im entgegengefesten Sinne auf einander folgen, Heifen jhmme-
trifd-gleid.

Solgefas. Jede Ede ift ifhrer Scheitelecte fhmmetrifh-gleid.

§. 171. 3n jeber breifeitigen Cde ijt bie Summe zweier
Rantenmwinfel grifer al8 ber britte.

Bemeis. Sind alle drei Kantenwinfel gleidh, fo ift die Ridhtig-
feit be8 Satsed von felbjt einlenchtend ; find fie ungleidh, fo braucht man
nitr 3u betweifent, baf die Summte der beiben Hleineven grifer ift alé ber
grifite. 3ft ASC (Fig. 166) ber grifte Kantenwinkel, fo ziehe man in

Fig. 166. per Gbene ASC bie Gevabe SD fo, baf ASD

— ASB wird, made SD = SB unb lege burdy
B und D eine beliebige bie Ranten SA unp SC
in A unb C fdhneivende Ghene. Dann ift /\ ASD
20 ASB, alfjs AD=AB. Da mmuBC=>AC
— AB ober BC > AC — AD, b :BC=>CD
ift, fo folgt aus ber Lergleihung bder Dreiede
SBC undb SCD nach § 57, bdaf ber Winfel
BSC > CSD ift; mithin ift auh) ASB 4 BSC
> ASD 4+ CSD, b.i. ASB 4+ BSC > ASC.

8. 172. 3n jeber Gde ift bie Summe aller Kanten:
winfel fleiner alé vier Redyte. .

Beweis. Schneidet man die RKanten einer njeitigen Cde durdy
eine Gbene, {o erhilt man n Seitendreiece, beren Winfel ujammen
2nR, und alg Durchichnittsfigur ein n-Gd, veffen Winfel 2nR — 4R
betragen. Jedber Gcpunft bed n-Gcfes ift ber Scheitel einer breifeitigen
Gde. Begeichnet man nun die Summe aller Kantenwinfel am Scheitel
ber gegebenen Gcfe purch S und die Summe der Winkel an ben Grund-
linien der Dreiece durd) S, fo it

S48=2nR, §>2nR—4R (§171), )
baber, wenn man die jweite ungléicbungfﬁn ber exften Gleichung jubtrabixt,
<% A

g+
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Geometrifdhe Barfiellung der Punkte, Linien und chenen Gebilde
des Raumes.

1. Bieht man von einem Punfte A (Fig. 167) im Raume eine
Senfredite A A auf die Ebene MN, fo Heifit ber Fufpunft A’ biefer
Genfrechten die Projection des Punftes A auf die Ehene, und die
Gbene jelbjt bie Projectionsebene.

Liegt der gegebene Punft in der Projectiondebene, jo fallt er mit
feiner Projection ufammen.

Fig. 167. Unter dex Projection etner

] A'/B Strede (§ 160) auf eine Ehene
e
|

perjteht man bie Strede swijchen

ben Projectionen ihrer Sndpuntte

auf diefe Ghene. Jft A’ die Pro-

jection be8 Punfted A, unb B’ bie

’ T Projection bed Punfted B auf die

| R—A B~ A" Gbene MN, fo ift bie Strede

L /N A‘B’ bie Projection der Strede
AB auf biefe Ebene.

3ft eine Stredte sur Projectiongebene pavallel (wie in I), fo ift
ihre Projection mit der Strede gleidh long. Ift eine Strece gegen bie
Projectiondebene dhief (II), fo ift ihre Projection fleiner ald die Strede.
it eine Strede auf ber Projectionsebene fenfredht (III), fo -ift ifhre
Projection ein’ Punkt.

Rimm in der Sentrechten A' A beliebige Punfte an, Weldes ift ibre gemein-
fdaftlide Projection auf bie Ghene M N? RKann man aué ber Projection eines
Punttes auf eine Chente auj veffen Lage im Raume jdliefen?

Biehe verjhiebene Streden, beren Endpunfte in den Senfrechien A’ A unbd
B'B liegen, unbd beftimme ihre Projection auf bie Ehene M N. RKann man aus ber
Projection einer Strede auf bdie Ebeme auf die Lage ber Strede im Haume unb
auf ihre Ringe jdliefen?

j\ B~ =
4 )

Fig. 168.
1 I i)
PR o o
¢ /B
Vi A A
LD et _B
2‘? 1 A : {': ;r/
o 7 AR 11 i 18
/g g{; e /;’
s N

2. Unter ber Projection eined gevadlinigen Gebilbes
auf eine Gbene verfleht man bad Gebilve, weldes erhalten wivd, wenn
man bdie Projectionen der Edpunfte ded gegebenen Gebilved auf biefe
Gbene burd) Stveden verbindet. Ju Fig. 168 ftellt A'B'C'D’ bie
Projection bed Luadbrated AB CD auf die Ghene MN par.



117

Die Projection eined Quadbrates ift ein gleidy grofied Quadvat (I),
ober ein flachentleinere8 Pavallelogramm (II), ober eine Strecte (ILI),
fe- nachbem. bie Ebene bed Quavrates mit der Projectionsebene pavallel,
ober gegen bie Projectiondebene fhief, ober auf bev Projectionsebene
fentrecht ift.

it ein ebeneé ®ebilbe Frummlinig, fo ift audh feine Projection
auf eine Gbene im Allgemeinen frummlinig, und nur dann eine Strede,
wenn dad Gebilde auf der Projectiondebene fenfredht fteht.

Was fiir ein Gebilbe ift bie Projection eined Kreifes, wenn die Eheme Hes
freife8 a) mit der Projectiondebene pavallel, b) gegen die Projectionsebene fdhief,
¢) auf ber Projectionsebene fenfredt ift?

3. Sinb mehrere Gevade auf einer Chene fentrecht, jo haben alle
®ebilbe, beven entfprechende Punfte in benfelben Sentrechten liegen, die-
felbe Projection auj bdiefe Cbene. Davaus folgt, daf man aud bder
Projection eines Gebilbed auf eine Ebene weber auf die Lage noch auf
bie ®rife besjelben fchliefen Fann.

Um nun Gebilbe geometrijdh jo bavzuftellen, bdaf maun aud ber
Darftellung felbjt ihre Lage im Raume und ihre Ausdehnungen entiveder
unmittelbar entnehmen ober durdy einfache Conftructionen finben fann,
projicivt man Ddiefelben auf jwei ficdh fenfvecht fchueidende Ebenen, von
penten die eine Hovizontal, die anbeve vevtical ift. Die Projection
auf bie Borizontale Gbene Peifit die Horvigontal-Projection ober
per Grunbdriff, die Projection auf die verticale Ebene die BVervtical:
Projection ober ber Aufrif. Die Durdhichnittslinie ber Hovizontalen
und ber verticalen Projectionsebene Reifit ihre A xe.

Fig. 169.
I 1
-V T3] n T
; b o
B | o ;
| i
Ao R iy

i f
i =) i i

— > ' / *

0 a

) /l_ﬁ“ ‘\}b'

- e L

@8 feten (Fig. 169) AXH bdie hovigontale, AXV bie verticale
PBrojectionsebene, AX ihve Achfe und a ein davyujtellenber Punkt ded
Raumes. Fallt man von a vie Senfrechte aa’ auf vie Hovizontalebene,
fo ift i6r Fufpunft a’ ber Grundrif be8 Punfted a; fallt man von
a bie Cenfrechte aa” auf bie Verticalebene, fo ift ifr Fufpuntt a" bev
Aufrif ves Punftes a. ;

Legt man burd) die Beiben Senfrechten aa’ und aa" eine @B'ene,
weldhe bie Are AX in dem Punfte m fenfrecht fchueibet, fo ercheinen
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bie Projectionen a’ und a” al§ bie gegeniiberliegendben Edpunfie Ddes
Rediteded aa’ ma”. :
8t b’ ber Grundrif und b" bder Aujrif eined jweiten Punites
b im Roume, fo ift bie Strede a’b’ ber Grundbrif und die Strede
ab" ber Aufrif ber Stivede ab des Raumes.

Durch ben Grundbrif und ben Anufrif wird eine Strece ber Lage
unb der ®rife nad) volfommen beftimmt. Duvd) die Conftruction bes
Redyteded a'ma” a erBilt man bie Lage des Punited a, dburch bie Con-
fteuction. des Redhteded b‘nb” b bdie Lage bed Punfte§ b und durdy
Lerbinbung beiber bie Rage und Linge der Strede ab.

Wad fiiv Projectionen gibt eime Strede im Raume, wenn biefelbe

. 3) mit bev verticalen, b) mit der horizontalen, c¢) mit beiden Projections-
@benen parallel ift; d) auf ber verticalen, e) auf der Hovizontalen Brojections-
g:ﬂ: rginfgecﬁt ftebt; f) in ber wverticalen, g) in ber Borijontalen *Projections-

Be%d)ne ®runb- und Aufriff einer 45mm [angen Strede, welde sur Horizon-
talen und verticalen Projectionsebene parallel, und von Dev erfteren 25mm, vor ber
Tefsteren 33mm entfernt ift.j0

Da bei Betdynungen die beiben Projectionen auf ein und dasjelbe
Papierblatt, alfo auf eine eingige Chene 3u ftehen fommen, fo benft man
fih (Fig. 169, I) die Hovizontale Projections-Chene wm die Ave AX
um 90° gebreht, fo baf fie in die Griveiteruug bder verticalen Projections-
Gbene fillt. Bei diefer Darftellungdweife erjdeint dann der Grundbrif
unterhalb, der Anufrif oberhalb der Are (Fig. 169, II). Audy fieht
man, daf dbabei bie beiben Profectionen eines jeden Punftes immer in
eiter auf ber Ure fenfrechten gevaden Linie liegen, welcdher Umftand bdie
Conftructionen wefentlich exleichtert.

4. Gin ebenes Gebildbe bed Raumes wird auf den Brojectionss
ebenen bavgeftellt, indbem man bie Projectionen feiner Grenlinien
Beftimmt.

Jft bie Gbene bes Gebilbes mit der Hovizontalen Projectiondebene
p'ataIIeI, fo ift bex _@wnbtiﬁ mit bem ®ebilbe congvuent, und ber Aujrif
eine Strede. Jjt bie Gbene bes Gebilbes mit ber verticalen Projections-
ebere pavallel, fo ift ber Gvundriff eine Strecte, unbd dev Aufrif mit
bem ®ebilbe congruent.

Bon einem Kreife ijt

a) ber @runbrifi ein Kreis, der Aufrif eine Strede;
b) ber @runbriff eine Strede, ber Aufrif ein Kreis;
¢). Grunbrif und Anfrif find Streden;
d) ber' Grunbriff ift eine Strede, bev Anfrifs eine Ellipfe;
¢) ber Orundriff eume Gllipfe, der Anfrif eine Strede;
f) Grunbriff und Aufrif find Cllipfen. .
Weldre Lage gegen bie Projectionsebenen hat ber Kreid in jebem biefer Fille ?

Beidne Orund« unbd Anfeify eines Ouabrates mit der Seite 53mm, bas im
Ubftande 38mm mit Her Horizontalebene parallel, unb beffen eine Seite im Abftande
50mm mit per Berticalebene parallel ift.



Sweiter Abfdinitt.

Bou den Hovpern im Allgemeinen,

1. Ebenilidhige Korper ober. Polyeder.

§ 173. GCin Rorper, mwelder von lauter Ebenen begrenit wird,
beifit ein ebenfladyiger Rvper ober ein Polheder. Sur Begrenjung
eined Polheders jind wenigjtens vier Gbenen erforderlid). Die ein-
selnen Grenzebenen heifen bie Fldd)en ded Polheberd und bilden defien
Oberflide; bdie Durdyjdhmittslinien ber Flacden heifen die Kanten
unb bie an ben Eudpunfien ber Kanten liegenden, von ben. zugehsrigen
Flachen gebilbeten Eden bie Eden be§ Polhebers.

§. 174, Bwei Kbvper Peifen congruent, wenn fie fidh fo in
einanber legen laffen, baf fidh alle ihve Gvenzflichen becfen.

Spllen zwei Kbvper zur Dedung gebradht werben fonuen, jo mijjen
jimmtlice Bejtandtheile (Ranten, Flichen, Flahemvinfel und Cden) in
beiben paovmweife gleid) fein und in demfelben Sinne auf ein-
anber folgen.

Folgen bie paariveife gleidhen Beftandtheile in jwei Kérpern im
entgegengejeten Sinne auf einonder, jo fbmnen biefe im allge-
meinen nicht zur Dedung gebradyt werben; bie Kovper Heifien dann
jpmmetvijdh-gleidh.

Bwei Kbrper, bdeven Gremjflachen nach der Orbmung dhnlid) und
deren entfprechend liegende Flichenwinfel paaviweife gleidh finb, Heiffen
dhnlich, wenn die dhnlidyen Flachen und gleidhen Flichentinkel in bem-
felben Sinne, und {hmmetrijd=ahnlid), wenn diefe Beftandtheile
im entgegengefetiten Sinne auf etnander folgen.

a) Bos Prismn.

§. 175. Gin von brei ober mehreven Gbenen, deven Duvchichnitts-
linien einanber pavallel find, umichlofjency, nach jwei Seiten hin unbe-
gremzter Raum Reifit ein prismatijder Raum.

Wird ein priématijher Raum durch zwei pavallele, alle Kanten
besfelben treffenve Gbenen gejchnitten, fo Heifit bas baburd) abgegvenste

Fig. 170, Polpever ein Pridma. Die gwei pavallelen Schnitt-
fldchen nemnt man die Grundfldchen, bie iibrigen

£ /,_,g\ Ovensflachen die Seitenflidyen, bie Durdhichnitte

}‘f< [y b fefsteven mit einanber die Seitentantem, und
[ g i pie mit den Grundfldchen dbie Grunbfanten bed

f Prisma. Dev Abjtand dev beiven Grundfldchen heift

bie Hihe bes Pridma.
/ . Der Qorper ABCDEFGHJK (Fig. 170)

B ift eift Brigma, wemn bie Goene ABCDE || FGHIK,

D und wenn
] AF|BGJjCH| DJ| EK ift
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Solge[atse.

1. Die beiven Grundflichen eined Pridma find congruente Bielede.

Denn die gleidhliegenden Seiten ber Grvundfldchen find als Parallele
jwifden Pavallelen gleich, und die gleichliegenden Winfel haben parallele
Sdhentel, find alfo audy gleid.

2. Alle Seitenfliichen de§ Pridma find Pavallelogramme.

3. Ulle Seitenfanten ded Pridma {ind einanbder gleid.

Gine Gbene, welde bdurd) zwei nidht unmittelbar auf einanbder
folgenbe Seitenfanten gelegt wird, heifit ein Diagonaljdnitt des
Prisma.

§. 176. Mit Nidficht auf die Anzahl der Seitenfanten unter-
fdbeibet man brei-, viev- ober mehrieitige Prismen. WMit Ritdficht
auf bie Lage der Seitenfanten gegen die Grunbdflidyen heifit ein Prisma
fenfredyt ober fdhief, je nacdhvem bdie Seitenfanten auf den Grund-
flédchen fenfrecdht ober fchief ftehen.

Gin Prisma, bdeffen Grundflddhen Pavallelogramme finb, Bheifit
Pavallelepiped. Gin fenfrechtes Pavallelepiped, deflen Grundilicden
Jedhtede finb, Heifit ein rvedytminiliges Pavallelepiped. Gin redt:
wintliges Pavallelepiped, deffen alle Kanten gleidh find, wird ein Cubus
ober Witrfel genannt; jebe Kante heift auch eive Seite ded Wiirfels.
Jebed Parallelepiped wird von fedhs Pavallelogrammen, ein redhtivintliges
Pavallelepiped von jechs Rechteden, ein Witrfel von fedhs Tuabraten
begrenst.

§ 177, 1. Wirb ein Prisdma dburd) eine mit ber Grund-
flide parallele Gbene gefdhnitten, jo ift bie Sdnitiflade
mlit ber Grundbflide congruent.

2. Jeber Diagonaljdnitt eined vielfeitigen Pridma
ift ein Parallelogramm.

Die Bemweife diefer zwei Sitge beruhen auf §. 166, 1.

Solgefal.  Jebed vielfeitige Pridma (4ft fich dburd) Diagonalfdnitte
in bretfeitige Pridmen von der Hihe des gangen Prisdma zerlegen.

160 bdse b) Bie Pyramide.

§. 178. Gin von ben Seitenflichen einer Ede umidloffener, nad
einer Seite hin unbegrenster Raum feift ein phramidaler Raum.
- BWird ein phramidbaler Raum durd) eine alle Qanten bdesfelben
treffenve @bene gejhnitten, fo Beift bas badbuvch abgegrenzte Polfjeder
eie Phramibe. Die Sdnittfliche Peift die Grundflade, bdie
anderen Gremsflicdhen heifen die Seitenfladen, ihre Durdjdnitte.
mit einanber bie Seitenfanten, und mit ber Grundfliche die Grund-
fanten ber Phramide. Den gemeinjdhaftlichen Durchichnittapuntt der
Seitenfanten nennt mon den Scheitel oder die Spite, und den Ab-
ftand ber Spige von ber Grundfliche die Hohe der Byramide.
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Fig. 171, Der Kivper SABCD  (Fig. 171) ift eine
Phramibde.

Die Seitenflichen einer Phramide find Dreiede.

@ine Gbene, welde dburd) zwei nidht unmittelbar
auf einander folgende Seitenfanten gelegt wird, Beifit
ein Diagonaljdnitt dber Phramibe.

§. 179. Mit Riidjidht auf die Anzahl der Seiten
ber Grundfliche theilt man die Pyramidben in dreis,
pier- und mehrieitige ein. Das einfachite Polheber
ift bie breifeitige Pyramibde; fie wird von vier Dreieden
begrengt unb heifit daber auch bas Tetraeber.

Sft bie Grundfliche einer Phramivde ein regelmifiges Bieled und
falt ber Fufpunft ber Hohe in den Wittelpuntt der Grundfldche, fo
beift bie Pyramide eine fenfrechte. Die Seitenflichen einer fenfrecdhten
Phramive find gleidhjdentlige congruente Dreiede. Dev Abftand der
Spige pon der Grundfante eines folden Dreiedes Peifit die Seiten-
hife ber fenfrechten Pyramive.

§. 180. 1. Wird eine Phramidbe burd eine mit dber
Grundfladde pavallele Gbene gefdnitten, fo ift a) bie
Sdnittflade ver Grundfldde dhnlid), und b) die Fladen-
inhalte beiberverhalten fich wie die jweiten Potengen ihrer
Abftdnbe von ber Spifge ber Pyhramibe.

Bemweis. €8 fei (Fig.172) abede || ABCDE.

§ig. 172. a) Da (nadh §. 166, 1) ab[|AB, be| BC,

cd || CD,.. ijt, joift B.a=A, b=2B5,

b ¢=0C, ... Fernerift wegenab || AB (nady

§. 86) ab: AB==Sb:SB, und egen

be|BCaud) be: BC= Sb: SB, baher

ab:AB = bec: BC. Gbenfo wird bewiejen,

paf be : BC=cd: CD,u. {. w. ift. Folg-
lidy ijt abede ~ ABCDE.

‘ b) 3itSP_| ABCDE,aljoaudySp | abede

unb legt man tX%bfgSP einfe (&'_Bene, ;fﬁ?‘e

bie beiven Bieledte in ben Geraben ap unbd neidet, fo ift ap ;

pafer ab:AB=Sa:SA = Sp :pSP. Nun ift abede: ABCDE

=ab?%: AB? (§. 99), folglichy aud abcde: ABCDE = Sp*: 8P%

Wird eine Pyramide durd) eine mit dber Grundfldche pavallele
Gbene gefchnitten, fo Beifit ber gwijchen ben beiben pavalfelen Flddyen
liegenbe Theil der Pyvamive ein Pyramibenftumpf, ber swifdhen ber
Sdnittfliche und der Spie liegende Theil aber bie Ergdngungé-
pyramibe ves Stumpfes. Der Phramidenftumpf wird von jwei paral-
lelen und dbhnlichen Bieleden alé Grunbdflichen und fo _meien iirapeg'eu
als Seitenflichen begrenst, al8 jebes der Bielede Seiten hat; ev it
wie bie Pyramive felbft, fenfrecht ober jehief. Der Abjtaud ber beiben
Grunbflachen heift die Hhe des Phramidbenftumpfes.




2. Jeber dburd bie Spige und die Grundjlide einer
Phramidbe gefiihrte ebene Sdnitt ift ein Dreied.
L0 Die Ridytigteit diefes Sakes ift von felbjt einleuchtend.
. Solgefak. Jede vielfeitige Pyramide [t fid durd) Diagonal-
jchunitte in breijeitige Phramiben von ber Hihe bder gamzen Phramive
serlegen.

¢) Regelmafige Korper.

§.‘ 181. Gin Qbvper Deifit regelmdfig, wenn alle Grenzfliden
pegfelben congruente vegelmiRige Bielede find und congruente Eden
bilben.

&8 gibt nur fiinf regelmdafiige Kdrper.

Beweis. Jeve Ede eined regelmdgigen Korperé wird von wenig-
fteng brei Winfeln einer regelmifigen Figur gebilbet; die Summe biefer
Winfel muf Fleiner al8 360° fein (§. 172). ;

Der Winfel einesd vegelmiBigen (gleichjeitigen) Dreiedes betvdgt
60% ovon folden Winfeln fdnnen drei, ovier ober and) fiinf eine Cde
bilben; aug fechd oder mehr al8 fecdh8 foldhen Winfeln aber fann feine
Ede entftehen, ba ihre Summe 360° ober mehr al® 360° betvigt.
Bon gleichjeitigen Dreiecten fonnen baher nur drei vegelmifige Kbrper
begvenzt werben, ndmlid) dag Tetraeber, dag Oftfaedber und bajd
Jfofaeber.

§ig. 173.
I § III.

ik ?asbrege[mtﬁﬁige Eeb t rae,tgeg (Big- 173, I) iird von4 gleichieitigen
etecten. begrent, von demen je dbrei in einer Gdfe ujommentreffen: e
Bat 4 Gden und 6 Ranten. i e

Das regelmiiige Oftaeder (Big. 173, IT) wird von 8 gleichfeitigen
Dreiecen eingejdhlofjen, vom benen je vier eine Gee bilben: e8 Bat 6
iolhe Eden unb 12 Qc'mten. ; e i
. ‘Dad regelmdfige Jfojaeder (Fig. 173, III) wird von 20 gleidh-
feitigen Dreiecten begrent, von benen je finf in einer Gefe Fufanumens
ftoBen; e Hat 12 Gden und 30 Ranten.

Der Winfel eined regelmafigen Bievedes (Quabvates) ift ein
vedjter; von folchen Winfeln fonnen mur dvei in einer Ede jufommen:
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Fig. 174. tveffen; aud vier ober mehr al8 vier rediten Winfeln
fann feine Gde gebilbet werden. &8 gibt baber einen
eingigen von Quadbraten begrengten vegelmaRigen Kbrper;
er heifit Heraeber (Cubus, Wiirfel). Das Heraeber
: (Gig. 174) bat 6 Quabdrate ju Seitenflichen, 8 bdrei-

ppisidiusd, feitige Ecfen und 12 RKanten.
g Der Winfel eined vegelmifigen Fiinfedes bes
: triigt 108°; von foldjen Winfeln Finnen nuv drei eine
Ede bilben. €8 gibt baher einen einzigen von regelmdfigen Fiinfeden
Fig. 175. begrenzten vegelmifigen Kivper; biefer heifit bag Dobe-
faedber (Fig. 175) und hat 12 Seitenflichen, 20 drei-

. feitige Gden und 30 Kanten.
i Bm regelmifigen Sedigecte ift jeber Wintel 120°.
9 Bon foldjen Winfeln fann feine Ede gebilbet werben,
. 1ba fdhon drei joldhe Winfel ufammen 360° betragen.
/ Ebenfo wenig fann aud ben Winfeln eined vegelmifigen
Pieledes von mehr ald fedhd Seiten eine Ece entftehen.
8 fann alfo nur fiinf vegelmdRige Kbrper geben.

2. Kuummflidige Korper.

§. 182. Qbrper, welhe gang ober theileife von gefriimmten
Fldchen begrenst werden, feifen frummflacdhige Kivper. Bei ben-
jentigen Frummflddyigen Rbrpern, beven eine oder mehreve Gremsflichen
Gbenen find, werden diefe ald Grundfldden betradtet, da man fid)
bie Rbrper baviiber aufgevidhtet vovftellen fann; bie gefritmmte Flddpe
Betfit bann ber Wantel.

a) Ber Aylinder.

§. 183. Bewegt fich eine Gerade nach und nach ourch alle Punkte
einer Rreislinie jo, baR fjie babei ftetd einer dbie Ebene biejer Kreidlinie
in ihrem Mittelpuntte jchneidenden fejten Gevaben pavallel bleibt, fo be-
fohreibt fie eime gefvitmmte Fldche, weldhe man eine chlindrifde
Slache nennt. Die gegebene Rreislinie heifft die Leitlinie und die
burch ihren Mittelpuntt gehende fejte Gevade die Axe der chlindrijdhen
Flidhe. y
i Fig. 176. Jeber mit ber Ebeme ber Leitflinie
pavallelgelegte Schnitt einer chlindbrijden
Flade ift eine Kreidlinie, welde mit ber
Reitlinte gleidhen Halbmejjer hat. .

E8 fei ver Qrei8 ABC (Fig. 176) die Leit
linie der chlindrifhen Flidse, und eine mit biefem
Rreife parallele Gbene A’B*C! fdyneive bie Are OO’
in O 3jt B’ ein willtiiclicher Punft ver Duvdy-
johnittsfiguy, fo ijt, wenn man durd) B und OO
eine Ghene legt, weldje die chlindrifdhe Fldche in ber
®eraben B B*{dhneivet, 00’ || BB/ und O'B’ || OB;
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pafer ift OO!B'B ein Pavallelogramm, und folglih O'B' = OB. Gs
ift aljo bie Enifernung eined jeben Punfted ber Schnittfigur von O’
bem Dalbmefjer ber Leitlinie gleidh, b. §. ber Sdhnitt ift eine mit bey
Leitlinie congruente Kveisdlinie.

§. 184. BWirb eine chlindbrifde Fliche burdy gwei mit der Chene
ber Leitlinie pavallele Gbenen gefdhmitten, fo Heifit der von biefen unbd
ber cplinbrijhen Fliche Dbegrenzte Kirper ein Chlinder. Die 3wei
ebenen Sdmittfldchen finb congruente RKveife (§ 183) und Dheifen bie
Grundflachen; die fie begrenzende chlindrijdhe Fldche nennt man ben
Mantel ped Cplinberd. Die Strede, welde bdie WMittelpunite beiber
Rveife verbinbet, Heifit die Are, und jede Durdhjdhnittslinie dbes Wantels
mit einer durch bie Are gelegten Chene eine Seitenlinie ober Seite
bed. Cplinders. Alle Seiten bed Chlinberd {ind pavallel und einander
gleidy. Der Abftand ber beiven Grunbdflichen wird bie Hohe ves Cy-
linbers genannt.

Steht die Are auf ben Grundfldchen fentredht, fo Heifit der Eylin-
ber ‘ein fenfredhter, fonft ein jhiefer. Ginen fenfredhten Chlinber
fann mon fih auch durd) Drvehung eines Redhteded um eine Seite als
Are entftanven benfen. 3n einem fenfrechten Cplinder ftellt die Are ju-
gleicdh bie Hihe vor. Gin fenfrechier Chlinder, deffen Seite dem Durch-
meffer ber Grunbdfliche gleih ift, wird gleidyfeitig genaunt.

§. 185. 1. Wirh ein Cylinber dburd eine mit der Grund-
flade parvallele Gbhene gefdhnitten, fo ift die Sdhnittflide
ein mit ber Grundflide congruenter Kreis.

oolgt aus bem Lehriage in §. 183,

2. Jeber Arenjdinitt eined Chlinders ift ein Pavallelo-
gramm.

Denn in dem erhaltenen Bievede find bie Durd)jdhnittslinien der
Ebene mit ber Mantelflidche al8 Seiten bes Cplindbers pavallel und gleich.

Wird ein fenfredter Eylinber dburd eine Ehene gefdnitten, twelde tweber
gur Grundilide nod) jur Are pavallel ift, jo ift ber Schnitt eine Cllipfe.

s e b) Ber HKegel.
¢ §. 186. Bewegt fidh eine Gevade nacdh und nadh) duveh alle Punfte
- “eeiner Rreislinte fo, baR fie dabei ftetd dbuvch einen feften Punft aufer-
halb ber Gbene biefer Kveidlinie geht, fo Befchreibt fie eine gefriimmte
Glide, bie man eine fonifde Flade nemmt. Die gegebene Kreis-
linie Deifit die Leitlinie unb der gegebene fefle Punft ver Scheitel
ober bie Spite der fonifhen Fliche.

Gin Kbrper, welder von einer fonijdhen Flihe und der Ehene
ihrer Leitlinie begremst wivd, Peifit ein Kegel. Die Kreisebene Beifit
die @runbdflade, die fie begrenzende fonijche Fliche wird der Mantel
bes Kegels gemannt. Die Strede, welde bie Spite und ben Mittel-
puntt der Grundfliche verbindet, Heifit die Axe, und jebe Strecte, in
welcher ber Weantel von einer dburch die Are gelegten Gbene gefchnitten
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irh, eine Seitenlinie ober Seite bes Regeld. Den Abftand der
©Spitge von ber Grvundfliche des Kegeld nemnt man bdie Hohe besfelben.

Steht die Aze auf der Grundfliche fenfrecht, fo Beifit ber RKegel
ein fenfredter, fonft ein fdhiefer. Gimen fenfrechten Regel Famn
man fid burd) Dvehung eined redhtwinfligen Drefeded um etne feiner
Ratheten al8 Are entftanden denfen. In einem fenfrechten Regel find alle
Seiten einanber gleid), und bie Aye ftellt jugleich die Hohe vor. Ein
fenfrechter Regel, beffen Seite dem Durdymefjer der Grundfldcdhe gleidy
ift, beifit gletchieitig. ;

> 8. 187, 1. Wird ein Kegel burd) eine mit dber Grund-

flade pavallele Gbhene gefdhnitten, jo ift a) dbie Sdhniti-
flade ein 8reid, und ed verhalten fich b) die Shnitiflade
unbd die Grundflide wie bie zweiten Potenzen ihrer Ab-
ftinbe von ber ©pike bes Kegels.

Beweis. €38 fei (Fig. 177) bdie Ehene amb || AMB.

Fig. 177. a) 3ieht man bie Ure SO, welde bie
Sdnittflidhe amb in o jdhneidet, und
legt durd) SO ‘und einen ‘willfitvlichen
Punft m ber Schmittfigur  eine Cbene,
weldhe die Fonifde Fliche in der Gevaden
SmM jdmeidet, o ift om || OM; baber
hat man om:OM = So:SO. Gbenfo
ift 0a:0A =S0:50, und folglich
om:OM =0a:0A, woraus, wegen
OM = OA, aud om = oa folgt.
&s find aljo alle Punfte im Umfange
bes Sdnittes von o gleich weit entfernt,

mithin ift die Schnittilache ein Kveis.

b) 3ft SP | AMB, aljo audh Sp | amb, und legt man durd
SOP eine Ghene, weldhe die beiven Kreife in OP und op jchneibdet,
fo ift op[|OP, bafer ao:AO =S0:80 = Sp:SP. Pun
ift amb:AMB = a0%: AO* (§ 134, Folgefas b), folglich audy
amb:AMB = Sp*: SP~

Wird ein Kegel duvch eine mit dber Grundfliche parallele Ebene
gefdhmitten, fo Beifit bev jwifchen ber Grunbdfliche und dev Schmittiliche
Tiegenbe Theil bes Regeld ein Regelftumpf, ber zwifchen der Schuitts
flache und ber Spite liegende Theil aber der Erginzungsfegel bes
Stumpfes. Der Kegelftumpf wird von gwei pavallelen ungleichen Kreifen
ald @rundfladen und der zwijdhen thnen enthaltenen fonijhen Mantel-
fladhe begrenst, und ift, wie der Kegel felbit, fenfrecht ober jehief. Der
Abftand ber beiben Grunbfldchen heift die Hihe bes Kegelftumpfes.

2. Seber Arenjdhnitt bed Kegels ift ein Dreied.

Denn jede durd) die Axe gelegte Ehene fdhneidet die Grundfldde
in einem Durdymeffer und bie Wantelfliche in zwei gevaben Yinien.
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Wirb ein fenfred ter Eplinber von eimer Ehene gejdnitten, welde meber
mit ber Grundfladhe pavallel ifi nod burch bdie Are gebt, jo ift die Shnittfigur:
a) eine GIlipfe, wenn bie Sdnittebene alle Seiten ded Kegeld oder deren Ber»
lingerungen frifit; b) eine Parabel, wenn die Scdhnittebene mit eimer Seite des
Regeld parallel ift; c) eine Dyperbel, wenn bie Sdnittebene nidt alle Seiten
ober Berlingerungen berfelben trifit und andy ju feiner Seite pavallel ift.

Die Ellipfe, Parabel und Hyperbel beigen beabalb and Kegelfdnitt s

liniem
y o c) Bie fiugel.

§ 188. Dvebt fich ein Dalblreis um feinen Duvchmeffer fo weit
herum, bid er wieber in feine urfpriingliche Lage fommt, fo Bejchreibt
berfelbe eine gefritmmte Flide, welde Kugelflade genannt wird.
Der von ber Kugelflice begremyte Rbrper beifit die Kugel

Jever Puntt ber Kugelflide ift von dem Mittelpuntte des erzeu-
genben Rreifes gleid) weit entfernt; biefer Punft heift darum bder Wit
telpunft ber Kugel. Gine Strede, weldhe vom Mittelpuntte big ur
Sugelfliche gesogen wird, Beifit ein Palbmeffer; eine Strece, weldhe
ourcy pen Mittelpuntt geht und jwei Punfte der Kugeloberflidhe ver-
binbet, ein Duvrdymejjer der Qugel. Alle Halbmejfer einer Kugel find
eingnber gleid); eben fo alle Duvchmejjer.

§. 189. Jeber Sdhnitt einer Rugel dburd) eine Ehene ijt
ein Kreis.

Fig. 178. @8 fei AMB (Fig. 178) ein ebener Rugel-
fhmitt. Falt man vom Kugelmitielpuntte O eine
Senfredite O P anf ben Schnitt, jieht von P nad)
bem Umfange be8 Schnittes bie beliebigen Streden
PA und PM, ferner nod) bdie Halbmefier O A
unb OM, fo finb bdie vechtwinfligen Dreiece
OPA unb OPM congruent, dafer PA — PM.
Darvaug  folgt, baf alle Umfangspunite des
Schnittes von P gleichen Abftand haben, baf
aljo ber Schnitt ein Kreis ift.

Der Kreis AMB wird ein Rugelfreis genannt.

Bwijhen dem Halbmeffer O A = R der fugel, bdem Halbmefjer
PIA = r bes Rugelfreifes undb dem Abftand O P = d bded letsteren vom
Mittelpuntte ber Kugel befteht die Gleichung r® =— R* — d*

Daraus folgt:

a) Bwei Kugelfreife, weldhe gleichen Abjtand vom Wiittelpuntte Haben,
find einanber gleich.

b) Bon zwei Kugelfreifer, welche ungleiche Abftande vom Mittelpuntte
haben, ift beviemige ber grifere, weldher vom Mittelpunfte den
Eleineven bjtand BHat.

¢) Unter allen Qugelfreifen ift ein burch den Mittelpuntt der Kugel
gehenber am griften. Gin jolcher Rreid heifit darum audh -gevadeju
ein grofier Kugelfreis; fein Halbmeffer ift- dem Halbmefjer
ber RKugel gleid).
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§. 190. Denft man fidh eine Kugelflidie burd) Drehung eines
Halbireifes wm feinen Durchmefier entftehend, fo nimmt der Halblveis
nad)y und mach bie Lagen aller durch die Endpunifte jenes Durchmejjers
gebenben griften Halblreife ber Kugel an; ebenfo befdhreibt jeder Punft
pe8 fidy brefenden Halblveifes einen grisfeven ober fleineren Kugelfreis,
und war ber Halbirungdpuntt bed Halblreifed einen groften Kugelfreis.
Jener Durdhmeffer Beift in Bejiehung auf biefed Shitem von RKreifen
bie Ayre, ihre Endbpunite Heiffen bie Pole, die dburch die Pole gehenben
Halbreife die Pieribiane, bie von ben eimzelnen Puniten Hed bewegten
Dalbfreifes befdyriebenen Kugelfreife, beven Gbemen fdmmtlich auf der
re fenfrecht ftehen unbd baber mit einander pavallel finb, Parallel-
Exeife; ber burd) bie Mitten ber WMeridiane gehende grifte Pavallel-
Trei® Deifit in8befonbere ber Aequator.

Die Gbenen bder Mevidiane ftehen fenfrecht auf ber Gbeme bed
Nequatord und auf den Gbenen der Parallelfreife dedfelben Shitems von
Kreifen. Die Bogen aller Pieviviane von demfelben Pol big jur bems
felben Pavallelfreife find gleich; indbejonbdere befrigt jeder Bogen eined
WMevidiané von einem Pol big jum Nequator 90°.

§. 191. Die beiben Theile, in welde die Kugel durd) einen Kugel-
frei® getbeilt wird, Deiffen Kugelabjdnitte ober Kugelfegmente,
und bdie bdaju gehbrigen Theile ber Kugelflichen Kugelmiiten ober
Calotten. Der Kreid ift die Grundfldde dber beiben Kugeljegmente
und ber Qugelmitten. Der von ber Miigge und ihrer Grundfiiche bes
grengte Theil bed auf fie fenfrechten Durchmefiers der Kugel ijt die
Dibhe ves8 Qugelfegments und der Qugelmiie. Fiir einen gréften Kugel-
freid find bie beiben Segmente congruent.

Der jwifchen zwei pavallelen Kugelfreifen liegenbe Theil der Kugel
Beift eine Kugeljdhyicht, und der dagn gehirige Theil ber Kugelflache
eine Qugelzone. Der Abjtand ber Beiden RKreife ift dbie Hihe ber
Sugeljdidht und ber Jome.

Dreht fidh der Ausjdnitt eined griften Kugelfreifed um einen
feiner albmefjer, fo beifit ber dbaburd) bejdhriebene Kbrper ein Kugel-
ausjdnitt ober Qugelfector. Derfelbe Befteht aus einem RKugel-
fegment und einem RKegel, defjen Spitie ber Kugelmittelpuntt und beffen
Grundflide bie Grunbdflache bes Kugeljegments ift.

Fig. 179. §. 192. Der Neigung8iwintel ber Ehenen
sweier grifter Qugelfreife heifitber fpharijde
Winfel dexr beiven Kreife. Die Schentel einesd
fphavifhen Winfe(8 find bie Bogen der jiwei
grifiten Rreife, undb der Scheitel ifr Durdy-
jebnitt8puntt.

Das Niaff eitted jphirijchen Winkels ijt
per Bogen eined griften Kugelfreifes, welcher
jete 3wei Puntte ber Schentel verbindet, bdie
vom Scheitel um 90° abftehen. Ift ndmiich
(Fig- 179) AC=90° unp A D == 90° fo
it CO | AO und DO | AO, und jomit
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COD ber Neigungdivintel ber beiben groften Kreife ACB undb ADB,
ober ihr fphdvijcher Winfel. Legt man nun durd) bdie beiben Punfte
C und D einen groften Rreis, fjo ift ver Bogen CD bag Maf fitv
ven Winfel COD, und folglich audy fitr den fphdrijdhen Winfel CAD.
@0 wird 3. B. ber Stunbenmwinfel ober der Lngenunterihied durd) ben

Bogen ‘beé Aequiatord swifden zwet Deribianen gemeffen.
Fig. 180.

§. 193. Gin Theil ber Kugelflache, welcher
von brei Bogen grifler Kugelfreife begrenst wird,
AT heifit ein {phavijdhes Dreied, mwie ABC
N0 AT (Big. 180). Die Kreisbogen AB, AC und BC

~--F—---——3D verden die Seiten, und die fphirijdhen Winkel

7 W ACB, ABC unb BAC bdie Winfel des
{phdrijhen Dreieds genannt. Die Grdfe der Seiten
wirh ftetd im Bogenmafe angegeber.

Dritter [bfdhnitt.
Grofenbeflimmung der Korper.

§. 194. Bei ber Audmefjung der Kirper fommt die Beftimmung
ber Oberfladpe und beg Cubifinhaltes derfelben in Betvadi.

Die Oberfladhe eine8 Kivpers erhilt man, indem man alle
Grenjflichen berechnet und die exhaltenen Flacheninhalte dexfelben abdbivt.

Um ven Gubifinbalt ober bad Bolumen eined Kirpers, b. i.
bie Grife bed von feinen Grenmjflidien eingejchlofjenen Raumes zu be-
ftimmen, nimmt man ivgend einen befannten Kbrvper ald Einfeit an und
unterfudht, wie oft derfelbe in dem gegebenen Kbrper enthalten ift.

A3 Cinheit bes RBrpermafes wird ein Cubus angenommen,
beflen Rante ber Ringeneinbeit gleich ift und ber fiir das Metermaf be-
sliglich ein Cubifmeter, ein Cubifbecimeter, .. heigt. 1 Cubm =
1000 Gub.®™ 3 1000 Gub.e™ 4 1000 Eub.==,

Als Hohlmaf Heift das Cubifbecimeter Liter; 100 RLiter =
1 Hettoliter.

: _danei Kbvper, welde gleidhen Cubifinfalt haben, Geifen inhalts-
gletd.
L Oberflade und Cubifinhalt der Pridmen.
§ 195. 1. Die Oberflide o eines Prisma witd erhalten,
wenn man die Seitenflicdien ald Pavallelogramme bejtimme und u ber

baburd) exhaltenen Seitenoberflddye s den doppelten Flacheninhalt b
ber Grundfliche abdivt; alfo o =8 + 2b.




2. Die Seitenoberflide eines fenfrediten Prisma ift
gleid) bem Producte aus bem Umfange ber Grundflade und
ber Hihe. ‘ i :

Denn die Seitenfliden {ind Redytecte, deven gemeinjdhafiliche HI
bie Hihe bed Pridma iftfb f Rt geFieiGethe o

§. 196. Die Bahl ber in einem redtwinfligen Pavals
lelepiped enthaltenen Cubifeinheiten ijt gleidh dem Pros
bucte aud ben WMafzahlen dreier in einer Ede jufammen-
ftofender Kanten.

ig. 181, &3 fei in bem rechtwintligen Pavalle:
lepipedb ABCDEF GH (§ig. 181)
‘ bie Ldngeneinheit m in ber RKante
o i =1 AB amal, in der Qante AD bmal
/" ~1'und in ber Rante AE hmal ent-
2 ; balten. Dann enthilt bie Grundflide
it ABCD abmal pa8 Quabrat iiber
P%i = m b. i. ab Flideneinfeiten; es laft
ol 6 fidh alfo auf Derfelben ber Cubus
A mit ber Kante m, b. i, bte Cubif:
einbeit, abmal nebeneinanbder legen und eine folde Pavalleljchichte von
ab Gubifeinfeiten fann nady der Hohe AC hmal aufgetvagen mwerben.
Begeichnet man baher die Sahl ber in dem rvedhtwintligen Pavallelepiped
enthaltenen Gubifeinfeiten burch v, jo ift
vi—=iaahh;

3.8 Fira=4% b=2" h=73"ift v=4.2.3 = 24 Cub..

Befiimme auf gleide Weije durch entjpreciende Confiruction ben Cubifinhalt
cines rechtminfligen Parallelepipeds von 41™ Linge, 31™ Breite und 33™ Hishe.

Der obige Lehrial wird fitvzer fo audgedriict:

Der Cubifinhalt einesdvedhtminiligen Parvallelepipeds
ift gleich bem Producte aus brei jujemmenitofenden Kanten
(Yinge, Breite undb Hikhe). - ) v

Deift g der Fladeninhalt der Gvundfliche bes vechtwintligen
PBavallelepipeds ABCDEH, fo ift (nad) §. 69) g = a.b, dafer

vo—p.l,
b.h. dber Gubifinhalt eined vedhtwintligen Parvallelepipeds
ift gleidh pem Prodbucte aus der Grundflide und der Hohe.
$ier und weitexhin jind, wemn von Producten aus Fliden
nnd Linien gevedet wird, immer nur bie WMafzahlen derfelben ju
verfteben. : .

» § 197. Gin Gubus it ein recdptwinklige8 Pavallelepiped von
gleicher Linge, Breite und Hihe; der Cubifinhalt eines Cubus ift
alfo gleid) der dritten Potens eimer Seite.

Dabher fommt e8, dbaf man audy in dev Avithmetit die dritte Poten;
einer’ Bahl den Cubus berfelben neunt.

] Modni?, Geometrie fiiv Lefrexbilbungdanftalten. 9
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Sind V und v bie Cubifinhalte zweier LWiirfel, berven Seiten S

und s Geifen, fo Bat man V =35% und v = s° bafer

Wiz vi—iht ety
b. §. bie Gubifinhalte zweier Wiirfel verhalten fich wie die
pritten Potenzen ihrer Seiten.

§. 198. Jebes Pavallelepiped ift einem vedhtwinfligen
Parallelepiped inhaltdgleidhy, das mit ihm gleidhe Grunbd-
flade und gleidye Hohe hat.

Beweisd. 1. Jebes Parallelepipes ABCDEFGH (Fig. 182),
beffen alle Seitenflddhen auf der Grundfliche jehief aufftehen, faun man
aunddit in ein inhaltdgleiches Pavallelepipeb ABCDJK LM perwandeln,
pas mit ihm bdiejelbe Grundflache und gleicdhe Hishe hat, worin aber jwei
gegenitberliegenbe Seitenflichen auf ber Grundfliche fenfrecht find. Lian

Fig. 182, evvidhte auf per Grundflide
a P M 2 in ben Ranten A B und CD,
Z F; in weldyen biefelbe von el
\.T/ XK gegeniiberliegenden  fdiefen

iR ey 2¥ Seitenflichen gefchmitten
/ % o wird, s thr jiwei fenfrechte

; b Gbenen, und evieitere bdie

/ o ,::}’ Sen 2 itbrigen Fldachen bed gege-
4 //'//,/ e Betéenfsﬁaraﬁe%pipebs iotfnei;,
el Am o paff fie mit Den et jent-

o ,'/ o /f vedt evvichteten ein Pavalle-
,:’/y\ . ; lepiped einfdhliefen; bann

B find bie beiben Pavallele:

pipebe inbaltsgleich. Denn
pie breifeitigen Pridmen BFKAEJ und CGLDHM find congruent,
ba fie nad) dber Orbnung in allen Kanten und in allen Kanten= und Flichen-
winfeln paariveife ibeveinftimmen; nimmt man nun jebed diefev Pridmen
von dem Kbrper ABCDEFLM teg, fo miiffen auch bie Rejte, d. i. die
beiven Parallelepipede, gleich fein.
ig. 183. 2. Auf gleiche Weife Fann jebes Parallel-
G T s Py epiped ABCDJKLM, in welchem 3iwet gegens
\ ‘ itberliegenbe Seitenflichen auf ber Grumbdfiide
fenfred)t, bie beiben anbeven auf ihr fdhief ftehen,
in ein inhaltdgleiches fenfrechtes Parallelepiped
ABCDNOCPQ iiber berfelben Grundflice und
von gleicher Hihe vertvanbelt werben.
e 3. Gublid) (Gft fich jedes fenfrechte Pavallel-
epiped ABCDNOPQ (Fig. 183), beffen Grund-
R | ¢l s fliche nicht vechptwintlig ift, in ein inhaltdgleiches
% R vechtwinfliges Pavallelepipep ABRSNOTU
3 B von gleidher Grundfliche und gleicher Hihe ver-
wanbeln. Pan lege dburch die Kanten AN und

V]

b/
&
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BO Gbenen, welde auf der Gbene DCQP fenfredht ftefen; bdamn
evhilt man ein vedytwinfliges Pavallelepiped, weldhed mit dem ge-
gebenen fenfrechten gleiche Grundfldche und bdiefelbe Hihe hat. Beive
Parallelepipede find inhalt8gleich; benn die swet breifeitigen Prismen
ADRNQT undb BCSOPU, welde bdiefelben nicht gemeinjchaftlich
baben, finb congruent.

Jolgefase.
a) Der Cubifinhalt eines jeben Pavallelepipeds ift gleidh
bem Prodbucte aus ber Grundflide und der Hdhe.
b) Bmwei Parallelepipede, welde gleidhe Grundflddhe unbd
gleidie Hiohe haben, find infaltdgleid.

§. 199. Jebes Parvallelepiped wirdbdburd) dben Diagonal
jdnitt in jwei inhalt8gleidie breifeitige Pridmen getheilt.

1. 3t bag Pavallelepiped ein fenfrecdhted, fo finb bie beiden
Prismen, in weldhe dasfelbe dburd) den Diagonalburchichnitt getheilt wird,
congruent.

2. 34t bad Pavallelepiped AG (Fig. 184) ein dyiefesd, fo lege
man durd) bdie Punfte A und B zwei Gbhenen, welche auf ben Kanten bes
Parallelepipeded A G fenfrecht ftehen ; dann ift ber Rorper AKLMENOP
ein fenfrechtes Parallelepiped, dag durdy den Diagonaljdnitt AEOL
in zwei inhaltsgleide Prismen ALMEOP und AKLENO ge-
theilt wirb.

Fig. 184, Da DH = MP = AE ijt, jo muf
aguh DH —DP = MP — DP cber PH
= MD fein; ebenfo folgt OG = L C. Denft
man fich nun den Kirper EOPHG {o auf
pen Rbrper ALMDC gelegt, bafi die con-
gruenten Dreiecte E O P und A LM jujammen-
fallen, fo muf audy PH in bie Ridtung
MD, und wegen PH = MD ber Punft H
auf D fallen; eben jo folgt, baf ber Punkt
G auf C zu liegen Fommen miifje; e ift baber
ber Rirper EOPHG 2 ALMDC. Sefit
man 3u beiben ben Kérper ACDEOP bagu,
fo miiffen auch die Summen gleid) fein, aljo Pridma ACDEGH =
ALMEOP. Gbenfo fann man beweifen, daf bas Priema ABCEFG
= AKLENO ift. Da nun die Prismen ALMEOP undb AKLENO
gleich find, fo find audy bie Prismen ACDEGH undb ABCEF & gleidh.

 Solgefa. Sebes dreifeitige Prisma ift vie Halfte eines Pavallel:
epiped8 von gleicher Grundfliche und gleicher Hipe.

8. 200, Der Gubifinfalt eined jeben Pridma ift gleid
bem Probucte aus ber Grundflide unb ber Hihe.

1. §ite ein breifeitigesd Prisma folgt die Richtigleit bes Satses
aus §. 199, Folgej. und §. 196.

9*
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2. 3ft dag Pridma ein mehrieitiges, jo fann ed durdy Dias
gonaljchnitte in breifeitige Pridmen zerlegt werden, welche mit dem ge-
gebenen Prisma bdie Hiohe gemeinjchaftlich Haben und beven Grunbdflidhen
bie Grundfliche bes mehrieitigen Prisma jur Summe geben. Folglich
ift audh) ber Gubilinhalt eine8 mehrieitigen *Pridma gleich dem Producte
aus ber Grundfliche und der Hihe.

Jolgefie.

a) Bwei Pridmen, welde gleiche Grundfliche und gleiche Hohe haben,
find inbaltsgleich.

b) Die GCubifinfhalte zweier Prisdmen von gleicher Grundfldche wver-
balten fidh wie ihre Hihen.

¢) Die Cubifinhalte zweier Pridmen von gleicher Hihe verhalten fid)
wie ihre Srundflichen.

d) Die Cubifinfhalte je jweier Pridmen verhalten fich wie die Pro-
bucte aus ihren Grvundfldchen und Hihen.

[ 2, Oberflide und Cubifinhalt einer Pyramide und eined Pyramiden-

ftumypfes,

§ 201. 1. Mm bie Oberflidhe o einer Phramidbe zu er-
halten, bevecdhnet man juerft bie Seitenflicdhen al8 Dreiede, ihre Summe
gibt dbie Seitenoberfliche s; dagu abbivt man nod) den Flicheninhalt b
per Grundiliche; alfo o = s + b.

2. Die Seitenoberfldde einer jenfredten Phramibe
ift gleidy bem Producte ausd dbem Umfange der Grundbflade
und per halben Seitenhihe.

Denn die Seitenflichen find gleichfeitige Dreiede, deven gemein-
idaftliche Hihe die Seitenhishe der Phramide ift.

Jov 80202, Bwei Phramiden, welde gleiche Grundfldden
unb gleidye Hohe haben, {ind inhaltsgleidh.

Fig. 185, Beweis. €8 feien

_ (Fig. 185) bie Grundflichen

ABC und A‘B/C’ pex beiben

Pyramidben SACB umbd

S*A'C'BY, gleidh undin ders

felben/Ehene, und die Scheitel

S unb S¢in einer mit diefer

pavallelen Ghene gelegen.

Zheilt man in beiven Phra-

. miben bie Hihen in gleich

viele unter einanber gleiche

Theile und legt burd) bdie

Theilungdpunfte mit ben
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Grundfléchen pavallele Gbenen, fo find je jtwei in gleicher Hoke gefiihrte
Sdittflicen, 3. B. DEF und D'E‘FY, fladengleich.

Denn ijt h dbie gemeinjchaftliche Hihe der Phramiven und d ber
gﬁf%g bler Sdmittflichen DEF und D'E‘F vom Scheitel, fo ift nach
DEF: ABC =4d%:h® unp D'E‘F‘: A‘B'C“=d*: h® baber

DEF:ABC =D'E‘F‘: A'B‘CY
_ aber ABC = A'B‘C’, pafer auhy DEF = D'E‘F".

Conftruivt man mum ju jebem zwijdhen 3wei folden Schnitten fe-
genben Stiidfe ber Phramidben ein duferes und ein inueved Pridma, deren
evfte8 bie umteve, Deven jweited bie obere Grundfiddie bed Phramiden-
ftiicte ur Grundfliche hat, wie ju ABCDEF bie Pridmen ABCDRT

" undb ANPDEF, jo find (§. 200, Folgef. a) fe zwei gleichliegende
dufeve Pridmen, und eben fo je zwei gleichliegende inneve Pridmen gleid).
@3 wird baher aud) bie Summe aller Guferen unb eben fo bie Summe
alfer inueven Pridmen in beiben Phramiden gleich fein. DHeifit nun A
bie erjtere undb J bie lefitere Summe, P ber Jubalt ber Pyramide
SABC und P’ ber 3nbalt der Ppramide S‘A‘B’CY, fo ift immer

A=>P>=Jud A>>P >J.
Gubtvahivt man die Ausdriide P << A und P = J, {o erhilt man
P—P <A—1J.

Die Diffeveny A — J ijt nun, da jeded dufeve Pridma dem nddhit
unteven inneven Prisma gleidh ift, gleich dem unterjten Guferen Pridma,
pad p heifien mag; bdaber hat man

P-—P <p.

Denft man fich die Anzahl der gleichen Theile ber Pyramide ohne
Gnbe zunehmend, jo wird p unendlichy abnehmen. So flein aber aud) p
werden mag, fo ift bie umverdndberliche Diffeveny P — P’ fteté noch
Fleiner, wa8 nur fein fann, wenn P — P'=o, b. i wenn P =P’ ijt.

§. 203. 3ebes dreifeitige Prisma fann in drei inhalts-
gleidhe breifeitige Pyramidben zerlegt werbden.

Fig. 186. Bemeis. Legt man (Fig. 186) durd) die

Punfte A, E und C bed8 breifeitigen Pridma

D, ABCDEF eine Gbene, {o zerfillt baburd) bas

- Prisma in gwet Pyrvamivden, eine dreifeitige EABC

unb eine vierfeitige EA CFD. BWird ferner in biefer

‘vierfeitigen Phramive durc) die Puntte C, E und D

eine Gbene gelegt, fo theilt fie jene Phramide in bie

‘ awet breifeitigen Phramiden EACD unb ECDF.

4 Die beiven Pyramiven EACD unb ECDF

B finb nach §. 200 einanber gleich. Betvachtet man

in per Phramive ECD F den Punkt C ald8 Scheitel

unp DEF al8 ®Grundflicde, fo folgt aué § 202, baf diefe Phramide
audy der Ppramive EABC gleid ijt.
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Die brei Pyramiven EABC, EACD und ECDF, in welde
pas breifeitige Pridma jerlegt wird, find aljo infaltdgleich.

Jolgefa. Jede breifeitige Pyramibe ift ber dritte Theil eined brei-
jeitigen Pridma von gleider Grundflidhe und gleidher Hihe.

8 204. Der Cubifinhalt einer Pyhramidbe ijt gleich bem
Prodbucte aus der Grundflidhe und bem bdritten Lheile dber
Hohe

1. Fir eine breifeitige Pyramive ergibt fich bdie Ridhtigleit
biefes Saes aus § 203, Folgef. und §. 200.

2. 3ft die Pyramide eine mehrieitige, fo 1Gft fie fich durdy
Diagonaljdhnitte in dreifeitige Phramiden jerlegen, welde alle mit bev
mehrieitigen gleiche Hihe haben, und deven Grundflicden ufammen bev
®rundfldde der mebrieitigen PFhramide gleidh find. Somit ift audy ber
Gubifinbalt einer mehrieitigen Phramide gleid) dem Probucte and der

_ Grunbfliche unb dem britten Theile ber Hihe.
af f}’,ﬁ:_,- §. 205. 1. Die Oberflidhe o eined Phramidenftumpfesd
YU ivd erBalten, wenn man die Summe s aller Seitenfliden, welde Tra-
peze find, beftimmt und bie beiben Gruudflidhen B und b bazu abdbivt;

alfo
o=s-+ B+ b.

2. Die Seitenoberflide eined jenfrediten Phramidbens
ftumpfes it gleid) bem Prodbucte aus dbem Umfange bes
mittleven Durdidnitted unb per Seitenhshe.

Halbivt man eine Seitenfante und legt duvch den Halbivungspunit
eine mit ber Grundfiddie pavallele Ebene, {o halbirt diejelbe auch bie
itbrigen Seitenfanten und man erhilt al8 den mittleven Durdhidinitt ein
regelmifiged DBieled, bdefjen Seiten bie Wtittellinien ber congruenten
Seitentrapee bilben. Dev weiteve Beweid bevuht auf §. T3, Folgef.

Gig- 187. [/ §. 206. Der Cubifinbhalt eines Pyra-

s VY mibenftumpfed ift gleich dbem Probucte

A ber Summe ber beiden Grundfldchen unbd

ihrer mittleven geometrijden Propor-

tionale mit bem dritten Theile der Dohe.

~ BWirb ber Phramibenjtumpi ABCDabed

($ig. 187) zur gangen Pyramide evgduzt, fo ift ber
Gubifinhalt besfelben

V = Piyr. SABCD — P, Sabed.

Beseichnen nun B und b die Grundfldcden -
ABCD und abed, h bdie Hihe pP und x bdie
nod) unbefannte Hohe Sp, fo Hat man

Pyr. SABCD =w, Phr. Sabcd:l—?;
baf;erV:Eﬁ;_‘l_%’f:B_;.{_.;_ (B — b).
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Bur Beftimmung von x hat man die Proportion:

B:b=(h+ x)*:x%(§. 180, 1) ober YB: Vb= (h + ) : x
mmmmeB—pmzvm=mLumx=vg%F
Durdy Subftitution bdiefes TWerthes erhilt man

Bh h Vb '
V=204 iy B =2+ /B 4 )

— (B +J/Bb + b).~.

g0 3. Oberflide nnd Cubitinhalt cined Cylinbers.

§. 207. Da man ben RKveid, welder bie Grunbdflidhe eines €y-
linbers bilbet, al8 ein vegelmdfiged Bieled von unendlich bielen Seiten
anfehen fann (§. 131, Folgef. b), fo ann audh ein Eplinder ald ein
Pricma, bdeffen Grundfliden vegelmdfige Bielede von
unendlidh pielen Seiten find, Dbetvaditet werden. Die Rehriite,
beven Richtigleit fiir Pridmen von beliebiger Seitenanzafhl bewiefen wur-
ben, gelten baher auch fitv bie Ehlinder.

Die Mantelfldde cines fentredten Chlinders ift gleid
pem Producte aus bem Umfange ber Grundfldde und der
Hihe

Folgt aus dem analogen Sape fitr Pridmen in §. 195, 2.

Die ganze Oberflade eines fentredten Eylinbers wird
erhalten, wenn man 3u bev WMantelfldche ben doppelten Flicheninhalt
per Grundfldde abbirt.

Begeichnet r den Halbmeffer der Grundfliche undb h die Hihe
eines fenfrechten Chlinders, fo ift bie Mantelfliche — 2rhm, bdie
Grunbflade = r®x, daher die Gefammtoberfliiche

0o=2rhx 4 2r%z = 2rx (h 4 r).

3m gleichfeitigen Cylinder ift h = 2r, baher o = 6r’=z.

Bufay. Die Mantelfldche eines fenfrechten Cylinders laft fidh) auf
eine Gbene ald ein Rechted abwideln, weldes mit dem Chlinder gleidpe
Dobe hat, und bdejfen Grumdlinie dem Umfange bes Grundiveifes bes
Cylinbers gleich ift. :

§. 205. Devr Cubitinhalt eined Chlinbers ift gleid) bem
Broducte aus ber Grundfldde und der Hohe.

Folgt aus vem Sage fiir Pridmen in § 200.

3t r ber Dalbmeffer der Grundfldche und h die Hihe ded Ch-
linders, fo ift dejfen Cubifinfalt

: v = rtham
Fitv den gleichieitigen Ehlinder hat man h = 2r, baher

v=2rm
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. (4 Oberfliiye und Cubifinhalt cined Kegeld und cines Kegeljtumpfes.

§ 209. Gin Kegel faun al8 ein Ehlinder, beffen Grund-
flade ein vegelmiafiges Bieled von unéndlidh vielen Seiten
ift, betvachtet werben. Aus §. 201, 2 folgt daher:

Die Mantelflade eined jenfredhten Kegeld ift gleidh
%embfﬂrobucte ans bem Umfange der Grunbdbfliche und der

6he. '

Die Gefammtoberflide eines jenfredhten Regeld mwird
erhalten, inbem man ju ber Mantelfldche den Fladheninhalt der Grund-
flache abbirt.

it r der Halbmeffer der Grundfliche und s die Seite eined fent-

vedgten Regels, fo ift bie Mantelfliche = 2rz.; = rsx, bie Grund-

fliche = r®z, baher die ganze Oberflidhe
o=rsxw + 1’z =rx (s + 1)
Biiv den gleichieitigen Regel hat man s = 2r, baber
0. =18,

§. 210. Der Cubifinhalt eines Kegels ijt gleidh bem
%gobbucte aug dver Grundflide und dbem dritten Theile der

e
8 Tolgt aus dem analogen Sape fiir die Phramide in §. 204.

Sft r der Dalbmeffer ber Grundflicdhe und h die Hihe ded Kegels,
fo hat man
k =27
J3ft ber RKegel ein fenfrechter und s eine Seite vedfelben, fo ijt

h= )V —15 baber k = r%n VP a%

Biiv ven gleichieitigen Regel hat man s = 2r, folglih k= r%" V3.

§ 211. Die Mantelflddhe eines fjenfredten RKegel-
ftumpfes ift gleidh pem Probucte aug dem Umfange desd
mittleven Durdjdnittes und der Seite.

Diefer Sap folgt, wenn man die Grundilichen ded Kegeljtumpfes
al8 regelmdfige Bielecfe von unendlich vielen Seiten anfieht, unmittel-
bar aus §. 205, 2.

Sind R unbd r die Halbmeffer ber Grunvfidchen des Kegeljtumpfes,
fo ift Rzir per Halbmeffer und daher (R +r) = der Umfang bes
mittleven Durdhjchnittes; folglich ift, wenn man bie Seite durdy s be-
seicdhnet, pie M antelfliche

m= R4 1r)sm



137

. Die®Gefammtoberfladyeeines fenfredhten Regelftumpfes
wird erhalten, wennt man gu ber Wantelfliche die Flideninhalte der
beiben Grundflichen adbivt; es ift alfo bie Gefammtoberfliche

0= (R +r) smw + R?'» 4 r’z.

§. 212. Der Cubifinhalt bes RKegelftumpfes ift gleidh
bem ?Bro?ucte ber Summe ber Beiden Grundfliden und
threr mittleren geometrifden Proportionale mit dem
pritten Theile ber Hobe.

oolgt aud §. 206.

_ Begeidhnen R und r die Halbmefjer bev beiben Grundflichen und
h bie Hihe des RKegelftumpfes, fo ift ber Cubifinbalt

v= (R'z + Rrx + r*x) . }.

5. Oberflide und Cubifinbalt ciner Sugel.

§. 213. Wird in einem Halblreife ACB (Fig. 188) eine Sefne
CD gejogen und biefelbe fammt bem Halbfreife um bden Durchmefjer
AB gebreht, fo Dbejdhreibt ber Dalbfreis eine Kugelfliche und bie
©ebue die WMantelfliche eined RKegelftumpfes, welcdher ber Kugel einge-
fdrieben beifit.

Die Pantelflade eined ber Kugel eingejdriebenen
Regelftumpfes ift gleich bem Prodbucte aud bem Umfange

Fig. 188. eines Kreifes, deffen Halbmefjer dber Ab-
ftand feiner Seite vom Mittelpunfte der
Kugel ift, und feiner Hohe.

Beweis. Jieht man (Fig. 188) OG | CD,
ferner CC/, GG* undb DD’ fenfredht auf AB, fo
tit nach §. 214 die Wantelfliche bed von ber Sehe
H CD bejdyriebenen Regelftumpfes

m = 2zGG.0'D"
v Rieht mannod) CH | DD, foift /\ GOG'
.~ CDH, bdafer GG':CH=0G:CD, und
E E' G6/.CD = 0G.CH = 0G.CD’; folglich
m=2z20G.C'D,
. und wenn OG = a, C'D’=h gefet wird,
xr I m=2am.h.

‘B

§. 214. Die Oberflade einer Kugel ift gleicy bem Pro-
pucte aus dem Umfange eined griften Kugelfreifes unbd
pem Durdhmefjer.

Beweis. Wird einem Kreife ein vegelmdfiges Bieled von gevader
Seitenangahl eingefchrieben und die Hilfte biejes Gebilded (3ig. 188)
um eine daé Bielect Halbivenbe Diagonale als Duvchmefjer ves Kreijes
gebreht, jo bejdhreibt ber Halblveis die Oberfliche einer Sugel, und die

=S

=)

]
7
S
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Seiten ves Bielectes bejchveiben Veantelfldchen von Regeln ober RKegel-
ftumpfen, oder anch einen Chlinbermantel. Leian fann jedoch annehmen,
paf mu Mantelflachen von Kegelftumpfen bejdyrieben- wiirden, ba ber
Gylinber alg ein Kegelftumpf mit gleihen Grundflachen und ber RKegel
ald ein Regelftumpf, deffen eine Grundflicdie ben DHalbmefier Null Hat,
betraditet werben fann. Jede folche Weantelfliche ift nach §. 213, wenn
0G = a gejett wird, gleih dem Probucte aud 2am und der Hihe
bes besitglichen Regelftumpfes, folglich bie Summe s aller bdiefer Mantel-
flichen gleich bem Prodbucte aus 2am und der Summe aller Hihen, o. i.
pem Durchmefjer AB = 2r ber Kugel; man hat alfe
B— 2R 2T, s

Da nun bet fortgefetster Berdopplung der Seitenangahl bed Biel
efed basjelbe fidy immer mefhr dem Umfange bed RKreifes ndhert und
endlich in diefen iibergeht, wenn a = r wird, jo geht auch die Summe
s ber Mantelfldchen der RKegeljtumpfe in die Oberfliche o der Kugel
fiber, wenn a = r gefest wird; folglich it

0o — 2rox T .
Bufdge, 1. Aud o = 2rx.2r folgt audh
0— 4rx,
p. h. bie Oberflache einer Qugel ift gleidh bem vierfaden
Fladeninhalte eined grofiten Kugellreifes.

2. Heiffen O und o bie Oberflichen jweier Kugeln, beven Halb-
meffer R unb r find, {o hat man O = 4Rz und o = 4r%x, daher
010 =Rb:iE;

b. h. bie Oberfliden zweier Kugeln verhalten jid) wie die
Quabdbrate ihrev Halbmefier.

3. Aud bem Veweife zu dem obigen Lehriase ergibt fidh:

Cine Qugelmiige ober eine Kugelzone ift gleid) bem
Probucte aud dem Umfange eines griften RKugelfreifes
und ihrver Hohe.

§. 215. Devr Cubifinhalt einer Kugel ift gleidh) dem
Prodbucte aund der Oberflade und dbem dritten Theile des
Halbmejfers.

Beweis. Denft man fidh durch den Wittelpunft der Kugel un-
3ihlig viele Gbenen gelegt, fo wirb burd) diefelben bie Rugel in unendlich
viele phramidenférmige Kbvper jervlegt, deven Scheitel im WMittelpuntte
und beven ®rvundfliche in der Oberfliche der Kugel liegen, und die fich
um fo mehr Phramiden nidhern, je fleiner ihre Grundfldchen find. Fiir
eine folche, 3u einer unendlich fleinen Grunbflide gehivige Phramibde
fann man ben Halbmeffer der Rugel als Hihe annehmen. Den Cubif-
inhalt alfev biefer Pyvamiden, b. i. ben Cubifinbalt dev Kugel, finbdet
man baher, indem man die Summe aller Grundfldchen, b. i. die Rugel-
oberfliche, mit bem buitten Theile der gemeinfchaftlichen ke, b. i. bes
Halbmeffers der Rugel, multiplicirt,
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Begeicdhnet r ben Halbmeffer, o die Oberfliche und v ven Cubit-
inbalt einer Qugel, fo ift v =o. <, aber

r 4rix

o = 4r'z, baber v = 4r'x. o

Bufage. 1. Heifen V und v bie Infalte zweier RKugeln, bderen

Dalbmejfer B und r find, jo hat man V= 4—1?:—” ub v—= %’, baher
Vilgwyi==R8 pd)

p. §. dbie Cubifinhalte zweier Rugeln verhalten {idh) wie bdie

pritten Potenzen ihrer Halbmefjer.

2. Der Cubifinhalt eined Kugelfectors ift gleid) bem
Prodbucte ausd feiner Kugelmiige und dbem bdritten Theile
bes Dalbmeffers der Kugel

3. Der Cubifinhalt eines Kugeliegmentes ift, je nad-
pem bdiefed fleiner ober grifer al8 die Halbfugel ijt, gleih der Diffe-
venj ober ber Summe ber Jnhalte bed entfpredjenden Kugelfectors
und eines RKegel8, bdeffen Grundflidie die Grundfldche des Segmentes,
und beffen Hohe der Abftand bdiefer Grunbdfldche vor bem Kugelmittel-
puntte ift.

4, Der Cubifinhalt einer Rugelididt wirb als bie Dif-
feremy ber 3nfalte yweier Kugelfegmente berechuet.

Redyunngdanfgaben.
T. Sn einem Wiirfel ift a bie Seite, o die Oberfliche, v der
Gubitinhalt; aus eimev diefer Gvifen bie beiben anberenm gu bevechnen.

®egeben find:
1) a= 1= 4im; 3)0=10]"; 5) v=29791 Gub.om;

2) a = 1+375"; 4) o = 50[]*= 8086 [J™; 6) v=12"326391 Cub.™.
2. Sn einem vedhtwintligen Pavallelepiped find a, b, c die
Ranten, o die Oberfléche und v ber Cubifinhalt; aud dreien diefer
®vdfen bdie dibrigen zu beftimuten.
®egeben find:

1) a = 2-4m, 2) a =75 8) b= 35
b = 2-75m, b = 36, ¢ = 3-8im;
¢ =l 18h%; Ge= 4242 | 0o ¥ — LIAGEE

8. Gine 3560™ lange und 6™ breite Strafie foll mit Kies 127"
hodh bejchiittet werden; wie viel Cub.™ RKies braucht man dagu und ie
viel Fubhren finb ndthig, wenn der Wagenfajten 1°6™ lang, 7™ breit
unb 5= tief ijt?

4. Sn einem Pridma betrdgt
a) bie Grundfliche 2 ()% 25 [, die Hihe 1= 2m;
b) "n n 3 '795 de' " " 7 5 26!11;
wie grof ift bev Cubifinhalt?
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5. Die Grundfidche cines Pridma betvdgt 31° 784, per Cubils
inbalt 157311 Gub.t™; wie grof ift die Hihe?

6.-Beim Bau einer Gifenbahn witd bdie aus einem Ginjdnitt,
welcher 165™ lang, oben 22™ und unten 8™ breit, und 6°4™ tief it
gewonnene Grbmaife auf ein 25 Av enthaltenbes Grunbitiid gleidymafig
perteilt; nm wie viel wird lefteved dadurch exhisht?
: A. Die Hihe eined fenfrecdhten Pridma ift h, die Grundfliche bes-
felben ein vegelmdfiges Sedhsed, beffen Seite a ift; beftimme a) bie
Oberfliche, b) den Cubifinfalt des Pridma.

8. 3u_einer fenfrechten Phramide ift die Grundflicde ein Qua-
brat yon 1™ 34 Seitenlinge; wie groff ift bie Oberfliche der Pyramibe,
mwenn deven Seitenhihe 1= 8™ Betriigt?

9. Gin Thurmbdad) Hat bdie Form einer fenfrediten vierfeitigen
Phramive vor 9-6™ Umfang der. Grundfiddhe und 10°2™ Seitenhishe ;
wie viel [J@ Bledh) finb zur Ginbecung erforberlich, wenn fitr Ber-
fchnitt und Falze 6 % Bingugevedhnet werben?

10. 3n einer breifeitigen Pyramide betvdgt die Hihe 5= 483w,
urgb[iebe Seite der Grundflade 2m 80-4°=; wie grof ift der Cubif-
inbalt ?

- 11. TWie viel wiegt eine dreifeitige, 8™ hohe Phramide ausd Suf-
eifen, ‘wemn jede Seite ber Grundfliche 2 8™ Petrdgt, und wenn 1 Cub.im
Gufeifen 7-2 Rilogramm wiegt?

- 12, Die Seite der Grunbdfldche einer fenfrechten fechsfeitigen Po-
ramive ift 4°4%™, bie Hihe ber Phramive ift 6-3%=; wie grof ift die
Seite eines Wiirfeld, weldher der Pyramidbe an Jnfalt gleidy fommt ?
A3 3u einem fenfrechten Pyramivenftumpf ift die Hihe 5,
die Grundfldchen find gleichieitige Dreiecte, deven Seiten begiiglich 1- 61
unb _1"2'?"‘ betragen; wie grof ift a) bdie Oberflide, b) ber Cubifinhalt?

4. Wie viel wiegt ein Pyramivenftumpf aus Mavmor, bdefjen
Grundfldchen Quadrate vor 1-2™ ynd 1™ Seitenldnge find und 1-5™
von einander abftehen? (1 Gub.i™ Marmor wiegt 2°72 Rilogr.)

15. Beftimme a) die Oberfliche, b) den Cubifinbalt eines vegel-
mafigen Tetraeders, beffen Seite a ift. '

16. Die Seite eines vegelmifigen Oftaevers betrigt 1°29m; mie
grof ift a) bie Oberfliche, b) der Cubifinhalt desjelben?

17. Gin Biirfel und ein vegelmdfiges Stojaeder haben die gleiche
Seite a; wie verhalten fich ifhre Oberflachen? :

18. 3n ecinem fenfredhten Chlinter ijt r bdev $)aﬁ'1meffer ber
Grimbdfldche, h bie Dohe, m bie Wantelflide, v der Cubifinfalt; be-
vedhne aud fe ziveien diefer ®rdfen bie beiben anbeven.




®egeben find:

1) l‘=1'57m, h=1'29m; 2) h=1-5m’m=1-1386l:|m;
3) r=1"86", v=237-268 Gub."; 4) m =20 J*®, v =20 Gub.im,

19. Wie geftalten fich bdie allgemeinen Aufldjungen in 18. fiir
h=2r, b. i. filv ben gleichfeitigen Chlinber?

20. Wie verhdlt jich in einem gleichfeitigen Chlinder die Mantel-
flacbe zur gamgen Oberflache? - :

21. Gin chlindrijches ©efdf faft 36 Liter; wie biel faft ein Ge-
fif, Deflen Ausdehnungen doppelt fo grof find? 4. 70

22. Gin cplindbrijches Gefdf balt - 50O Liter Getveibe und  ift
399-3m= hody; wie gvof ift der Durchmeffer feiner Grundfliche? ¢

23. 3n einen chlinbrifchen Wafferbehilter von 6™ Durdymejfer
with ein ©efiff von 2 Liter nhalt 25mal geleert; wie Hody wird dasd
Waffer in jenem Behdilter ftehen? .~ - 7

24. Das Ciment fiiv 1 Liter = 1 Cub.%™ bes Flitfjigleitdmaies
hat die Form emes Chlinberd, beffen Hihe dbad Doppelte bed Duvdh-
mefferd Dbetvigt; wie grof find bie Dimenfiomen biefes Cimented in
Millimeter?

25. Die Linge eines Faffed betragt 1™ 3™, ber Durchmeffer am
Poben 81, per Durdymeffer an der Spundflddie 1™; wie viel Liter
hilt bas Faf? :

Gin Faf wirh gewdbulidy als ein Eylinber bevedimet, beffen Hobe gleidy ift
per Lfinge des Faffes, und beffen Grundflidie ben britten Theil aus bem boppelten
Spund« und dem einfaden Bobenbuvdymefjer jum Dyvdmefjer hat.

26, Den Gubifinhalt einer Cflinderrdhre aud deén beiben Halb-
mejfern B und r und bev Hiohe h zu bevechnen. :

27. Aug bem Cubifinhalte v einer Chlinberrdhre, dev Hihe h und
pem gebferen Dalbmeffer R bte Dide d ju finben. o - ~

28. 3u einer Wafferleitung braudyt man in einer Lange von 840"
Rihren von Blei, weldhe 16°= bidt find, und beven Weite im Lichten
em Betriigt, wie viel foftet bas Blei, wemn 1 Cub.™™ pesfelben 11'35
Rilogr. wiegt und dad RKilogr. Blei mit 40 fr. bejahlt wixd? /.

929, Sn einem fenfrechten Regel ift r der Halbmeffer der Grund-
fliche, h bie DHibe, s bie Seite, m bie Wantelfliche, v ber Cubitinhalt;
aus je jweien diefer Grifen bie itbrigen ju beftimmen.

®egeben find:

1. r :3.56111’ h ..;.8.411111;
p = 0¢8m “gi—"1-25m.
o ik v B R s o il
r =421, v = 113785 Cub.i=;
h = 85 v = 55-894 Gub.o»;
m = 17-593 )™, v = 7'697 Cub.im. :

30. Wie geftalten fich die Anfldjungen in 29. filv s = 2r, dIL

fitv ‘ben gleichfeitigen Kegel? ~

o

.
g
4,1.
5.
6.




31. Wie grof ift a) bie Oberfliche, b) der Eubifinhalt eines
gleidhfeitigen Regeld, deffen Seite 20m 2m ijt?

32, Gin Kegel von WMeffing, weldher 1°629™ Hodh ift, wiegt
3+56076 Kilogr.; wie grof ift der Durvdymeffer der Grunbdfliche, wenn
1 Gub.i™ Meffing 84 RKilogr. wiegt?

'33. Die Durcdhmeffer ber Grumdflichen eines fenfrechten Kegel-
ftumpfes find 2-49m ynd 1-8%=, bie Seite betvdgt 3°0212; wie grof ift
a) bie Mantelfldche, b) der Cubifinhalt des RKegeljtumpfes?

34, 3n einem fenfrechten Regelftumpfe find bie Umfdnge ber
Grundflicden 1-36™ undb 0-94™,° bie DHihe 1=; wie grof ift a) bie
Oberflide, b) per Cubifinhalt besfelben?

35. Wie viel Cubifmeter enthdlt ein vunbder abgeftumpiter Baum-
ftamm pon 7™ Ldnge, wenn bie grifere Queridnittsfidcde O-T76™ und
bie fleineve 0°5= im Durchmejfer Hat?

36, Dag Ciment fiir 1 Deciliter be8 Hohlmafes fitr trodene
®egenftinde BHat bie Fovm eined RKegeljtumpfes, bdeffen oberer Duvdy-
mefjer gleich ift bem Durdhmefier eines inhaltégleichen gleichfeitigen Ey-
linberd, und deffen untever Duvchmeffer 5/, bed obeven betvdgt; welche
Dimenfionen in Millimeter evgeben {idh Hievaus?

—_—

37. 3n einer Qugel ift r der Halbmeffer, o bie Oberflache, v
ver Jubalt; jude aus jeber biefer Grvidfen die beiden andeven.

®egeben find:

R = TEgir. 3) 0 =572:5bh [ 5) v.—= 100 Gijb o~
o) — TR atuden. Sl =29 1611 119 6] v—"0"T12 Cali™.

38. Wie grof ift a) die Oberfliche, b) der Cubifinhalt unjerer
Grbe, wenn man bdiefe al8 eime Rugel betradhtet, deven DHalbmeffer
8569-0909 geogr. Meilen betrigt? (o = 3-141592).

39. Der Durchmeffer eines Crbglobus ift 49=; wie verbdlt fidh
beflen Oberflide ur Oberfliche der Grbe? (1 geogr. []Meile =
0550629 [ Mm), !

40. BWie grof miifite der Duvchmefjer eines Erdglobus anges
nommen werben, auf welchem 1 M al8 1 [J== ericheinen joll?

41. Der dufere Durchmefjer einer Hohlfugel ift 3™ und ber
inneve 2+99m; wie grof ift ihr Cubifinalt

P 42, Gin geraber Regel Hat 0°8™ Hihe und eine Bafis von 0° 3=
Halbmeffer; wie grof muf der Duvchmeffer einer Kugel fein, bdeven
Oberflache gleid) ijt per Mantelfldche jenes Kegels?

43, Gin cylindrijcher Dampffeffel mit jrwei halblugelfrmigen Eud-
ftitcfen ﬁ't I™ teit und 4= [ang, o baf bdie Linge bes Cplinders 3"
betrdgt; wie grof ift a) die Oberfliche, b) ber Inbalt bes Keffels?

44, 3u cinen gleichfeitigen Eplinder von 19 Halbmeffer werden
eine Qugel unb ein fenfrechter Regel eingefchricben; wie verbalten fich
die Gubitinhalte bes Regels, der Kugel und ves Eplinders ju einander?
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45, Um ecine Rugel von 19 Halbmeffer werben ein gleihfeitiger
Cplinber unbd ein gleichfeitiger Regel bejdjrieben; iwie verhalten fich a)
bie Oberflichen, b) die nhalte diefer drei Kovper.?

Geometrifde Barfiellung Der ﬁﬁrpu:.

Unter der Projection eined Kdrpers auf eine Ebene verfteht
man bag Gebilbe, weldes erhalten wird, wenn man die Linien unbd
Tladen bes Ribrpers auf biefe Ehene projicirt.

Beichnet man bie Projectionen eined Kdrpers auf eine Hovizontale
und auf eine vevticale Gbene, d. i. feinen Grunbdbriff und Aufrif, jo find
burdh) biefe die Flddhen und Linien beftimmt, von demen ber.Cubifinbalt
bed Kdrpers abhingt. Der Grunbdrif und ber Anfrif eines Kirpers
enthalten demmady die geometrifde Darvftellung feines Cubifs
inhaltes. 7

Um bie Oberflade eined Kivrpers geometrijch barzujtellen,
conftruivt man alfe Grengfldchen bdesfelben jufammenfhdingend in einer
eingigen Gbene. Gine folche Beidhnung Heifit dbad Nef bes Kirpers.

Die Kovpernepe bienen nidyt Hlod zur BVeftimmung der Oberflide, jonbern
audy, inbem man fie gebbrig ausjdmeidet und ujammenfiigt, jur Anfertigung von
DMobellen der Kirper.

1. Dag Prisma.

Fig. 189 ftelit in I pen Grundrif, in I den Aufrif, in ;II
bad Nefs eines fenfrechten fitnfjeitigen Prisma dav, deffen @rupbfmd;_e
auf ber Dovizontalebene vuht, und von weldem eine Seitenflice mit

Fig. 189,

per Berticalebene pavallel ift.
I .\3
7
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Der Grundrif ift mit der Grundflche des Pridma congruent und
ftellt baher die Grdfie der Grundfliche dar, der Aufrif gibt die Hihe
bed Rirpers.
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@ib aug bem Grund- und Yufriffe a) bie fidtbaven, b) die gededien Ed-
punfte bed Pridma an.

Gib aug den wei Projectionen bdie Kanten bed Pridma an, welde a) als
fidtbare Stveden, b) al8 Punfte, c) al8 gebedte Streden erjdeinen.

Gib bdie Fladen bdes Pridma an, welde a) a8 fidtbare Fliden, b) als
Gtreden, c) ald gebedte %l&d;en exfdeinen. 3

Dasfelbe wird in Beziehung auf die Projectionen ber jpiter folgenden Kirper
angugeben fein.

Um bad MNek bded Pridma zu erbalten, ziehe man bdie Pavallelo-
gramme (Redhtede), weldhe die Seitenoberfliche bilben, jo neben einanber,
baff je awei eine gemeinjchaftliche Seite haben, und conftruive dannm itber
und untev einem bdiefer Pavalelogramme bie Grunbdflichen.

2. Die Pyramive.

&ig. 190 ftellt in I den &rundrif, in II den Anfrif, in III
ba8 Nep einer auf der Povijontalebene aufgejtellten vieveitigen fents
rediten Phramide dar.

Fig. 190.
0
@a
0
0 d

Der Grvundrif gibt die Grundfliche, ber Aufrif bie Hike ber
Phyramide.

Jebe Seitenfante od fann ald Hypotenuje eined redhtwinkligen
Dretedes davgeftellt werben, deflen RKatheten der Grvundriff o’d’ bdiefer
Rante und die Hihe o”m der Phramide ift.

Das Ney eincr Phramive erhdlt man, wenn man juerft bie
Seitendbreiede nebeneinander {o confivuivt, daf fie den Scdheitel gemein-
jchaftlich haben, unbd an eines diefer Dreiecte unten die Grundfldche anlegt.

BWie confiruirt man das Nef eines fenfrechten Pyramidenfiumpfes?

3. Die regelmipigen Korper.
a) Dag Tetraedber (ver Bierflichner).

Fig. 191 T ift ber Grundbrif, II der Aufrif, III bas Nes
eined Tetraebers.
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Um bag Nep eined Tetvaeders ju erhalten, conftruive man mit
ber Rante be8 Tefracbers ein gleichfeitiges Dreiect, umbd fobann iiber
feber Seite wieder ein gleichieitiges Dreied.

Fig. 191.
»
I
b ¢
b o a. [
b) Das Heraeder (ber Sedhsflichner, Wiirfel, Cubus).
Fig. 192
{
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Fig. 192 I ftellt den Grundrif, II dben Aufrif, LI bas Net
eined Heraeberd bav.

Dad Nets ves Wiirfeld exhilt man, wenn man bdie vier Quabdrate,
weldje die Seitenroberfldche bilben, neben einanber zeichnet und dbann an
ben entgegengefeten Seiten eined biefer Quabvate nod) jwei Quadrate
conftruivt.

c) Das Dftaeder (ber Adhtflichner).

Bei diefem und ben folgenben regelmdpigen Rbrpern bejdhrinten

Fig. 193, wiv und auf bie Conftvuction bder
Nebe.

Das  Nep eines Oftaeders

(Fig. 193) wird erhalten, wenn man

/\ mit der Kante beg Oftaederd juerft
/\/\/ \/ pag MNet eined Tetvaebers jeichnet
und dann an biefed ein weited mit
ibm congruented Ne; o anlegt, daf
] beive Nese eine Seite gemeinfchaft-

[ich haben.

Moénit, Geometrie fiiv Lehrevbilbungdanitalten. 10
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d) Das Dobdefaedber (der Bwdlfflichner).
Fig. 194. Um bas Nety des Dobefa-
ey ebers (Fig. 194) su conjtruiven,
seidhne man mit ber RKante bes
Dobefaeberd ein  regelmdfiges
Fiinfect, befdhreibe iiber den Seiten
bedfelben wiebev regelmdpige Fiinf-
ede (toobei man fidh mit Bortheil
per Berlangerung der Diagonalen
bebient), und lege an bdiefed Nefs
- ein zweite mit ihm congruente8 fo au, daf beide in einer Seite ju-
fammenftofen.
e) Das Jfofaeder (der Swanzigflichner).
Fig. 195. Das Nety eined Jtojaeders
(Fig. 195) erhélt man, wemn

/\ man auf einne Gevabe bie Rante

\ bes Sfojaebers Smal auftvigt,

/\ ' iiber piefen Stredfen nach oben
/ \/ 7 / und unten gleichfeitige Dreiede

\/ LN confteuivt, dann alle Scheitel -

/ T auf einer Seite durch -eine

/ \/ Strede verbinbet, und lings

; perfelben, mnadibem f{ie ver-

Lingert wivd, wieber gleidhfeitige Dreiecde verzeichnet, fo daf ihrer auf
jeber Seite fiinf evjdyeinen.

4. Der Cylinder.

Fig. 196 ftellt in I ven Grundrif, in I ben Aujrif, in HI
bad et eined jenfrechien Chlindersd bar.

Fig. 196.
(?“ M Q
Tiriisco ] <4 |
e o
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Der Grundrif gibt bie @runbf[ac{;e, ber %Infnfg bie ohe bes
Gplinders an.
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. Toas fifr Gebilbe find ber Grundriff und ber Aufriff eines8 Eylinders, ber
mit feiner Mantelfliide auf ber Horigontalebene rubt, und bdeffen Adpfe mit Der
» Berticalebene pavallel ift?

Denft, man {idh die Wantelfliiche eined fenfrechien Chlinderd vom
Cylinber trenubar (3. B. ald Papievhiille) und nach der Ridhptung einer
Seite duvdyfchnitten, fo bilbet biefelbe, wenn man fie auf eine Chene
augbreitet, ein Hedptet, beffen Grunbdlinie bem Umfange ber Grumd-
fldche, und deflen Hibhe der Hihe des Chlinders gleich ift. Um bdaher
pad Nep eimes jenfrechten Chlinderd zu conftruiven, zeichne man ein
Rechtect, bdeffen Grunblinie 3imal jo grof ift ald der Durdymeffer ber
®rundfliche, und deflen Hihe der Hihe bes Cylinbers gleidh ift, und
befchreibe fjobann jwei der Grunbdfliche gleidhe Kreife, von demen ber
eine bie Grundlinie, ber andere die gegeniiberliegenbe Seite ded Fedht-
ecfed beviihrt. ,

5. Der Kegel. .

Fig. 197 I ftellt ben ®Gruunbrif, II ben Aufrif, III bad
RNep eined fenfrecditen Kegeld bar.

Fig. 197,

Der Grundrifi gibt den Halbmejjer ber Grundfldde, bper Aufrif
bie Hihe und bie Seite bes Kegeld.

Wird die Mantelfliche bdes Kegels auf eine Cbene audgebreitet,
jo evicheint fie alg ein Kreidausjcdhnitt, deffen Halbmeffer bie Geite besd
Regels, uud defjen Bogenldnge ver Umfang der Grunbfliche des Kegels
ift. Um daher dag Nep eined fenfrechten Segeld pu_evhalten, eidyme
man. mit der Seite alg Halbmefjer einen Kreidausdichuitt, defjen Bogen:
linge 3imal fo grof ift al8 ber Umfang ber Grunbdfliche bed Kegels,
und conftruive dann einen der Grunbfliche aleidhen Kreis, welcher ben
Bogen des Kreidausjhnitted bevithrt.

e tird bas Meb einesd fentrechten Kegelftumpfes confruirt?

10*



6. Die Kugel.
Fig- 198.

Fig. 198 I ftellt den Grundrif,
II ben Aufrif einer Kugel dav.

Der Grunp- und ber Aufrif einer
Kugel find Kreife, deven Duvdhymeffer bem
Durchmeffer der Qugel gleidh ift. Steht
die Are ber Kugel auf der Hovizontalebene
fenfrecht, fo erfdpeinen im Grunbdrif alle
Meviviane al8 Duvchmefjer, im Aufrif
einer al8 Kreid, einer als Durdhmefier und
alle iibvigen al8 Ellipjenr, bie Pavallelfreije
evfdjeinen im Grundrif al8 concentrijche
Rreife, im Aufrif al8 pavallele Sehuen.

Die Oberfladhe ber Kugel [ift fidh,
ba fie doppelt gefritmmt ift, nidht in eine
Gbene ausbveiten; bdaher fannm von ber
RKugelfldche auch Tein vollfommen genouesd
ety conftruivt werben. Gin angendher-

tes et ber Kugel (Fig. 199) exhilt man durd) folgended BVerfalhren:

Fia. 199.

VI,

W\/W\/\/\/\/\W

Man theile eine Strede AB, weldhe 3imal fo grof ift al8 bex
Durchmeffer der Sugel, in 12 gle@e Lheile b trage auf beven Ber»
Lingerungen itber A unb B Binaus nodhy je 9 foldhe Theile auf. Be-
fchreibt man bann mit einem Halbmefjer von 10 foldhen Theilen aus

ben Puntten 1, 2, 3,.

.., und ebenfo aud ben Punften I, II, IIT,.

RKreisboger, welthe bdie Gerade A B fohueiden, o exhillt man 12 gIeu{;e
Bweiede, melde gehbrig sufammengebogen, ziemlich genau die Kugel-

fléiche geben.



Dritter Theil,
Grundziige der ebenen Trigonometrie,

§. 216. Die Planimetrie lehrt, dbaf durd) brei von einanber un-
abhingige Stitde eined Dreiedes bdiejes im Allgemeinen beftimmt ift;
fie zeigt aud), wie aud ben gegebenen drei Stiicfen burdh Conftruction
bie iibrigen gefunben und die o gefundenen dburd) Weffung in Bahlen
audgedriicdt werden finnen. Die Beftimmungen geometrijdher Grifen
purd) Conftruction haben jeboch den Uebeljtand, daf fie wegen der Un-
pollfommenteit Dev Dbabei bendthigten Inufttumente und wegen dev Un-
genauigfeit beim ebvaudie bdevfelben melhr ober weniger mangelhafte
Refultate liefern. Wan faby fich dbaher veranlafit, bei biefen Beftimmungen
anftatt der Gonftruction dbie Redhnung anguwenben, welde jeben Grad
von Genauigleit julift. Da fih aber wijchen den Wafzahlen ber
Seiten und den Jablen, welche die Winfel in Gvadben ausdriiden, die
Avt per gegenfeitigen Abhdngigfeit nicht unmittelbar davjtellen [ijt, Bat
man ftatt der Winfel bie BVevhiltnifzahlen gewiffer Streden, welde
puvch die Winfel ungweidentig beftimmt find, in bie Rechnung eingefiifut.
Diefe Verhiltnifzahlen nennt man Functionen bdev Winfel ober
goniometrijche Functionen, undb die Lehre von ben Gigenjchajten
und gegenfeitigen Relationen bevfelben die Goniometrie.

Die UAnwendung der Winfelfunctionen auf bdie Bevechnung ber
Dreiecte bilbet ben Gegenftand der Trigonometvie, und war der
ebenen ober fphavifden ZTrigonometrie, je nachvem fie fich auf bie
ebenen ober fphdrijdhen Drefecte beieht. ;

Hiev foll nur von der ebenen Trigonometrie die Rede fein.

Crfier Abfdnitt.

Die Goniometrire,

1. Darjtellung der Wintelfunctionen am redtwinfligen Dreiede.

§. 217. 3ieht man (Fig. 200) von Befieﬁigen PBunfeen M, M, M",..
bes einen Schentels eined Winfels AOB = « die Senfrechten MP, M P,




il
M"“P",. . auf ben anbern Scjenfel, o entjtehen vechtwintlige S‘)geiec_fe,
weldje ben Winfel o gemeinfdhaftlidh haben, und unter einanber dhnlidy
finb. @8 ift baher
MP OB PERME Pt
OM oM OM"
Ebenfo ift
OFp - OP SEgBNT
oM~ oM — oM “°
MP  M'P . CMEERS
OP T iOB 40 Pagi
Diefe Berhiltniffe, welche beziehungsiweife fiiv denjelben Winfel
ftets gleich find, bagegen Dei einer Wenderung bes Winfeld fich gleidhs
fall8 dnbern, folglich eingig von der Griéfe bes Winfels abhingen, bieten
eiurI einfached IMittel dar, die Grife bed entjprechenben Winfeld bavsu-
ftellen.

§. 218. 3n einem vechtwvinfligen Dreiede MP O (Fig. 200) Beifit:
1. ba8 Berhdltnif der bem Winfel o gegeniiberftehenden RKathete
st der Hypotenufe der Sinus ves Winkels o, % = sin «;

Fig. 200.

., und

2. Dag Berhiltnif der dem Winfel o anliegenden Kathete zu ber

Dopotenufe der Cofinus diefes Winfels, L

oP
oM

3. bag Berhiltnif ber bem Winfel & gegeniiberliegenden Kathete
st der anbern Kathete die Tangente ded Winfeld «, %g = tang «;

4. ba8 Bevhiltnif der dem Winfel « anliegenden RKathete 3u ber

anbern Rathete die Cotangente diefed Winfels == B0t

oP

’ G IMBY

5. bag Berhdltnif ber Hypotennfe zu der dem Winfel « anliegenden
Rathete die Secante bes Winkels o, %% = sec «;

6. bag Berhdltnif ber Hiypotenufe ju dev dem Winfel « gegeniiber-
liegenben Rathete die Cofecante biefes LWintels, %% = cosec a.

Sinug, Cojinus, Tangente, Cotangente, Secante und Eofecante
finb daher, ba fie von der ®vifie bes Winfel8 « abhangen und duvd
benfelben beftimmt fiub, Winfelfunctionen. Sie find, wie aus ifrer
Erfldrung Hervovgeht, fammilich unbenannte Jahlen.
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2. Daritellung der Winfeljunctionen durd) Linien am Kreife und
Begrifisertveiterung derfelben.

§. 219. Befdyreibt man aus O (Fig. 201) einen Kreis, betradytet

ben Halbmeffer OA als unbeweglih und [4ft von bdemfelben einen
Fig. 201 sweiten Halbmefier OM fich allmilig wegbrefen,

jo wird diefer nadh unb nach mit O A verjdhiedene
Wintel bilben, von benen einer AOM = o ift.

a) Bieht man nun von dem Endpunfte M bdes
beweglichen Halbmejfers OM auf den feften
O A bie Sentrechte MP, fo ijt nach §. 218
MP : oP
oM —Sne b oM = €08 .

b) Grrichtet man ferner in bem Gndbpunfte A bes feften Halbmeffers
OA auf biefen eine Senfredite, welde aljo ben Kveid beriihrt
und weldhe die Verlingerung des anbern Halbmejfers OM in C
trifft, o hat man, ba ANOAC ~ OPM ijt,

AC MP ocC oM
OA = aipY = tang @ und oA = sec .

c) Wird endlich OB | OA, und dann in B auf O B eine Senfredhte
ervidhtet, weldhe die Verldngerung des Halbmefjers OM in D trifft,
fo ift wegen dev ehulichfeit der Dreiefe OBD und OPM

BD oP
OB = Mp = cote umd 5= yy = cosec a.

Die Streden MP, OP, AC, OC, BD und OD, beren Ber-
haltnifie sum Halbmeffer des Kreifes die Winfelfunctionen ausdbriiden,
beifen goniometrijdhe Linien, und jwar MP die Sinuslinie,
OP die Cofinuslinie, AC die Tangentenlinie, OC die Se-
cantenlinie, BD vie Cotangentenlinte und OD bdie Cojecanten:
linte.

Da bdieje Verhdltnifie nur von der Grdfe des Winkels « abhingen
und fiiv jeben Beliebigen Halbmeffer ungednbert bleiben, fo fan'n man,
ohue bie ®réfe der Winfelfunctionen zu dndbern, bie Langeneinbeit felbit
als Halbmeffer des Rreifes annehmen und jomit OA = OM = 0B
= 1 feten. Dann gehen die obigen Verhiltniffe in bie folgenden Aus-
britdfe iiber:

MP = sin ¢, A C = tang «, BD =cot g,

OP = cos «; 0C =seca; OD = cosec ¢,
wo jebod unter MP, OP, AC, OC, BD unb OD nidht bie gonio-
metvijhen Linien, jordern ihre Weafzahlen zu verftehen find.

Die Winfelfunctionen founen daher alé Mafzahlen bder ent-
fprechenven gonometvijchpen Linien am Kreife fiix den Halbmeffer ald
Langeneinfeit aufgefaft wevben.
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§. 220. Die tn §. 218 aufgejtellten Erfldrungen der Winfelfunc-
tionen gelten blod fiir fpike Winfel, da an der Hypotenufe eines redht-
wintligen Dreieded nur fpike Winfel [egen fonuen. Die Darftellung
per Winfelfunctionen am Rreife madyt e8 nun mdglidh, die Begriffe bder-
jelben auf Winfel von jeber Grife auszudehnen.

Fig. 202. Bieht man in einem RKreife
(Tig- 202) zwet auf einmanber jent-
redite Durdymefler AA‘ und BB,
fo wird ein Halbmefier O M, weldher
fich von dem feften Halbmefjer O A
au8 um O in ber Richtung nadh
linfé wegbveht, nad) und nady alle
LQuabranten ded Kreifes, welde wiv
nach femer Richtung der Reihe nadh
den erften, jweiten, Dritten, vierten
nennen wollenr, burchlaufer und mwdh-
rend biejer Bewegung mit dem fejten
Halbmefjer O A alle Winkel « von
0° big 360° bilben.

Ein Winfel AOM, bdefien ein Schenfel O A ijt und defjen weiter
Sdpenfel OM,, OM,, .. im evften, jweiten, . . Quabranten [legt, wird
gewdhnlich in abgefiirzter Ansdbrudsweije ein Winfel im erijten,
jweiten,. . Quabdbranten genanut.

_ Gonjtenivt man nun auf gleihe Weije, wie in §. 219 unter a),
b) unb c) fiiv einen Winfel im erften Quadvanten angegeben mwurbe,
analoge Streden aud) fitv Winfel im jweiten, dritten, vievten Nuadran-
ten, fo find biefelben bie entfprechenden goniometrifdhen Linien fitv bieje
Binkel. So ift 3. B. fiir ven Winfel AOM,

M, P, bie Sinuslinie, OP, die Cofinuslinie;

AC* bie Tangentenlinie, OC! die Secantenlinie;

BD* bie Cotangentenlinie, CD?* die Cofecantenlinie.

Die Mapzahlen der goniometrifchen Linten fiir den Palbmefier
ald Lingeneinbeit find bann bie besiiglichen Binfelfunctionen.

§. 221. Borzeiden ber Winfelfunctionen.

giix die Winfel AOM,, AOM,, AOM, und AOM, (Fig. 202)
liegen bie gezogenen Eenfrechten bald itber, bald unter vem Schenfel O A,
ferner Bald vechts, bald linf8 vom Scheitel O. Bur genauen Bejtimmung
perjelben muf bdaher diefer Gegenfaty ihrer Lage dburch die Borzeidhen
bed Pojitiven und Negativen ausgedriidt werben, wodurdy danm aud) die
BWintelfunctionen der Grife per Winkel entjprechende Borzeichen exhalten.

Wean nimmt allgenein die goniometrijchen Linien in ihrev Lage fitr
ben fpiten Winfel al8 pofitiv an; bdie Linten in einer Lage, weldhe
fener entgegengefest ift, miiffen bann al8 negativ angejehen werben.
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1. Die Stnnslinie ift pofitio, wenn fie von vem unbeweglichen
@d’;en.fel OA nad) ber Seite der Winfelfliche (hier iiber OA), und
negativ, tenn fie nady ber entgegengejesten Seite (hier unter O A)
liegt; ber Sinuég {ft dpaber im 1. und 2. Quabvanten pojitiv, tm 3.
unb 4. Quabdrauten negativ.

2. Die Cojinuslinie ift in dber Ridhtung O A (hier ved)ts
pom Sdheitel Q) pofitiv, in ber entgegengefetsten Ridhtung O A’ (hier
linfé von O) negativ; bder Cofinus ift vaher im 1. und 4. Qua-
pranten pojitiv, im 2. und 3. negativ.

3. Die Tangentenlinie ift nad) ber Seite der Winfelfliche
(hiev iiber OA) pojitiv, nad)y ber entgegengefesten Seite (hier unter
OA) negativ ; folglidh die Tangente tm 1. und 3. Quabdranten pofitin,
im 2, und 4. negativ. '

4. Die Secantenlinie ift pofitiv, wenn jie dburd) Borwdrts-
perldngerung, und negativ, wenn fie durd Ridwdvtsverlan-
gerung bes beweglihen Sdyenfeld evhalten wird; fomit die Secante
im 1. und 4. Quadrvanten pofitiv, im 2. und 3. negativ.

5. Die Cotangentenlinie ift nady der Richtung deé unbewegs
lichen Schentels (hier vechtd von B) pofitiv, in ber entgegengefetiten
Ridtung (hiev [inks von B) negatip; daber ijt bie Cotangente im
1. unb 3. Quabvanten pefitio, im 2. und 4. negativ.

6. Die Cojecantenlinie ijt pofitiv, wenn fie dburch Bovwdrts:
perldngerung, und negativ, wenn fie dburch Riidmwartdverlinge-
rung bes beweglichen Schenfels evhalten wird, folglich die Cojecante
im 1. und 2. Quadbvanten pofitiv, im 3. und 4. negativ.

§ 221. Bu- undb Abnahme dbev Functionen bei bem
Wadyjen bes Winfels.

Yendert fich der Winfel e, fo dudern fidh aud) bie jugehibvigen
goniometrijchen Qinien, daher auc) ihre Mafzahlen, d. i die Winkel-
functioren,

a) Abfoluter Werth und BVovzeihen bed Sinué und ved Cofinus.
(Tig. 203.)

Fig. 203. 1. Je fleiner der Winfel o, befto Fleiner
ift audh per Sinus, wihrend fich der Cofinus
ohne Gnbe dber Einbeit ndhert; fallen beibe
Schentel zufammen, fo wird sin 0° =0,
cos 0° = | 1. v fehr Eleine Winkel ijt
ber Unterjchied zmwijchen dem Bogen undb bem
Sinug bes Winfels um fo Eleiner, je mehy
fich ber Winfel der Null ndbert, wobei jedod)
per Sinusd ftetd fleiner bleibt al8 ber Bogen.

2. Widyft « von 0° big 90°, o nimmt
sin « 3u, anfangé rafcdher, bamn langfamer;
cos ¢ bagegen nimmt ab, anfang8 langfamer,
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bann vajdher; beide find pofitiv. Fitv @ = 90° fdllt bie Sinuslinie mit bem
beweglichen Schentel jujammen, und ed ift bdbaher sin 90° = - 1,
cos 90? = 0.

3. Wadhit « von 90° big 180% fo ift ber Sinud pojitiv und ab-
nefmend, der Cofinus dagegen negatio und dem abfoluten Werthe nady
wadhfend. Wird e = 180°, jo hat man sin 180° =0, cos 180° = —1.

4, Wahrend « von 180° big 270° junimmt, ift sin ¢ negatfiv unbd
abjolut junehmend, cos e aud) negativ, aber abjolut abnehmend; und
e8 wird endlih) sin 270° = — 1, cos 270° = 0.

5. Wird o = 270° aber << 360°, jo ift ber Sinud negativ und
fein abjoluter Werth abuehmend, bder Cofinud pofitiv und wad)jend.
Fiir ¢ = 360° werven Sinud und Cofinusd iwieber jo grof wie fiiv
e = 0° ndmlid) sin 360° = 0, cos 360° = + 1.

Sinué und Cofinus liegen bemmach immer jwijdhen ben Grengen
+~ 1 undb — 1.

b) Abjoluter Werth und Bovzeidhen ber Tangente und der Secante.
(Fig. 204.) :
Fig. 204, 1. Qe fleiner ver Wintel, defto Fleiner

B witd auch die Tangente, wikrend fich bdie

M ¢ Secante dber Ginbeit ndhert; fallen die beiden
N, A Sdpentel ujammen, fo hat man tang 0° = 0
Yt )\JU und sec 0° = -+ 1. Ferner: je fleiner ber
A-Lu:}}{);}/ o infel, defto Heinew wird audy ber Unterjchied
Tl I swifchen bem Bogen und ver Tangente bes

<«

M‘_( A /| TWinfel8 , wobei jedod) die Taugente ftets
‘\\/ " gudfer bleibt al8 ber Bogen. -
oS als %ad 2. Widift « von 0° bis 90°, fo find

B " tang o und sec a pofitiv und junehmend.
Wird endlidh e = 90% fo werben Tangente und Secante unendlidh grof.

3. Nimmt e itber 90° Hhinaus big 180° ju, jo werben Tangente
und Secante negativ und vem abfoluten Werthe nady abnehmend. Gu-
reidit « die Grbfe 180° fjo wird tang 180° = 0, sec 180° = — 1.

4, Wenn o von 180° bis 270° wichjt, nehmen bdie abjoluten
LWerthe ber Tangente und Secante ju, und jwav ift die Tangente pofitiv,
bie Secante negativ, Fiir « = 270° find Tangente und Secante un-
endlich grof.

5. Wachjt e fiber 270° bid 360° fo nehmen Tangente und Se-
cante abjolut ab, die Tangente ijt negativ, bie Secante pofitiv, und e
witb endlich tang 360° = 0, sec 360° — -+ 1.

Die Tangente fann demnach alle miglichen veellen Werthe swijdyen
— oo unb 4 oco, die Secante alle Werthe wijden + 1 und 4+ oo
und 3ifden — 1 und — oo erhalten.
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c) Abjoluter Werth und Vovzeidien der Cotangente und ber Eoje-
cante. (Fig. 205.)

Bigl. 205. 1. Fitr fehr fleine Winkel nehmen Co-

p° DB p p tangente und Gofecante ofne Endbe zu umd

i N werben beide fiiv « = 0° unendblidhy grof.

2. 3m 1. Quabranten nehmen Cotan-
gente unb Cofecante mit bem wadhjenden Winfel
aB,o Beibe find pofitin; cot 90° =0, cosec
90° =+ 1.

3. 3m 2. Quabranten wadhjen die ab-
joluten Werthe ber Cotangente und Eofecante
mit bem wadjfenben Winkel, bis fie bei 180°
unendlich grof werben; bie Cotangente ift ne-
gativ, die Cofecante pofitiv.

4, 3m 3. Quabranten nehmen Cotangente und Cofecante mit bem
wachjenven Wintel abjolut ab, bie Cotangente ift pofitiv, die Cofecante
negativ; cot 270° = 0, cosec 270° = — 1.

5, 9m 4. Quabranten find Cotangente und Cofecante negativ unb
bem abfoluten Werthe nad)y wachfend; fiiv « = 360° werden beibe un-
enblidh guof.

Die Cotangente liegt alfo wijchen ben Gremgen — oo und oo,
pie Cofecante zwijdhen - 1 und 4 co und jwifden —1 und — oo,

sy M

3. Relationen zwijden den Winfelfunctionen dedfelben Winfels.

§. 222. @8 fei (Tig. 201) der Winfel AOM = o, OA =O0M
= 0B =1, ferner MP_| OA, AC | OA, OB | OA unb BD | OB;

bann ijt
MP — sin &, AC = tang o, BD = cot ¢,
QP*—/cos a; 0C = sec a; OD = cosec 0.

3n ven vedhtwinfligen Dreieden MPO, CAO, DBO ijt nun
MP? + OP® = OM?, ‘
ACt 4+ 0A*=00C"
BD? + OB? = OD?;

paher
ain '} b eoptors — L ... et aen o)
fang b 1 == sec g =y = 12)
cot o 4 1 — coseciai ey [ 1 3)

Da pa8 /\ CAO o MPO ift, jo bat man
CA:MP=0A:0P mbd» OC:OM =0A:0P,

ober
tang o :sinae = 1:cos e unb seca:1=1:cos &,

baber

j sin o 1 =
tanga=_——...4) seca = —— ... D)




Aue dev Aehulichfeit ber Dreiee OBD umd MPO ergibt fich

ebenjo
cotcx:c.o”...ﬁ), cosec o = - BT,
=19 ¢ R v 4 % sin o
Aus den Ausbriifen 4) und 6) folgt iberdies

tange =—— . .. 8)

Um -bie Richtigleit diefer Gleihungen, welde hiev fiiv einen jpigen
Wintel abgeleitet wurden, fiiv Winfel jeber anbern GriRe nachzuweifen,
bat man mur ndthig, die Fig. 201 dahin abzudndern, daf der Winkel o
im mweiten, britten ober vierten Quabranten vorfommt, und an ber fo
gednberten Figur die obigen Cutvidlungen zu wieberholen.

§. 223, 3ft von einem Winfel aud) nur eine Function befannt,
jo laffen fih ausd derfelben mittelft dev in §. 222 abgeleiteten Gleichungen
auch die fibrigen Functionen leicht beftimmen.

a) €8 fei sin e« gegeben.
Aus ber Gletchung 1) folgt cos & = 1 — sin @, daher
cos & = /1 — sin o
Aué 4) und 6) evhdlt man dann
sin e sino
o1 At Al e

cosee JV1—sina

cot e = — — =
sin o Sin o

Die Gleichungen 5) undb 7) geben endlidh
1
i Yr= sin o/ uib

seca =

cos o
cosSeC &€ — — .
Sin o
Man findet auf gleidhe Weife,
b) wenn cos « gegeben ift: :
. T R R Vl— cose?
sine = }/1—=cosa?, tanga= i
b, coS o 1
COk & = = roae Rec.e = ool
1
cosec & = /7o
¢) wenn tang « gegeben ift:
; fange: 1
o B V 1+ tange? €08 ¢ = /T tanga®
i et
cot & = oo seca = }/ 1+ tanga?,
V1 tange?,

coseco = :

fang o



d) wenn cot e gegeben ift:

i 1 cote
m o — e el = —
4 ViFeoted! 508 l/l -+ cote?’
Sahte Vl-f—cot?’-
1ORE A T 860 & 7177 Vroata 17

cosec @ = /1 + cot ?;

e) menn sec o gegeben ift:

s Vseca“-— 1 1
8l € — —— —, CgBi=—"
seco ; sec «
1

tange =V sece® — 1, cota = Vicaa!

seco
cosec o — Vm 3

f) mwenn cosec o gegeben ift:

; 1 1V coseca® — 1.
sl = —-, cosg —-—--—7"-—,
coseco cosec o
1 e s s
g AU - es (h 00 § X
tang & = j/o——i 1" cota =V coseca?—1,
cosec o
ec o — e il
Bl 1/ cosec e — 1

Weldhes Reichen in-den hier vorfommenden Qunadbrativuvieln

Bei povgefdyriebener Grife bes %inf‘eié i nehmen fei, evgibt fidh

oud §. 220. .
4. Relationen jwijden den Functionen verjdicdener Wintel.
§. 224. Gomplementwinfel
Big.1206. Bwei Complententivintel (§. 14, 1) fdunen
B p aligemein burch @ wnd 90° — @ audgebvitcft
o < werbett.
@ @ fei (3ig. 206) OA =0M=0B=1,
g0- MP | OA, AC | OA, OB-HOA, BD |
& n OB udb MQ | OB, ferner AOM = a, baher
4 7 BOM=90"—e« Da -
sin (90° — @) =MQ= OP undb  cose = OP,
cos (90° — ) = 0Q= MP = sine — MP,
tang (90° — &) = BD Liiieote = BI);
cot (90° — &) = AC .| tange = AC,
sec (90° — o) = OD , coseca = OD,
cosec (90° — o) = 0C f: seca = OC.

ift, fo folgt
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tang (90° — &) = cot &, cot (90° — ) = tang o;
sec (90° — @) = cosec «, cosec (90° — a) = sec a.

Pian pflegt diefe Gleidhungen bdurd) folgenben allgemeinen Sap
audjubriiden: Jebe Function eined fpiken Winfels ift gleich
per Cofunction feined Complementmwinfels,

Da bdie Secante undb Cofecante in ben [ogarithmifd) - trigono-
metrifchen Bevedhnungen nidht angeivendet werden, fo wollen wiv uns
in ben nadpfolgenden Entwidlungen andh nuv auf den Sinus, Cofinus,
bie Tangente und Cotangente bejdhranten.

§ 225. Supplementwintel,

Bwet Supplementwinfel (§ 14, 2) werben allgemein buvd
o und 180° — & bejeidhret.

sin (90° — &) = cos «, cos (90° — a) = sin a; }
SR 9)

6y 207 Da (ig. 207) filr OM =1, MP |
//’ﬁ OA unb AOM =@«
i ' ' sin (180°—a) == MP  und sin « —=MP
/ ' | cos(180°—a) = — OP umd cos ¢ = OP,
1s0-0¢/ o ,
A O PR e fermey

sin (180° — &)
cos (180° — a)
cos (180° — @)
sin (180° — o)

tang (180° — &) =
cot (180° — &) =

ift, jo evgibt fidh
sin (180° — a) = sin «, cos (180° — a) = — cos «; 10)
tang (180° — &) = — tang &, cot (180° — &) = — cot a. } 2

Bufo. Sommen in einer Recdhnung nur Hohle Winfel in Betrad)-
tung, o ijt buvch den Sinusd ein Winfel nicht unzweidentig beftimmt,
ba gu demjelben Sinus ftetd zwei Supplementwinfel, ein fpiter und ein
ftumpfer, gehbven; bagegen gehivt su jeber bev iibrvigem Functionen muy
ein eingiger, beftimmter Winfel, da dad Voreichen jebe Bweiveutigleit
ausfdliefit.

5. Functionen zufommengejesster Winfel.
§ 226. Summe 3weier Winfel.

Fig. 208. it (Fig. 208) W. AOB =, BOC =4, jo ijt
(4 AOC = a4 g. Nimmt man mun OB =0C=1 an,

und ieht BD | OA, CE | OB, CF | OA, f{o ift

\ BD =sine, CE=sinf, CF=sin(a+ B)

\ OD =cosee, OE =cosf, OF = cos(x + B).
B €8 foll mtn sin (« + B) und cos (e 4+ B) durdy
: ben Sinugd und den Cofinus von « und f audgedriidt
0 F G DA werden. (3ieht man EG | OA wd EH | CF,




fo ijt
sin (¢ + p) = CF =HF 4 CH=EG 4 CH,
cos (w4 ) =0F=06G —-GF=0G—EH.
Aug bev Aehnlichleit der Dreiede EGO und BDO folgt
EG:BD=0E: 0B, O0G:0D =OE: 0B, ober
EG:sinae=cosf:1, OG:cosa=cos f:1,
baber :

EG = sin « cos §, OG = cos & cos §.

Da ber Winfel ECH = BOD ijt (§. 29), und fomit die Dreiede
EHC und BDO @dhulidy find, fo Hat man aud

CH:0OD=CE:0B, EH:BD =CE: OB, ober

CH:cose=sinfi: 1, EH:sine=sing:1;
baber ;

CH = cos a sin §, EH = sin « sin §.
Subftituivt man mun bdie fir EG, OG, CH, EH gefunbenen
Werthe in ben obigen Ausbriiden fiir sin (@ 4 f) und cos (a + B),
fo erhdlt man

sin (¢ + f3) =sinecos f 4 coseginf ... 11)
cos (@ + ) = cosacos§ — sinesin f ... 12)

Hier wurben o und f, und felbjt bie Summe « 4 £ ald fpike
Winkel vovausgejept. Die Giltigeit ber Ausbriicfe 11) und 12) Famn
itbrigens audy fitv jeben ambern Fall, der Hinfidhtlich der Grisfe von «,
B und « + B miglidy ift, nacdhgewiefen werben; bie Beweisfithrung ijt
fitr jeben Fall mit ber obigen wovtgetven fibeveinftimmend, mit alleiniger
Ausnahme bder Bovgeidhenr, in weldhen twdihrend bder Entwidlung eine
Berjchiebenbeit eintritt, die ficdh aber in den Eubrejultaten mwieber behebt.

Da
e O sin o cos f§ - cosccsiliﬁ
tang (e + ) = cos (@ + f) ~  cos ¢ cos f — sin & sin
ift, fo exbilt man, wenn man Bdhler und Nennev des lepsteren Bruches
burd) cos e cos f§ bividitt,

sin a sin §

cos o cos Rbet

sine sinp !

T cosa cosf

tang « + tang f
tang (@ + ) = T—ragatangp 1 1D

Auf analoge Art finbet man
I tf—1
o o+ ) = BETEL 10
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§. 227. Doppelte und halbe Winfel
1. Setst man in den Fovmeln 11) bis 14) B = «, jo exhilt man

sin 2¢ = 2sin ¢ cos & ... 15)
cos 2¢ = cos &® — sin a® ... 16)

2 tang o b 17)

1 — tang e? °

tang 2o =

cot ¢ — 1
eot 2a =31, 18)

aué mwelchen Gleichungen {ih die Functionen des doppelten Winfels
finben lajfen, wenn jene des einfachen Winfeld befaunt find.

2. Gept man in ben Fovmeln 15) und 16) iberall « ftatt 2,
bafer - ftatt @, fo vevmwandeln fich biefelben in folgenbe:

. . o

sin @ = 2sin — cos — ... 19)
2 2
o? - .

cos @ = cos 5 — sin 5 ... 20)

Da
1= cos 5 +sin % mah 1)
o? Lo
08 & = €0s 5 — sin 5 nad) 20)
ift, fo findet man, wenn bdiefe beiven Gleichungen adbivt und fubtrabivt
werben,
1—|—cosa:-‘:2cos% 1991 d2H)

1—cosa= 2sin~'§... 22)

Gk 1+ cos &
COSE— ‘/"———2——' Bl 23)
e 1—cosw
sin o = V 5 oo 24
Aus bdiefen beiben Ausbriiden folgt ferner durd) Divifion
o 1 — cose =
tang?: ‘/m S apTy 29)
s 1 cos
cot a1 = ‘/1_-;_005 AL 26)
Meitteljt den Fovmeln 23— 26 fann man die Functionen des halben
Winfels beftimmen, wenn der Cofinus des ganzen Winfeld befannt ift.

Welches Beichen die Quabratwuvzel bet vorgejdviebener Grdfe bes
Winkels erhalten miifle, evgibt fich aus §. 220.

Dbaber
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§. 228. Diffeven; sweier Wintel
Jjt (Fig. 209) W. AOB=a, BOC=4, jo ift AOC=a—§8
RNimmt man nun OB = OC = 1 an, und 3ieht BD | OA 5
CF | OA, fo ift B (5 e O

Fig. 209. BD=sine, CE=sing, CF=sin (a—§),
e OD =cosee, OE=cosf, OF = clons Ez__gg
9 P i €8 foll mun sin (e—p) und cos (@—p)

' \[ burch ben Sinud und den Eofinus von « und 3
7 > 4 auggepriicdt werben. Bieht man EG | OA unbd
/e [\1 EH | CF, fo ift

L] 5 gin (e—p) = CE = HF — CH = EG—CH,
o0 &» 1A cos(e—p)=0F = 0G4+ GF = O06G-+}EH.
Aus ber Aehulichfeit der Dreiede EGO und BDO folgt

EG : BD = OE: OB, 0G : OD = OE : OB, ober
EG:sine=cosf:1, OG:cosa=cosf:1,
baher EG = sine cosf, OG = cosa cosf.

Da ber Winfel ECH = BOD ift (§ 29), und fomit bie Dreiede
EHC und BDO dhulid) find, o hat man aud

CH : OD = CE: OB, EH : BD = CE : OB, ober
CH : cose = sinfi : 1, EH : sine = sinf : 1,
bafer CH = cose sinf, EH = sina sing.

Gubftitnivt man die fiir EG, OG, CH, EH gefunbenen Werthe
in ben obigen Ausbritcfen filr sin (a—p) unb cos (@—p), fo exhilt man
sin (¢ — ) =sine cosf — cose sinf...27),
cos (@ — §) = cose cosf 4 sine sinf...28).

Diefe beiven Fovmeln, bdeven Richtigleit hiev unter ber Boraus:
fetung, baf o und B fpige Winkel {ind, bewiefen wurbe, find, wie man
auf gleiche Art nachwetjen fann, audp fiiv jeven anbern beliebigen Werth
von o unb g giltig.

Aus pen Formeln 27) und 28) erhdlt man dburcd) Divifion und ent-
fprechende Umformung

. tang o — tang f
tang (e—f) = 1Ftang o tang f " °° -29),

cot, (8 f) =~y e -30)

§. 229. %ermanb[nng pon Summen undb Differengen
per Winfelfunctionen in Producte und Quotienten.

Da die trigonometrifdhen Rechnungen jammtlich logavithmijdy durdh-
gefiihrt werden, fo find in benfelben bie Summen und Differengen von
Functionen moglichft ju vermeiben. &8 joll daher geseigt werben, wie
bie Summen und Diffevenzen der Winfelfunctionen in Producte und
Quotienten umgewanbelt werben Fnnen.

Moinil , Geometrie filr Lehrevbilbungdanitalten. 11
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Aud ben Formeln 11), 12), 27) und 28) erhdlt man durch Adbition
und Subtraction

sin (& 4 f) + sin (« — p)

sin (@ + f) — sin (¢ — fB)

cos (¢ 4 B) + cos (@ — B)

cos (@ + B) — cos (& — f)

obey teny man

2 sine cosp, .

2 cose sin §,

2 cosa cosf,
— 2 sine sin g,

«+pf=q a—p=1,
baber =14 (p+9), B=1(p—v) feiit,
sin @ + sin ¥ = 28in4 (p + v) eos § (p — 9)....3])
sin ¢ — sin ¥ = 2cos + (p 4+ ¢) sin § (p —¥)....32)
cos @ + cosy = 2cost (9 + %) cos + (p —v)....33)
cos ¢ — co8Y = — 2sin4 (¢ J %) sin § (p —¢)....34)

Aus 31) unb 32) folgt durd) die Divifion
% = tang 3 (¢ 1 ¥) cot § (p — ¥), obex
sinq;-[—si.n'lp__tang'é(qa-{-vp) 35)
sing —siny T fang f (p—9)" "’

6. Trigonometrijde Tafeln.

§. 230. Die bidher entwidelten Formeln finnen jundchit dbazu ver-
venbet werben, um bdie goniometvijhen Functionen bder verjchiedenen
Winkel ju berechnen. Da bie Functionen aller Winfel auf jene ber
fpigen juviidgefithrt werben fonnen, fo Hanbelt es fich blos um die Be-
{timmung bev Functionen fiiv die fpiken Winkel; ja ed retdht fogar Hin,
wenn nur die Functionen der Winfel bis 45° bevedhnet twerben, bda
45° + @ unb 45° — ¢ Gomplementwinfel find, und baher

sin  (45° 4 @) = cos (45° — @),

cos (45° + @) = sin  (45° — o),

tang (45° 4 @) = cot (45° — g),

cot (45° 4 @) = tang (45° — @)
ift. Wir wollen mun in bem Folgenden bie Rechnung audeuten, durd
;neldpe bie Functionen ber Winfel von 0° big 45° gefunben werden
dnnen.

Da fiir jeden jolchen Winfel die Linge des Bogens, ver fir den

Dalbmejjer = 1 diejem Wintel entipricht, ftets 3wifchen dem Sinus und
ber Tangente desfelben liegen muf, fo ift :

are e << tang o und arc ¢ = sin a.

UAnd ber erften Relation folgt arc @ cos @ << sin e, ober
arc @ J/1 — sin a” <<sin @, mnd, wenn man mit Ridficht anf
arc o > sin ¢ ftatt sin @? bie grifeve 3ahl arc e fest, um jo mehr
arca J/1 —arca® <sina.
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Da ferner fiiv o« << 45° per Husbrud 1 — arc «? Fleiner alg 1
ift, fo ift 1 —arca® <<}/ 1—arce?; mm jo mehr ift alfo arc «
(1 —arc e®) <<sine, Woraus

arco — 8in @ << arc a®
folgt. Die Diffeven; wifchen dem Bogen und dem Sinus bes Winfels
ift alfo fiir alle Winfel unter 45° Heiner al8 bdie britte Poteny des
Bogend felbft.
Fiir @ = 17 ift arc 1 = 0:000 290 8882, baher
arc 1/ — sin 1/ << 0:000 290 88823;
aber

0000 290 8882° < v, baber um fo mefr are 1* = sin 1 << 135

aljo ift auf 10 Decimalen genau
sin 1 = 0-000 290 8882.

Wird daraus cos 1 = |1 — (sin 1°)® beftimmt, jo geben bann
bie Fovmeln 15), 16), 11) und 12) den Sinud und Cofinud fiiv2’, 4/, 8. ..,
ben Sinug und Cofinus fitv 1/ 4 2/ = 3/, fiiv 2 + 3 =5’ fiir 2 4 5
= T7,...., unb aus biejen wieber fiix 6/, 10°, 14/, 9/, 154, 21/, u. {. w. bis
60 ober 1", Uus sin 1% unb cos 1° finbet man auf gleiche Weife die Sinus
und Cofinus aller Winfel bis 45°

Bur Bejtimmung der Sinus und Cofinus folder Bogen, welde
blo8 Secunven enthalten, fann man um fo mehr fifv ben Sinus ben
DBogen felbjt feten; bda are 1" = 25;0_1' ift, fo evgibt fich

sin 1" = 0000 004 8481...

Ferner ift
sin 2% — 2 gin 1%, sin 3" = 3 sin 1", sin 4" = 4 sin 1" u. |. W

Daraus lafjen fidh fofort aud) vie Cofinus fiiv bie einzelnen Secun-
pen Dbeftimmen. _

Dat man nun die Sinus und Cofinus ver Winfel von 0° bis 45°
gefunben, fo fdnmen bavaus mittelft der Formeln 4) und 5) aud) bie
Tangenten und Cotangenten devfelben bevechmet werben. 1

§. 231. Da bdie Winfelfunctionen im Allgemeinen irvrationale
Werthe haben, fo werden diefelben um o genauer beftimmt fein, duvdy
je mefreve Decimalftellen man fie ansvriidt; aber in demfjelben Grabe
wird bann aud) bas Wultipliciven und Dividiven durch biefe Functionen
evfchwert. Um diefem Uebeljtande 3u begegnen, bedient man fidy in allen
trigonometrifien Rechmungen ber Logavithmen, ju welchem Ende bie
Brigg'jchen Logarithuen der Functionen fiir die eingelnen Winfel be-
fitmmt und in den Rogavithmentafeln gehivig sufammengeftellt wurben.

Rleinere Logavithmentafeln enthalten gewihnlich bie Logarithmen
per Winfelfunctionen von 0° bid 90° von WMinute su Winute mit fiinf
Decimalijtellen.

11*
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Bon 0° big 45° jtehen bie Grade in natiivliher Folge vorwirts
fchreitend oben, und bie Minuten linfs im Cingange; fitr bdiefe gilt der
obeve Tabellenfopf. Bon 45° hie 90° ftehen bie Grabe in natiirlicher
Polge viidwdrts jdhreitend unten, und bie Minuten vedhts im Gingange ;
fiiv biefe gilt der untere Tabellenfopf.

Alle Logavithmen der Winfelfunctionen find auf die Chavafterijtif
— 10 vebucirt, welche jedboch, bamit Raum erfpart werde, in den Tafeln
weggelaffen ift; febem aus ben Tafeln gefunbdenen Logavithmus ijt dbahex
noc die Charafterijtit — 10 beizufiigen.

Bur Bejtimmung der Logavithmen bder Functionen von Winfeln,
weldhe aufger den Graben und Minuten aucdh Secunven enthalten, find
in befler eingevichteten Tafeln fitv jeben Gvad vedht® von der Haupt-
tafel befonbere Dilfstifeldyen angebracdht, welde bie entfprechenven Pro-
povtionaltheile fiiv die Secunben, fiiv die Winfel wifdhen 0° und 3°
aber ftatt ber Propovtionaltheile bie befanuten gonmiometrijdhen Hilfs-
saflen s (x) = log == und_t (x) = log “0Ex :
enthalten, wo x*/ ben in Secunden ausgedriidten Winfel x Degeichnet.

§. 232. Beim OGcbraudhe ber [logavithmifd - trigonometrijchen
Lafeln™) Fommen jwei Aufgaben vor:

I. Bu einem gegebenen Winfel den jugehivigen Logas
rithmug einer Function diejes Winfels 3u finden.

a) Man fuche bie Grade bes gegebenen Winfeld und die Benennung
ber Detreffenden Function in dem obeven ober unteven Tabellen-
fopfe auf, je nachvem der Winfel zwijchen 0° und 45°, ober swifchen
45° und 90° liegt, bdie Minuten aber im eriten Falle linfs, im
sweiten vechts tm Cingange. _

Guthilt ber gegebene Winfel nur Grade und Minuten, fo
ftebt ber gefudhte Logarithmusd dort, wo die Spalte, weldhe die Be-
nennung der Function al8 Auficdhrift hat, mit ber Beile, in welcher
bie Minuten gefundben wurben, ujammentrifft.

Man finbet 3. B.

logsin 1934 = 843680 — 10,
log tang 61° 9 = 1025893 — 10,
log cot 21°52' = 10:39 651 — 10,
log cos 80°59' = 9:99 460 — 10.

b) Gnthilt ber gegebene Winfel aufer dben Gradben und Minu-
ten aud) Secunben, fo beftimme man nady a) beim Sinus
unb bei ber Tangente ben Logavithmus fiir den nddhjt fleineven,
beim Gofinug und bei ber Eotangente ben Logavithmus fitr den

*) @ine ausfithrlichere Belehrung iiber die Sinviditung und den Gebraud
joldjer Zafeln finbet man in ber Einleitung ju ben von mir herausgegebenen fiinf
%euigen Logarithbmentafeln 3um Sdulgebrande, Wien bei

erolb, 1877.
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nichit grogeven Winfel, welcher in dber Tafel fteht. Sobann fuche
man  jowohl bie Diffeveny der beiven Tafellogarithmen, 3wifchen
benen ber gefudjte Yogavithmus liegt, al8 audh den Unterjchied
swifchen bem gegebenen undb dem aus ber Tafel entnommenen be-
sitglich ndchjt fleineven ober nddhjt grisfeven Winfel, bejtimme aus
ben Hilfdtdfelchen ju den Secunben, welche diefer Unterjchied an-
gibt, fifv bie evhaltene Tafeldiffeveny die entfprechenden Propovtional-

theile unb abbive fie ju bem bereitd gefunbenen Logarithmus.

3. B.
1. log sin 18° 44’ 39/ =
13° 44 . . . 937 549 — 10

Diff. 51 BOLs oy 425§D

O Wit Teaid
= 937 582 — 10

2. log cot T1° 394 15" =
71° 40/ . . . 9-52 031 — 10

Diff. 42 BORE, pigen 7 2
Bt wsay n3 96
=952 042 — 10

Gine Ausnahme von dem eben angegebenen Verfahren tritt bei
Winfeln ein, welde jwijdhen 0° und 3° ober wifden 90° unp 87°
liegen.
’ Sft ber Logavithmus ded Sinud ober der Tangente eines Winfeld
x, weldher wijchen 0° und 3° liegt und aufer den Winuten audy Se-
cunben enthdlt, ju Deftimmen, fo verwanble man im Hinblid auf die
®leichungen

log sin x = s (x) + log x", und
log tang x = t (x) 4 log x"
pen Winfel x in Secunden, deven Sabl x fei, fuche ausd ber Hilfstafel
bie ilfezahl s (x) oder t (x), weldpe gu bem gegebenen Winkel gehbrt,
wb abdive su derfelben ben aus dev Tafel ber Bahlenlogavithmen ents
nommenen Logavithmusg von x.
3. 8.
log tang 1° 37 44" = _
t (5864) . . . 4°68 569 — 10
log 5864 . . . 3°76 819
= 845 378 — 10

Den Logavithmus ber Cotangente cined Winfeld x swijchen 0° unb
30 erhilt man aus der ®leichung log cot x = — log tang x.

Fitv einen Winfel x 3wijchen 90° undb 87° hat man

log cos x = log sin (90° — x), log cot x = log tang (90° — x),
log tang x = log cot (90° — x),
wo 90° — x wifdhen 0° und 3° liegt.
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Sudie aud ben Tafeln folgende Logavithmen:

1) log sin 38° 17 2) log sin 17° 8 20
8) log sin 51° 587 33" 4) log sin  (° 48 37"
5) log tang 1° 25 40“ 6) log tang 69° 27 39“
7) log tang 23° 23/ 23 8) log tang 89° 19 31
9) log cos 57?48/ 10) log cos 39° 9’47
11) log cos 50° 9 9 12) log cos 1° 2/ 12"
13) log cot 7731’ 14) log cot 8% 8 b4
15) log cot 0Q° 40‘ 29" 16) log cot 53° 29 8"

II. Bu bem gegebenen Logavithmus einer Winfelfunc:
tion ben jugehdvigen Wintfel zu finben.
a) Man fuche den gegebenen Logavithmus in einer der Spalten auf,
weldye oben ober unten mit ber Venennung der beiiglichen Winfel-
function verzeidhmet find.

Qommt der gegebene Logavithmus in der Tafel genau vor,
fo ftehen die Grabe des Winfeld in ber Spalte diefed Logarithmus
in pem obeven ober unteren Tabellenfopfe, und bie Minuten in der
Beile besfelben [infe ober vedht§, je nachbem fich die Benennung
ber Winfelfunction oben ober unten befinbet.

So finbet man 3 B.
fiix log sin x = 9-22 878 — 10, x = 9°45;
» log tang x = 1200 478 — 10, x = 89° 26*;
s log cot = =10:12 315 — 10, x = 36°59';
wolog eos x =. .9:61 578 — 10, = = 65374

b) Rommt der gegebene Logavithmusd in der Tafel nidht genau vor,
fo nehme man beim Sinus und bei ber Tangente den nddft flei-
neven, beim Cofinud und bei ber Cotangente den nddift grifeven
Qogarithmus, welder in der Tafel fteht, und beftimme nach a) ben
ihm jugehivigen Wintel. Sobann judye man fowohl die Differeny
ber beiden Tafellogavithmen, 3wifchen demen ber gegebene Logarith-
mug [liegt, al8 aud) den Unteridhied ;wijchen dem gegebenen und
pem aud ber Tafel entuommenen begiiglich néchjt Fleineven ober
ndchft grofeven Logavithmus, beftimme aus den Hilfstifeldhen ju
ben Proportionaltheilen, weldhe ber lestere Untevjdhied angibt, fiir
bie evhaltene Tafeldiffeven; die entfprechenven Secunden und adbive
diefe zu bem Dberveitd gefunbemen LWinfel,

3.8
1) log tang x — 9-73 T04 — 10
B8R i e
Diff. 30 ol T
O R )
W R

x = 28%37' 34"
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2) log cos x = 9-44 305 — 10
Bd1, a0, T8953

36
Diff. 44 29 Suipiaitls oq 33 40"
Bl b s el

& = 13° 53 49"
@in bejonbever Lorgang tritt in diefem Falle ein, wenn der Wintel
swifchen 0° und 3° ober wifden 90° und 87° liegt.

3ft log sin x ober log tang x gegeben und evgibt fich, daf x zwi-
jhen 0° und 3° liegt, fo nehme man mit Ricficht auf die Gleidungen
log x = log sin x — s (x), unbd
log x* = log tang x — t (%)
aug dev Hilfstafel besitglich bie Hilfzahl s (x) ober t (x), weldje ju bem
gegebenen Logarithmus gehdvt, unbd fubtvafhive fie von biefenr. %} pemn
Fejte, weldper der Logavithmus ded in Secunben ousgebvitdien Winfels
ift, judhe man aud der Tafel der Jahlenlogavithmen bie gugehirige Zahl,
welche Secunven bebeutet, und verwandle diefe in Grabe und Winuten.
3.8
log sin x = 863 47 — 10
s (x) = 468 544 — 10
log x" = 3-94 931
x — 8898-4"
— 20 28' 18'4”
3it log cot x, wo x jwijhen 0° unb 3° liegt, ober log cos x,
log cot x ober log tang x, wo x zwijdhen 90° und 87° liegt, o fete
man im erften Falle log tang x = — log cot x und bejtimme davaus
x; tm gweiten Falle febe man begitglicy
log sin (90° — x) = log cos x, log tang (90° — x) = log cot x,
log cot (90° — x) = log tang x,
juche dann pen Winfel 90° — x, weldher gwijchen 0° und 3° liegt, und
su diefem den Complementwintel x.

Sudie 3u folgenden Logarithmen bie entfprechenden Winfel.
1) log sin x = 9:49654—10 2) logsin y = 9°79358 —10
3) logsin z = 874109 —10 4)logsin A= 9-99836—10
5) log tang « = 10°13264 —10 6) log tang g = 1064570 —10

7) log tang y = 8-95629—10 8) log tang B = 8-47380 —10
9) log cos C= 8:49033 — 10 10) log cos x = 9-17973 —10
11) log cos y = 9-97706 — 10 12) log cos z = 8-12544 —10
13) log cot & = 11°44266 — 10 14) log cot B = 1021671 — 10

15) log cot 7 = 8:90828 — 10 16) log cot A = 12-44033 — 10
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Bweiter Ab[djnitt.

Bie ebene Trigonometrie,

L. uflsjung der ebemen Dreiede.

§. 233. Gin Dreied auflbfen heift, aud denjenigen Veftand-
ftitden, weldje ein Dreied volfommen bejtimmen, bie iibrigen duvdh
Fedymung finden.

Dabei fommt es vor Allem davauf an, aus den Cigenjchaften desd
Dreiectes Gleichungen abjuleiten, welde bdie Relationen zwifden den
Seiten” und den Functionen der Winfel enthalten; durd) Aufldjung bdiefer
Gleichungen, welde jowohl die bejtimmenden al$ die ju juchenden Be-
ftanditiice bes Dreieced enthalten, findet man dann bdie gefuchten Grifen.

s 1. Rehtwintlige Dreiede]
Trigonometrifdye Lehrfae fiber™das redjtwinklige Dreieds.

§. 234, Bur Aufldfung eines vechtwinfligen Dreiected milffen jwei
Beftimmungsitiice gegeben fein.

igig. 210. E8 fei bas Dreied ACB (Fig. 210) bei
C redptwintlig. Wir wollen hier und im Fol-
genben bie Katheten B C und A C durdy a und b,
bie ihuen gegeniiberliegenden Winfel burd) & unbd
B, und die Hypotenuje AB durd) c bezeichnen.

1. Nach bder CGrflirung ded Sinus in
§. 218 ift

a .
Soi==ain.ew,
C

= sin f§; baber

e|o

a==csine, b=c sinf;
b. h. Jebe Rathete ift gleich dbem Producte aus ver Hhpo-

tenufe und dbem Sinus bed bdiefer RKathete gegeniiber-
liegenben Winfels.

2. Nadh der Gxflirung des Cofinus (§. 218) ijt

% = Bop:f, ' % = cos «; folglicdh
at—leicop B, +' b'="ccon’a;
b. §. Jebe Kathete ift gleich bem Probucte aus der Hyhpo-
tﬂ}esnu[e und bem Cofinusd bes bdiefer Rathete anliegenbden
infels.
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3. Nady ber Crfldvung ber Tangente (§. 218) ijt
% = tang @, - —:— = tang f; baber

a =b tang «, b = a tang §;

b. b Jebe Kathete ift gleich bem Producte ausd ber anbern

Rathete und ber Tangente besd ber erfieren Kathete gegen-
iberltegenden Winfels.

4. Nady der Erfldrung der Cotangente (§. 218) ijt
% = cot B, % = cot &; fomit
§ a = b cot §, b = a cot ;

b. h. Jebe Rathete ift gleich dbem Probucte aus ber anbern

Rathete und ber Cotangente désd der erfteven Kathete an:
liegenben Winfels.

Bu bdiefen trigonometrijchen Lehridken tritt bei ber Anfldfung vecht-
winfliger Dreiecfe nocdh bder Phihagordije Lehriat c? = a® + b?,
welder den Bujommenhang gwifchen allen drei Seiten ausdriidt.

Bufa. Zur Beftimmung bes Fldcheninhalted hat man

ab . b satbislpannigs
L e E_V(c+b) (G_b) S 2 tang « 9 tang
ainacosu:—?sin?m.

8. 235. Aufldfungsfalle.

I. ®egeben bie beiben Ratheten a und b.

Aus a = b tang @ = b cot § folgt

tang @ = cot f = %,

woraud fidh vie beiben Winfel & und B bevedhen laffen.

Bur Bejtimmung der Hhpotenuje hat man dbann

T R a
¢c=1a’ + b? ober c = —.
8 fei 3. B. a = 325, b = 418.

2
a?
i

Aué tang « =% folgt log tang & = log a — log b. Man
bat alfo
log a = 2:511 88
log b = 2°621 18
log tang @ =.9:890 70 — 10 = log tang 37" 51‘ 54"
rioh e 310 51 64"
pajer g = 52° 8 6.
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Ang ¢ = " erfillt man bann
log a = 2511 88
log sin @ = 9-788 03 — 10
log ¢ = 2-723 85 = log 529°48
c = 529-48,
welder Werth fich aud) aus der Fovmel ¢ =}/ a? 4 b? ergibt.
: II. Gegeben bie Hhypotennje ¢ und eine Kathete a.
Bur Beftimmung der gefudhten Stiide Hat man
sin & = cos f§ = %, mbb =71 (c +a) (c—a) cherb =

a
tang o

III. ®egeben eine Rathete a und ein Winlel, ;. B. a.
Bur Aufldjung bienen die Formeln

a a
=90 —"¢,c = —, b= 3
sin @ tang «

An ein Hausdbad), weldes 11m odh ift, foll eime Reiter angelehnt werder.
Wenn nun bdiefe hidftens einen Winfel bon 80° gegen ben Boben bilden barf, ivie
weit muf fie dbann unten vom Houfe abftehen, und wie lang muf fie minbejtens jein?

IV. Gegeben bie Hhpotenufe ¢ und ein Winkel, 3 B. a.
Aufldjungsgleicdhungen :
B=90"—@¢ a=csine, b="ccos o

adyjtefende Tabelle bietet eine veidhe Auswahl vou Bahlenbeifpiclen
iber die Xuflifung redytwinkliger Breiecke.

a ch o B f

92 525 533 I 90 5641 2% 80° 3' 38~ 24150
96 | 180 | 204 | 28 4 21 | 61 55 39 8640
160 | 281 | 281 | 34 42 29 | 55 17 81 | 18480
180 189 261 43 36 10 46 23 50 17010
200 | 609 | 1641 | 18 10, 50 | 71 49 10 | 60900

208 105 233 63 12 54 26 47 6 10920
228 325 397 | 36 B 54 56 56 37050
272 226 353 | 50 24 8 39 3856 52 30600
336 877 506 | 41 42 32 48 17 28 63336
340 189 389 60 556 52 29 4 8 32130

396 | 403 565 | 44 29 53 45 30 7 79794
420 | 341 541 50 55 36 39 4 24 71610
540 99 549 79 36 40 10 23 20 26730
900 | 301 949 7180 28 18 29 32 135450
924 43 925 87 20 8 2. 39 .62 19866

§ 236. Die Anfldfung gleidhfhentliger Dreiecde fann uns
mittelbar auf bie vechtwintligen Dreiedfe juviicdgefithrt werben. Jebed
gleidhfhentlige Dreted zerfallt durch die auf bie Grunblinie fenfredite
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Hohe in gwei congruente vechtwinflige, beven jebes burd) bie Beftimmungs-
tiife bes gleichjchentligen Dreieced ungmweibdentig bei%mmt iftf g

Fig- 211, 3ft in dem gleidhjchentligen Dreiece

ABC ('iﬁﬂ.211) AB= g AC=BC=b,

CD=h, Bintel A=B—=0o,ACB=2§

und begeichnet £ ben Flicheninhalt, o er-

geben fich folgende Anflbjungsaleichungen:
B g _

7 Slné‘zﬁ;

g =12b jcos e ==l 2 sing—;

L BRI, g
b 2 cos o e
2 sin —
2
Ll el R B .
h.= bsine = 3 cos 5-;
ps gh _ Db'sin2a h?sin
T e g T e
Baten 3u Bahlenbeifpiclen fiber die Auflifung gleid)[dyenkliger Breiedie:
(e TRET a ] B f
32| 65| 63| "0 45' 0% | 28° 80' o0 | 1008
88| 125 | 117 69 23 25 | 41 13 10 5148
144 497 |5 654 427 94080, 196« Blo: 0 4680

240 241 221 | 60 8 14 59 43 32 25080

312 205 133 | 40 26 59 990w b7 i 20748
320 281 931 [ 556 17 31 69 24 B8 36960
352 185 57 | 17 56 43 (144 6 384 10032
672 505 877 | 48 17,28 83,25 4 126672

2. Sdiefwintlige Dreiede.

Trigonometrifche Lehrfabe fber das [dhicfwinklige Dreiek.

§. 237. 1. 3n jevem Dreiede verhalten jidh die Seiten
fo 3u einanber, wie die Sinus der diefen Seiten gegen-
iiberliegenden Wintel

Fig. 212.

Bteht man AD | BC (Fig. 212), fo ijt in
pen rechtwinfligen Dreieden ADC und ADB
AD = AC.s5inC mnb AD = AB.sinB;
baher
AC.sinC=AB.sinB,
ober twenn man hier und in vem Folgenben BC = a,
AC=Db, AB=c fest unb bie biejen Seiten
gegenitberliegenben Winfel dbuvd) o, B, » ausbriidt,
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b sin y = ¢ sin §, folglich
b:e = sin #:sin .
Ebenfo exhilt man )
atb =sinaising, (" -
alc = sin a!sin .

3n biefen Ausbriiden dndert fich nichtd, weun einer ber Wintel,
3 B. B ein ftumpfer ift, fo daf bie Senfredhite AD bie Berlingerung
von C B trifft; man evhdlt bann b:e = sin (180°—p) :siny=-sinB:siny.

2. 3n jebem Dreiede perhdlt {ich bie Summe 3weier
Seiten ju ihrer Differeny, wie die Tangente dber Hhalben
Summe ber diefen Seiten gegenitberliegenben Winfel ju
ber Tangente der halben Diffevens berjelben Winfel

Nad) 1. ijt b:c = sin B:siny,
daber auch
(b4 ¢):(b'— ¢) = (sin - sin p):(sin § — sin p).
Nun ift nady §. 229, Formel 35
(sin 8 4 sin ¢):(sin # — sin p) = tang —

folglich

ﬁ+r tang

(b 4 ¢):(b — ¢) = tang %:tang ﬁ_;_y

3. Ju jebem Dreiede ift basd Quabdbrat der einen Seite
gleich ber Summe der Quabrate der beiben anbern Seiten
perminbert um bag doppelte Probuct ausd biejen beiben
Seiten und bem Cofinué ded von ihnen eingejdhloffenen
Winkels.

Rieht man (Fig. 212) AD L BC, fo ift

BD =c¢.cos g unb CD —'b. cos 7, baber
BD 4+ CD = c.cos 8 + b.cosyp, ober
a — b.cos y + c.cos f.

Gbenfo erhilt man
b= a.cosy |+ c.cose,
¢ =a.cosf3 + b.cosa.
Multiplicivt man bdie erjte biefer drei Gleihungen mit a, bie
jweite mit b und bie Dritte mit ¢, o finbet man
a? = ab.cosy + ac.cos g,
b? = ab.cos ¥ + be.cos «,
¢ —ac.cos§ + be.cos a.

Gubtrahivt man nun von bev erften Gleichung die Summe ber

beiben lepteven, fo evhilt man a®* —b® —e¢® = —2bec.cos @, ober
a® — b? -+ ¢ — 2bec.cos a.
Gbenjo folgt )

b* = a’ | ¢* — 2ac.cos B
c® = a? 4 b? — 2ab.cosy.
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Fallt die Senfrechte AD auferhalb bes Dretected, fo ift dann ents
weber a — BD — CD, ober a = CD — BD. Su beiden Fdillen er-
halt man mit Beviidfidtigung der Vorgeiden bed Cofinusd, wie oben,
a=-ccosfl + beosy. Die bavaus abgeleiteten Gleihungen gelten
bemnady allgemein.

Bufa. Der Phthagorviifde Lehrjak ifi nur ein befondever Fall
pe3 Lehriated 3; benn biefer gibt filr = 90°, alfp cosy = 0, bie
Gleihung c? = a® 4 b2

Auflofungsfalle.

§. 238. 1. ®egeben eine Seite a unb bie beiben anlie-
genben Winfel g unbd y.

Man BHat erftlidh &« = 180° — (B + »).
Ferner evgeben fid) aus b:a —sinf:sine und c:a =siny:sine
bie Gleichungen

= e Wb o =%
@8 fei 3. B. a =453, p=T13°48'12", p = 28°51'44"".
Man erhdlt o =TI 20 A
__asinf __ asiny
v siner = na
loga= 265610 loga = 2:65610
logsing = 998241 — 10 logsiny = 9°68368 — 10
2:63 851 — 10 12-97 242 — 10
log sine = 998930 — 10 logsine = 9-98930 — 10
logh — 264921 loge = 2-98312
b.=445'9 ¢ = 86119,

Wiire auffer ber Seite a ein anliegenber Winfel B unb der gegen-
iiberliegenbe « gegeben, fo wiivbe man guerft bevechen und bann

wie porhin verfahren.
§. 239. II. ®egeben wei Seiten b undb c, und ber pon ihuen
eingefdhloffene Winfel «.
Sn bdiefem Falle wendet man gur Beftimmung ber Winkel § und
p bie Proportion .
(b+e):(b—¢e) = tangﬁ‘z—y: tafl:lg'ﬁ—;‘I

an, aud welder

Bty

¥ b—e
tang —

t'mgﬁ; = Pt e

folgt. Do pdy=180—a md EXT—000— 2 ift, fo i
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tang # ;‘7 = cotgg befannt und e8 LBt fich mittelft ber leten Glei-

g ﬁ—;’—' beftimmen., Rennt man aber
3;’7 ul‘lb 3_2"7

’

fo erhdlt man durch Addition und Subtraction derfelbert B und .
Die dritte Seite a finbet man dann aus der Gleichung

b sin @ |

g
sinff *
Aug b, ¢ und « fann man unmittelbar aud) den Flideninhalt £
pe8 Dreiecfed beftimnen.

Fig. 213. 3ft ndmlih CD | AB (Fig. 213), jo
bat man P
C.

& .
D, \I,\ f=22"
- ; aber CD = b sin «, bafer

b .
f:-z—c sin a;

. b der Fladyeninhalt eined Dreiedesd ift gleidh) dbem falben
Prodbucte aud zwei Seiten und dem Sinus ves von ihnen
eingefdhloffenen Winfels,

@8 fei 3. B. b =508, c = 401 unb & = 84° 16 30",
Man Bat folgende Redynung:

b + ¢ =909 o At gl gy
bic=107 g Py BB IR
B+y= 95°43 30" log (b — ¢) = 202 938
BL7 _ 410514450 log tang £°% — 1004 347 — 10
Bimnin. 0.9/ i 12-07 285 — 10
et 70 Pl I (bt 1) =u22005856
=" bb" HasaT" =
B 300 261 g0 log tang £ =7 — 9-11 429 — 10
3;1’ — 70 947 4"
b sin o be
S g =
logb= 2-70 586 log b = 270 586
log sin ¢« = 9:99 783 — 10 log ¢ = 2°60 314
12°70 369 — 10  log sin & = 9-99 783 — 10
log sin g = 9°91 482 — 10 5-30 683
loga= 2-78 887 log 2 = 030 103
A== i61d-9 500 580

f = 101344.
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§. 240. III. ®egeben zwei Seiten b uud ¢, wo b > ¢,
unb ber ber griferen Seite gegeniiberliegende Winfel 8.

ug b:c =sin f: sin ¢ exhilt man
csinf.
b .

Dieje Formel gibt den Sinus von p. Bu jebem Sinus gehiren
gwar awei Winfel, ein fpiker und ein ftumpfer; bdiefe Unbeftimmiheit
fallt jeboch hier weg, ba man weiff, baf b > ¢, alfo and) B > y ift,
unb jomit o fpis fein muf, welden Werth andhy f haben mag.

Aus B und y erhilt man dbann « = 180° — (B + ).

Die Seite a findet man aud ver Gleichung

__bsine
T

3t 3 B. b = 678'9, ¢ = 345°6 unb B = 58° 47 30, {o er-

bilt man durd) Anwenbung der obigen Fovmeln
y = 25° 48" 37", bafer @ = 95° 23’ 53", ferner ¢ = 790" 2.

Wiive aber hier nebft b = 6789 und ¢ = 3456 ber ber Fleineren
Seite gegenitberliegenbe Winfel y = 25° 48/ 37" gegeben, fo evhielte
man aus ber Gleichung sin g = > =22 "ba B fpifs ober ftumpf fein famn,

entiveber B = 58° 47' 30" ober B = 121° 12/ 30",
folglih «—=195°23'53" , o= 32°58 53"

NAus a:"s:;“ﬁ“ wiivbe fih dann entweder a = T90°2 ober

a = 432'1 evgeben. Die Aufgabe ifi in biefem Falle zweidentig,
§. 241, IV. Gegeben alle brei Seiten a, b und c.

Bur Bejtimmung der Winfel fonnte unmittelbar ber Lehriak 3 in
§. 237 angewenbet werben; aus der Gleichung
a? = b?+ ¢®—2bec.cos &

sin y =

folgt ndmlich
et bl + c! LI a!
COB & = —5 (¢
wovaus ficdy der Winkel o finden Lift. Diefe Gleichung foll jebodh omf
eine anbeve, fitv die logavithmijhe Bevechnung geeignete Fovm gebracht
erbert.
Subtrahirt und abdbivt man die Gleichungen
=il
b'} + 02 o al
2be ./

Co8 & =

fo erhilt man
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2be—b*—c*4a? (a’—(b—e)* _ (a4b—c){a—b-c)

1—cose = 2be TR0 SHe TN 2be '
_Zbe by et—a? _ (bte)—a’_ (bte+a)(bte—a)
1 dgooser— 2be T T 2be j

fomit, ba nachy § 227, Formel 24) und 23)
PETI0 Pl 1—cose =0 113 1dcose ;
sm?—‘/ 5 und cosg_‘/ < ift,
Al (at+b—c)(a—b-4e
SIDE_"/ 4be &
[b+e+a)(b+c—a)_

o8 ”; i ibo
Driidt man nun die halbe Summe bder drei Seiten a, b, ¢ durd
g qus, fetst alfo
a-+ b4 c=2s, folglih
b4+c—a=2(—a),

a LDEGD graalG (g gyt
a+b—ec=2(—c¢),

W ek (s—n) (s—e)

*’“"z‘“‘/ﬁ §
L by 8 (s — a)

0052_‘/ be

e (s—Db) (s —c)
tangg—‘/ s(s—a)
Durd) blofe Bertaufdhung der Budiftaben finbet man ebenfo

fo folgt

und baher

= % F ‘S“:"L)a{f—— =L sin % = @L“_)é(biﬂ'
Bieq 5 (s — b) sl oy v
c°s?"‘/—.-rc—' “03‘5—‘/ Pk
8 _ /=60, P Pl G = 1)
taug 0 ‘—W’ tang TR S(s_—c)“—

3n Bejug auf die Bebentung ber Winfel —;—, ,g' % fann feine

Unbejtimmtbeit eintreten, bda fie al8 Halbe Dreiedéwintel nothwenbig
fpits fein mitfjen.

Am vortheilhafteften ijt e8, in allen Fillen dbie Formel fiir bie
Langente anzmwenben.

Aus bden gegebenen Seiten bed Dreiected [ft fidh unmittelbar

aud) per Flacdyeninfhalt bevedhnen. €8 ijt

bt b .
i %.smy:%.?smgcos% mworausd

f=71s(s—a) s—b) (s—c)
folgt, weldpen Ausdbrud wiv jhon in dev Planimetrie (Finfter Abjchnitt,
Redynungdaufgabe 14) auf einem anbdeven Wege abgeleitet haben.
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G fei 3 B. a=1244, b=1939, c=317.  Man Bat
_(f—b) (s—rc)

a = 1244 o L
b= 939 e S6—9
e=_ 3817 log (s-=b) = 249 276
2s = 2500 log (s—c) = 2796 988
s —ais= 06 log s = 309 691y
irh= gg‘é log (s —a) = 0°77 815/
gl : 2158 758—20
log tang o-=10"79 379—10
;i: 800 52 (4
=161 44/ O
(s—a)(s—pe) (s—a)(s—-—bl

2 8 & Wl
hg 5 = s(a—b) e 5(5 —©)

lopie— g == 08718810 7l log (s & ay== 10-97 815
logi{ss- ¢y = 2796,988" [log (s-Db) = [2'49 276

73:74 803 3-27 091
logs =" 3:09 691} log s = 309 691}
log (s —b) = 2-49 276 log (s—c) = 2°96 988
1815 836—20 17-20 412—20
log tang & = 907 91810, logtang { = 8760 206—10
B 60 50/ 34 T 90 17¢ 26
" BBy a1y §b 931 p = 4° 34 53

o Nm fidy won ‘ber Richtigeit der Rechnung 3 iibevzeugen, darf
man nur die fiiv «, B, p gefundenen Werthe abbiven; ihre Summe
betrigt 180°. \ :

Bur Bejtimmung veé Fldcheninhalted hat man

f=)s(s—a) —bh) (s—c)
log s =:3-09 691
log (s — a) = 077 815
log (s — b) = 249 276
log (s —¢) =22-96 988

9-33 770
log f =466 885
f = 46650.

Modnit, Geometrie fitr Lehrerbilbungdanitaiten. 12
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Boblenbeifpicle sur Beredhnung [dhiefwinkliger Dreiecke.

a | b l ¢ o B | T §
| | ]
17 |1 | 1200 | . 79 37' 41“| 61° 35 39“(110° 26' 40“ - 899
93 | 84, |65 [18% 40 _39°|.14 16 0 | 28 4791l Ta4
818 | 532 | 510 |35 27 30 |76 2 38 |68 20 22| 62512
328 | 169 (241 (104 53 51 |20 51 46 45 14 28| 19680
388 | 389 195 | 75 10 52 [(T5 45 O |29 4 .8 36666
436 | 365 | 507 %57 15 28 | 44 45 387 | 17 58 (65 | 77826
510 | 533 | 317 |68 23 7|76 18 52 /35 18 1| 78540
565 | 445 | 606 | 62 51 33 | 44 20 53 | 72 22 34 | 11998%
569 | 281 | 680, | 55 17 31 |23 57 8 |100 45 21 | 78540
606 | 565 | 445 | 72 38 34 | 62 51 33 | 44 29 53 | 151872
| 704 | 302 | 6701 83 40 0 |25 14 18 | T1 5 47 | 100287
| 716 | 185 | [ 548 (186, 1 45 | 6 1 32 |17 56 43 | 20406
| 748 | 375 |671°3/ 8 28 7 (30 1 23|63 35 30 125615
| 188 | 825:5/ 951 3| 52 4 7 |65 43 18|72 12 35 |309707
| 956 | 533 |1011 | 68 39 18 | 31 17 4 | 80 | 3 38 | 250950
1196 | 853 | 951 {126 48 0 (13 41 8 /89 385 52 | 134550
1772 | 593 (1479 (110, 2 0| 18 19 29 [ 51 38 31 | 411990
200-2| 4563 | 564°9| 19 47 22 |50 O 0 110 12 38 | 85098
| 330-1| 412-2| 371°3| 49 29 50 | 7L 42 42 |58 47 28 | 58188
| 482:5) 589°7| 684°2| 41 11 13 | 63 52 46 | 74 56 1 |246282
! | i |

II. Anwendungen der cbenen Trigonmometrie.

§. 242. Aufgaben aus der Planimefrie.

1. 9n einem Krveife (Fig. 214) ift per Halbmejjer OA
—R, pie Sehne AB=s und ihr Abjtand vom WMittelpunite
OE=r; au8 einer biefer brei @rdfen und bem Centri
winfel AOB=ua bie beiben anteven ju bevednen.

Aug dem vechtiwintligen Dreiede AOC evfhilt man, ba AE =3

Fig. 214.
0

unb Winfel AOE = 7 ift,

a) s=2Rsin§', r:Rcos%;

S 8 o

b) R= B r—gcotg,
28in —
2

r (14

¢) R=—r, s=2rtangs
cosi

2. Aus ber Seite eines vegelmifigen Bieledes den
Dalbmefier bes eins und dbed umgejdhriebenen Kreifed ju
finben.
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G8 fei (Big. 214) AB = die Seite reines vegelmifigen njeiti-
gen Bielecdes, OE —r ber Halbmejfer des bdiejem Bielecle eingejhute-
berten, und OA =R bder Halbmeffer bes ifhm umgefchriebenen Kreifes.

Da der Centrviwinfel AOB = %00 ift, ‘fo folgt aus ber ujg. 1, b)

s 180°
1':5C-0t_n— unb B = %o
7 2 sin

n

Wie grof ift der Fladeninbhalt eined vegehndifi iinfedes, b) Neuns
edes, c) Bm%[fpgcfeé, mm?.f eg?ie @Eite géafelﬁeug 11‘115%%:3;?&&%?% st g
C 3. Uug pem Dalbmefjer eined Kreifes die Seite bed
biefem Sreife ein- ober umgejdhriebenen vegelmdfigen
Bieledes su finben.

Gs jei (Fig. 214) OA=O0F =R bder Halbmefjer bes gegebe-
nen RKreifes, AB =15 bdie Seite bed Dbiefemn RKreije eingefchriebenen,
md CD =S 'bie Seite ded ihm umgefchriebenen regelmdRigen nfeiti-
gen ‘Bielectes.

Aus den Dreieden AEO und CFO erbhalt man
s—2Rsin 22X yp S =2R tangE—O-f-
n n

Der Halbmefjer eines Kreifes ift 1-2am; twie groff ift 1. ber Umfang, 2. ber
Fladeninbalt eines biefem Kreife eingejdhriebenen und eines ihm umgejdricbenen
vegelmifigen a) Dreiedes, b) Siebenedes, c) Fiinfzehnedes?

§. 243. Perfdjicdene trigonometrifche Aufgaben.

1. Aug der Schattenlinge eines vevticalen Stabes bie
Hihe dber Sonne ju bejtimmen.
Fig. 215. @8 fei AB=h (Fig. 215) ein vertical auf-
geftellter: Stab und A C == a die Linge jeines Schattens.
Aur Beftimmung ver Sonnenhshe, d. i. bes Winkels C,
bat ‘man
tang C = lﬁ-
Beifpiel: h=2m, a = 1:82m.
K 2. Die Hohe h eines Gegenjtandes AB
(Fig. 215), sudefjen Fufpunfte A man meffen
fonn, ju beftimnten.
‘Man méfie ‘von einem Punfte C aud bie horizontale Strede
‘CA=a, md in C den Dihenwinfel ACB=a; dann it
h = a tang «.
3. Die Hohe h eines Gegenjtanbdesd AB (§ig. 216), 3u

beffen Fufpuntte A man nidht mefjen fann, gu bejtimmen.
12+
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WMan mefje in einev durch -B gehenben Berticalebene die Strede
CD =42 al§ Stanbdlinie, und inihren Endpuntten bdie Hihenwintel
ACB = undb ADB =f; bamn ift ‘
Fig. 216, ° h=BC.sine, und
BC: CD =5sin BDC : sin CBD, ober

/1? BC:a =—sinp:sin (8 — a), baher
et ] a sin ;
a1 Bifli— W—ﬁ_a)' und folglich
__asinasinf
// — sin (B—a)
y ! 4. Die Entfernung zweier Punite auf
A 4 bem Felve ju beftimmen, wenn jid) die-

felbe wegen eined bazmijden befindbliden Hinberniffes
nidyt unmittelbar mefjfen (dft

@8 feien A und B (Fig. 96) die beiven Pumfte, jwifdhen weldjen
3B, ein Wald, Teidy, ... legt, fo dof eine unmittelbave Mefjung
thres Ubjtandes nicht ftatifinden famm. Wian meffe von einem bdritten
Punfte C aus bie Streden CB = a undb CA =D, {o wie den Winfel
ACB =« 3m Dreiede ABC f{inb dann wei Seiten mit dem ein-
gejchlofienen Winfel befanut, und faun aud benfelben aud) bie bdritte
Seite AB bevechnet mwerbern.

&8 fei CB =54m, CA =58m upp ACB = 65°29‘; wie groff ift AB?

5. Die Eutfernung jweier Punfte auf dbem Feldbe u be-
ftimmen, wenn man nur ju einem devjelben fommen fann.

Man wdihle einen britten Stanbpunit C (Fig. 97), von bem man
i einem bev beiben Punfte A uub B Hin meflen Tann, und mefje die
Strede AC =a, o wie dbie Winfel, Ciambd, A.; Dann exgibt fid aus
bem Dreied ABC

a sin A
AB = @A+0)

AC=152m C=63"15, A =57918'; wie grof ift AB?

6. Die Entfernung jweieriPanite auf bem Felbe 3u
beftimmen, wenn man g feinem bevjelben fommen fann.

&8 fei 3. B. die Entfermung der beiben Baume A und B (Fig. 98),
weldhe fich jenjeits eined Flujjes befinden, ju beftimmen.

Man wihle zwei Standpunfte C und D, meffe die Standlinie
CD = a und an.ifren: Endpuniten bdie Winfel ACB=m, ACD
=n, CDA=p unb CDB = q. Dann fann man im A\ ACD
aug der Seite. CD und ben Winfelu n unb p die Seite AD, ebenfo
im A\ BCD aug ber Seite CD und ben Winfeln n — m und q bie
Seite BD beredhnen. Cndlich wird im N\ ABD aus ben Seiten AD
und B D aund bem Winfel q — p bdie gefuchte Strede A.B bejtimmt.

@8 fei CD.= 75m, ACB =59°17/, ACD =101°46', CD A = 42°10'
und CDB = 108" 39'; tie grof it AB?

7. Die Bogenlinge eined groften Kugelfreifes ber
Crbe, bie man von einer beftimmten Hohe iberfehen fann,
Fu' finben. '



.

§ig. 217. it (Fig. 217) OB =1 ber Halbmeffer der
@rbe, BC = h bdie Hihe des Auges iiber der Grd-
oberflidhe und CD bie vom Auge an einen griften
Rugeltreid der: Erbe gejogene Tangente (die: Gefichts
meite), fo hat man, wenn e dad Bogenmak und b bas
Lingenmaf des Bogens B D begeichnet,

r
§ o = ——.
co l.'t—hlr

0 Aus a Fann dann b beftimmt werben.

Wie weit erfivedt fidh bie Fernfidht eines 2m ifber dem Dieevesfpiegel ere
habenen Auges, bdie Crde ald vollfommene Kugel vom Halbmeffer r — 858-474 geogr.
Teilen angenommen ?

8, Aus der geographijchen Breite (Polhihe) eines Ortes
ber Grbe Den Dalbmefjer bed burd dbiefen Orvt gehenben
Bavallelfreifes und dbejfen Abjtand vom Mittelpunite ber
Erbe ju beftimmen,

Fig. 218. G8 fei (Fig. 218) A O =r ber Halb-
N meffer ber al8 RKugel gebaditen Grbe, AQ

per Uequator, N ber Nordpol, C ein Ort
/ \ auf ber Erboberfliche, < beffen  geographijche
iy M 7 Breite AC over W. AOC = ¢, CM = 1r'

7 ber Halbmeffer des. durdy C gehenben Pa-
4 0. yallelfreifes und OM = d befjen Abjtand vom
] Sugelmittelpuntte. - Aug . bem  rvedhtivinfligen
/o Dreiede CMO, i welchem der BW. COM
/// = 90° — o ijt, exgibt fich
1’ = rcos @ und d = rsinp.

Tie viel geogr. Meilen bat der Parallelfreis von Wien in der geogr. Breite

vom 48012/ 3549 (Dalbmeffer ber Grbe — 858:474 geogr. Meilen),
Bei weldjer geogr. Breite betrigt ein Grad des Parallelfreifes 8° 623 geogr.

Teilen ?
Beftimme die Hobe a) ber Halberw beifen Some, b) ber gemifigten Boue,
c) ber falten Bone der Erbe, wenn man ben Grdhalbmeffer r = 858474 geogr.
Peilen und @ = 23928’ als ben Abjtand bdes Tolarfreijed wom Pole, wie atl al8
ben Abftand des Wenbdelreife8 vom Aequator annimmt, f :
Beredyme unter benfelbenn Vovausfefungen die Fliidbe jeder ber fitnf Jonen

per ! Erbe.

Anhang.

‘Einiges fiber die Aufnabhme von Grundfticken.

Gin: Grundftii aufnehmen feift, die Grife und Geftalt: jeirter
Dorizontal-Projection beftimmen. Man dentt fich dabei durch ivgend etmen
Buntt eine Hovizontaleberte - gelegt und auf diefelbe von jebem Oreng-
punfte ber aufjunehmenden Fliche eine Senfredyte gefillt; verbinbet man



bie Fufpunfte diefer Senfredhten durd) Linien, fo ijt die baburdh ent-
ftefienbe Figur bdie Hovizontal-Projection oder der Grundrif
per Fldde.

Die aufunehmenden Grunditiicde werben auf ven Hovizont projicivt,
nidt nur, weil fidy die Horizontale Lage leidhter Beftimmen [§ft als die
Lage einer jdhiefen Flache, jonvern Hauptidchlich auch dbavum, weil die
Crivagsfdbigleit eine8 Grunbitiifes nidht von der Grdfe jeiner wirvtlichen
Oberflidie, fondern von ber Horizontalen Ausbehnung besfelben abhingt.

: Da nimlid) die Plangen {tets in verticaler Ridhtung

&ig. 219. wadhfen, fo haben, wenn A C (Fig. 219) den Durch-
¢ Tdmitt einer fchiefen Fliche und AB bden Durd-
jehnitt ihrer Hovizontal-Projection vorftellt, auf der
jdhiefen Fldche von A nad) C nicht mehr PBflanzen
Raum, aol§ auf der Horizontalen Projection A B.
e Da eine Figur durd) bie Lange ihrer Seiten

~ und buvd) bie gegenfeitige Lage derfelben ju einander,
alfo purd) Streden und Winkel bejtimmt ijt, fo foll Bier zuerft gezeiat
werden, wie Streden und Winfel auf dem Felbe gemeffen werden.

I Mefjen der Streden auf dem Felde.

Bei ber Wefjung von Streden auf dem Felve fommt ein iwei-
faches Gefchdft por: Das Bezeidhnen threr mafgebenden Punite
und bag wivilidhe Weffen.

A. Bu den'mafgebenden Punften einer Strece gehvren bie Greny-
puntte unb, wenn biefe jehr weit von einanbder abftehen, mehreve wijdhen-
punfte, ferner bie Schnittpunfte von angenommenen Hilfdlinien. Mehreve
Bwifdenpuntte einer Strede beftimmen, Beifit diefe abiteden.

Bum Bezeidynen der Punfte auf dem Felde bienen Pflode,
Ubjtedftdbe und Meffahnen. ’

Aufgaben. 1. Cine Strede anf dbem Felbe abjuftecden.

Um wijhen zwei Stiben A und B einen dritten C in gevade
Linie zu bringen, tvete man ein paar Sdhritte fHinter den einen Stab B
suriict, Toffe durd) einen Gehilfen den einguvidhtenden Stab wifdhen wei
Hingern frei Halten, und gebe ihm burch Beichen mit der Hand ju vev-
ftehen, baf er feinen Stab jo lange vedhid ober [inf8 bewege, bis man
ihn in ber Richtung der beiben Stibe B und A evblidt, inbem man
babei immer au derfelben Seite der Stibe vovbeivifivt; ift diefed ber
Fall, fo gibt man bem ®ehilfen ein Jeidhen, wovauf er ben Stab frei
fallen [dft, undb in biefer Stellung in bie Erbe ftedt. — Beim Abjteden
einev langen Linie iwerben immer bdie entfernteven Stibe frither einge-
vidhtet al8 bie ndiberen. :

2. Gineaujbem Felbeabgejtedte Strede juperldngern.

Um eine Strede AB auf vem Felde big jum Punfte C ju ver-
Lingern, ftelle man fich nach dem Angenmafe in ber Gegeud bdiejesd
Punttes auf, vifive an der Seite bes Stabed, ben man Fwijchen wei
Fingern frei halt, nad) den beiben Stiben ‘B und A, wodburd) bie u
verldngernde Strecte begeidhrtet ift, und bewege fich mit feinem Stabe o
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lang vedhts ober [inf8, bi8 fid) alfe drei Stdbe becten; bdann wirh der
Stab gehivig in die Crbe geftedt.

B. 3um wivilihen Meffen braudt man entweder Dief-
latten von 2/, oder 5 Mieter Ringe, ober eine Vrefifetfe mit zwei
Rettenftaben und jehn Rettenndgeln. Die Meflette hat eine Linge
pon 20 Mieter unb bejteht ausd eifernen Glicdern, weldhe durch RNinge
verbunben finb; an beiben Enben befinden jidh) jwei weiteve RNinge, durch
welche die Rettenftibe dburdhgefchoben werben. Auferbem muf der Felo-
meffer einen mit ben Untertheilungen verfehenen Metevftab ober ein
Metevband Haben.

Bur Bejtimmung bder verticalen Ridhtung dient dag Senfloth,
ober noch jwectentiprechender ber Sentelftod, b. i ein vunber, ungefihr
1%/, Mieter hoher Stab von leiditem Holze, beffen untered Gube mit
einer fchmeren eifernen Spise verfehen ijt, welche bem Stab die verti-
cale Richtung gibt und evhilt, wenn er oben lofe zwifchen e Fingern
gebalten wird.

Fig. 220. Bur Bejtimmung  der  Hovizoutalen
< Richtung dientdie S dh v otwage. (Fig. 220.)
Diefe ift ein hilzernesd gleichichentliges Drei
ect, in beflen Spitie ein unten mit einem
Oewidhte bejdhwerter Faben befejtigt wird,
"unb an defjen Gvundlinie die Wiitte duvch
cinen Theiljtrich bemertt ijt. Der Gebrand)
diejes Werkzeuges bevuht auj vem Sate 1. in §. 59. Stellt man ndmlid)
bie Sdyvotivage mit der Grunbdlinie auf dbie zu priifende. Gevadbe, und
fpielt der befchwerte Faben genau in bie Witte der Grunbdlinie ein, fo
ift bie Gerabe Hovizontal, fonft fteht fie gegen Den Hovizont geneigt.
Denn dev bejdhwerte Fadben ift allezeit vertical; joll die Grunbdlinie, und
die pavunter befinbliche Gevabe hovigontal fein, jo muf fie auf den vers
ticalen Faben fenfrecht ftehen; bdies ift aber dev Fall, wenn der Faben
genau in pie MWiitte fallt.
Anfgoben. 1,Gine Stredeaufhorizontalem Bodbenzumejjen.
a) Mit Meflatten. Dan nehme zwei gleich lange Weplatten (von
5m), Tege die eine bavon it der einen Enbfliche an den Anfangs-
punft ber ju meffenden Stvede fo, baf fie genaw in die Ridtung
ver Strecfe ju liegen fommt, und die jweite Meflatte in bdevfelben

Richtung fo an die exjte, daf fich ihre Cudflichen bevithven; jodann

hebe man bdie erjte Latte auf, lege fie an bad Enbe ber jweiten

und verfafhre fo fort bis an bas Cnbe ber Strece. Jebe Vieflatte

wird, wenn man fie aufhebt, laut gezdhlt. . i

b) Mit ber Meffette. Die Rette, beven Enbringe man an bie
Rettenftibe fchiebt, wird won zwei Gehilfen, den Ketteniehern, ge
tvagen. Der Dintere Qettengicher jekt feinen Stab in ben Anjangs-
punft A ver ju meffenven Strece AB; ber vordeve Rettensieher,
weldyem ugleich fammttiche Rettenudgel iibevgeben werden, ieht die
Rette tweiter, ' [Gft fich von bem Binteren RKettenieher genau mit
feinem Rettenjtabe in bie Stvede eimvichten und fpannt damn bie

e
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_Qette an, indem ev ben Ring in die Witte bed Stabes jdjiebt, den
Stab hovijontal Hilt, die RKette in die Hihe jhnellt und fogleich
wieber anzieht. Die fo gefpannte RKette wird itber den Punkt, wo
friifer der Rettenftab eingefett wav, Hiniiber gezogen uud in dbem
Gude C ein Rettennagel eingeftect. Dann verlajfen beide RKetten-
sicher - ifve Punfte und jiehen bdie Ketfe in ber Strede jort, bid
per Binteve Rettenzieher ju dem Punfte C fommt; bier jieht er den
Rettennagel fhevaus, fest an deflen Stelle feinen RKettenjtab und
vidhtet von ba ben vorderen Kettensieher ein, wovauf fich basd friifere
Berfahren jo lange wiederholt, bi8 man an den Enbpunft der ju
mejfendven Stvede gelangt. Vom legten Nagel aud bid jum Enbd-
punfte B wird die QLinge an dbev daviiber hinaus gefpannten RKefte
abgesdhlt. Bulegt 3ahlt dev hintere RKettensieher bdie gejammelten
Nagel, multiplicict ihre Anzahl mit 20 und addivt ju dem Prodbucte
noch die Linge vom leten Nagel bid zum Gudbpunfte ver Strede.

Will man guverldfiige Refultate evhalten, jo muf bie Mejjung
2- oper mehrmal wiederholt twerben; von den gefundenen Weafen
nimmt man die Durdhichnittszahl.

2. Cine Stvede quf jchiefem Boden ju mejjen.

e nadybem bie Neigung ded BVodensd gevinger ober grofer ift, be-
pient man fich zur Lbfung diefer Aufgabe [ingever ober Hivgever Mef-
lattert und in beiden Fillen des Sentelftocted undb der Schrotwage. Die
Arbeit wird von unten nad) oben nadh ber jogenannten Staffelmeffung
audgefithrt, weldje in Folgenvem befteht.

: Fig. 221. Man legt (Fig. 221) bie
eine Nieflatte in bie Richtung

LA D per abgeftedten Linie unbd gibt
A 2 Bhibziaf ihr mittelft bev Schrotwage eine
i horizontale Lage, fo baf jie mit

al B ; pem einen Enbpunite B auf dem
A : : i Poven aufruht und mit dem
: ; ~ ombeven Gnbpunfte a an den

Senteljtod anftef;t,. weldher, vertical iiber ben Anfangdpunft A ber
Stvede gehalten wird. Dann legt man diefe eine WMeflatte gans auf
ven Boben, wobei jeboch ju adyten ift, daf fich ihr Cnopunft B nicht
Ieiter vitdfwdrts bewegt, begibt fih mit dev jweiten Meflatte in der
Ricdytung ber Strede nach B unb vermwenbet biefelbe wie frither die exfte
Weflatte. Diefed BVerfahren wird bi8 ju bem Cndpuntte D der Strece
fm:tgeieet_. Jit bér leste Abftand Hivzer alg8 bie WMeflatte, wie in der
obigen Figur der Abftand zwijdhen C und D, fo it man die Wief-
latte am Sentelftocte bei ¢ bovftehen und 3dhit an derfelben die Linge ¢ D.

3. Wie bie Lange ciner. Stvede, weldhe nicht nach ihrev gangen
Ausbelmung gugdnglidy ift und baher nicdyt unmittelbar gemeffen werden
fann, mittelbar beftimmt toird, ift in ber Planimetvie bei den praf-
tifchen Anivendungen bev Uehnlidifeitsfite gezeigt worbem.
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IL Meflen der Wintel anf dem Felde.

©o mwie beim Felbmeffen bie Streden ftets nadh ihrer Hovizontalen
Linge beftimmt werden, o witd and) bei den Winfeln die Grife ber
Dorizontal - Projection, b. i. die Grife bdes Winfeld gemeffen, ben bie
Horizontal - Projectionen feiner Schenfel mit einanber bilven.

Dabei fommen jwei Hauptaufgaben vor: die Beftimmung von
vechten Winfeln, b.i. bad Grvichten und Fillen von Senfrediten,
und bie Aufnabhme von Winfelwiiberhaupt.

A, Bur Bejtimmung der Senfrechten anf vem Feldbe bdient bdas
Wintelfreuy Diefes befteht aud zwei unter’ vechten Winfeln ju-
fammengefitgten Vrettchen, "die an den Enben mit fenfrechten Stiften
verfefen find; e8 wird auf einem Stative hovigoutal befeftigt.  Statt bes
Statives Fann fiiglich aud) der Sentelftod an’ feinem obeven Enbe juv
Aufnafhme dved Winfelfreuzes eingevichtet werben.

Aufgaben. 1. In einem Punfte einer abgeftedten Ge-
vaben eine Sentredhte zu ervidhten.

Um auf dem Felve in einem Punfte einer Gevaden auf diefe eine
Genfrechte zu evvidhten, ftelle man iiber ben gegebenen Puntt den Wkit-
tefpunft bes Winfelfreuzes, unb bringe bie beiben Stifte bed einen
Drettchens in die Nichtung ber Gevaben; bann bvifire man itber bie
Beiben anberen Stifte, und laffe in ihrer Ridhtung einen Stab einfeen;
biefer gibt ben Punft an, durd) weldhen die gejuchte Senfrechte gehen joll.

2. Bon cinem Punite C auferhalb einer abgeftedten
®eraven AB auf biefe eine Senfredite ju fdllen

Diefe wohl am haufigften vorfonmende Anufgabe wird ebenfalls
mittelft pes Winfelfrenged geldft. Um mit Hilfe bedjelben benjenigen
Punft O der Gevaden A B ju beftimmen, in weldem bdie von C davauj
gezogene Senfrechte eintrifft, lafje man in C einen Stab einftecen, und
ftelfe fich mit dem Winfelfreuze in der Geraben AB bort auf, we bei-
liufig die Senfrechte hinfallen biivfte; bringe die beiben Stifte bes einen
Brettchens in bie Richtung diefer Geraben und wvifive iiber bdie beiden
anberen Stifte.  Txifft dbie BVifirlinie gerade auf den gegebenen Punit
C, jo ift der Punft unter ber Mitte des Werkzeuges der Ort, wo bie
Senfredite eintrifjt; erfdpeint aber ber gegebene Punft C vedhtd ober
linfs von der Bifiriinie, fo rvitde man a8 Winfelfren; nach der Seite
pesfelben  fo lange, B¢ man ihn in der Richtung ber Stifte exblidt,
wobei iibrigens bie jwei anbeven Stifte Deftindig in ber Richtung ber
®evaben A B bleiben mitffen. _

B. Die Werfzeuge, durd) welche die Grofe beliebiger Wintel auf
pem Felbe nach Graden und Graviheilen beftimmt wivd, bgt&gn poy-
sugsteife- Winfelmejfer und Haben fehr verjchiebene Ginvichtung.
Dev einfachite Winfelmefjer ift vad Aftvolabium. €S befteht aus
etmem por- und viidweirts in Grave unb Gradtheile eingetheilten Halb-
freife von Meffing; -an: dem Duvchmefier ift ein Lineal Befefhgt, an
deffent Eude fich zwei fenfrechte Dioptern befinven, o benen bie eine
i der unteven Dilfte einen vevticalen Ginjchnitt, in dev oberen etne
rechtectige Oeffung mit einem verticalen Faben, bie andeve unten bie
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Deffnung mit bem Fadben und oben den Einjdhuitt Hat. Um ben Mittel-
punft des DHalblveijes ift ein zweites Lneal, bdag ebenfalls mit wei
jolchen Dioptern vevjehen ift, fanjt beweglich. Das ganze Injtrument
wubt auf einem bdreifitfigen Stativ.
Aufgabe. Cinen Winfel auf dem Feldbe aufsunehmen,
a) Wit bem Winfelmejjer. Wan ftellt bad Ajtvolabium mit feinem
Mittelpuntte iiber den Scheitel A bes ju meflenden Winfels BA C
fo auf, baf ber Halbfreid Horizontal legt, vicdhtet die fejten Diop:
tern auf den einen Ridhtpuntt B und bdreht dbann die beweglichen
Dioptern, bid man duvd) fie ben weiten Ridhtpunft C  evblidk.
Hievauf lieft man an pev Gintheilung bdie Grave und Gvadtheile
ab, welche der gemejjene LWinfel enthlt.
b) Ofhne Winfelmefjer. Wan tvage auf bem Felbe, von dem
Sdeitel A (Fig. 222) ausd, auf beiden Schenfeln Dbiefelbe Linge
Fig: 222, 3B, 20m big M undb N auf, und
meffe bamn die Strede MN. Nun

' jiebe man auf bem Papieve eine
®eradbe ab, trage davauf nadh einem
vevjiingten Mafftabe am="AM auf,
bejchreibe aus a mit bem Halbmefjer

A WB Y m b

am einen Krei®bogen und bdurchs
jehueibe denfelben aus m mit der Eirfelbffunng mn, welde nacdh dbem-
jelben Magftabe gleich MN ijt; zieht man an, fo ijt ber Winkel
man — MAN. Der auf bieje Avt auf bem Papieve gejeichnete
Winfel Fann jodbaun mit bem Trandporteur gemejjen iverbeu.

IIL. Aufuahute von Grumditiicen.

Bevor man zur Aufnahme einer Flache fdhreitet, geht man um
diefelbe an threm Umfange herum, jchldgt in allen Ed- und Kritmmungs-
punften Pilce ein, welche mit fortlaufenden Numumern ober Bud)jtaben
begeichnet find, und entwivft fich jugleich ven dem Umfange ber Figur
jommt ber Begeihnung der eingejchlagenen Pilocte nach bem Angenmage
eine Handzeidhnung ober Hanbdjtizze mit Bleijtift, in welcher dann
an jede wirklidy gemeffene Rinie und in jeben gemefienen Winfel das
gefunbene Wiaf eingetragen wird. Nach diefer Hanbdgeichnung fertigt
man fpater ju Haufe den Plan an und nimmt die Flacdhenbered-
nung vor.

1, Aufnahme einer Flide auf dbem Felbe mit Kette
ober Peflatten.

a) Durdy Jerlegung in Dreiede.

Dan umgehe bdie Figur und entwerfe eine Handifizze derfelben,
benfe fih buvch je drei Punfte ein Dveied gelegt, und mejfe bdeffen
brei Seiten. PDievanf verzeidne man bdie Dreiedfe in bder gebdrigen
Orbnung auf bem Papieve, inbem man Dbie gemejjenen Seiten mnadh
einem vevjiingten Mafijtabe auftvigt. Die badburd) evhaltenen Punkte
haben biefelbe Lage gegen einaubder, wie die entjprecdienden Punfte auf dem
Felbe; man braucht jie nur nod) gehiévig dburdh Linien ju verbinben. Jn
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Fig. 223 iiivbe man mit bem Treiede AB G
beginnen, und bann folgeweife die Dreiecte
BGE, GEF, BEC, CED conjtrniven.
Bur Gontrole jowie wegew ber Be-
vecdymunig bed Fladheninhaltes, welche nad
§. 75, a) gefdhieht, wird man in jebem
Dreiefe auf dem Felve aud) die Hihe
audjtectent und meffen.
b) Mittelft Abfeiffen undOr-
binaten.
Man pildcde juerit die Figur aus, und ftecfe durch die entfernteften
Cdpumfte A und E (Fig. 224) eine Gevade al8 Abjciffenlinie ab. Auf
Fig. 224 dbiefe fiille man von allen Begeichneten Um-
B o fong8punften Senfredhte, und meffe bdie

{59 eingelnen Stitde ber Abfciffenlinie und alle
e Ovbinatenr. Anf dem Papieve trigt man
! a nun auf einer @evaben nad einem vevjiingten

g Makjtabe uerit die Abjcijfen von A bis
; i, b, b, ... auf; in biefen Puniten er-
vichtet man Senfvechte, und frdgt davauf
bie Orbinaten gehorig auf. Endlidy braudht
man nuy jwifden ben babuvch erhaltenen
7 Punften die entjpredhenden Linien ju jiehen.

Die Flachenbevechnung wird nach §. 75, b) vovgenomuren.

c) Durd) bas Einfchliefen der Figur.

Wenn fich tm IJunern ber aufzunehmenden Figur Hinbernifje ber
Meffung befinden, fo find bie zwet eben angegebenen Wethoben nicht
aniwenbbar. Jn bdiefem Falle fiihrt folgendes Verfahren zum Biele. &3
fei 3. B. ein Teid) (Fig. 225) aufjunehmen. Wian umgebe bie Figur
mit mehreven gegen einanber geneigten Abfciffenlinien, die jujammen ein

Tig. 225. Bieled ABCDE bilben, und félle anf
biefelben von allen Biegungspuntten Sent-
vedhte; man meffe bie Abjcifjentheile und die
Orbinaten, und nefhme gugleich die Winkel,
welche bie eingelnen Abfcijfentinien mit ein-
anber bilben, nach bem oben unter II.'B,
b angegebenen Berfahren auf. Dann ieht
man auf bem Papieve eine Gerade, und
trigt bavauf die Theile vev Abjciffentinie
AB verjiingt auf; im Gnbpuntte B con-
ftrnivt man einen Winkel, welcher fo_grof
ifit als ber Winfel B auf bem .%ere‘,
unb tigt auj ben neuen Schenfel die Stiice ber Abfciffentinie BC
auf, 1. . w. Hieranf ervichtet man in beu.etnaelnen Bunften bey Ab-
jciffenfinien Senfrechte, unbd trigt davauf die entiprec[;gnbeu Drbmc'ztgn
auf. LWerben nun bie daburd erf;a{tenenfBunfte mit freier Hand gehorig
verbunben, jo Bat man die verlangte Seichmung bed Teidjes.

=

|
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2. Aufnahme einev Flade auf dem Feldbe mit dem

- Wintelmejjer.

a) Aus ber Mitte. '
Fig. 226. &8 foll bie Figur ABCDEF (Fig. 226),

in beven Jnnern man nad) allen Seiten gevade

Linien meffen fann, aufgenommen iwerden.

Wean jtelle ben Winfelmeffer beiliufig in
der Mitte O ber Figur auf, meffe die Winfel
AOB, BOC, COD, .. unb die Streden OA,
OB, OC,.... Gonjtruivt man dann auf vem
B" - Papieve unt einen Punft o die gemejjenen Winfel

und trigt ouf ihren Schenfeln bdie gemeffenen
Streden nad) einem vevjiingten Mafftabe von o bid a, b, ¢, ... auf,
jo. haben Dbiefe Punfte auf dem Papieve bdiefelbe Lage gegen einanbder,
wie bie gleihnamigen Punfte A, B, C, ... auf bem gFelbe.

b) Aug 3wei Standpuniten.

Wan wéhle wei foldhe Standpunfte M und N (Fig. 227), vaf
man  awifden ibnen unmittelbar. meflen und aus venfelben nach allen
Cdpunften ber Figur fehen fann,

Fig: 227, Wean: meffe juerjt die Standlinie M N,
bann ftelle man den Winfelmefjer itber ben
einen Standpuntt M auf und beftimme bie
BWinfel NMA, NMB, NMC,... Dier-
auf iibertvage man ben Winfelmeffer auf
ben aubern Stanbpunft N unb meffe ba-
felbft bie Winfel MN A, MNB, MNC, ..
Gonftynivt man nun auf vem Papiere die
Stanblinie nadh einem vevjiingten Maf-
ftabe und tvdgt in ihren Enbdpunfien m
und n die gemeffenen Winfel in der Ords
nung auf, jo evhilt man purd) den Durdy-
jdmitt der entjprechenden Schenfel die Punfte a, b, ¢, . . . und buvd) beven
Lerbinbung die Figur abedef, welde devjenigen ABCDEF auf
bem Felbe abnlich ift.

AR Standpuntte unen nadh) Umijtinden aud) 3wei Edpunfte der
Tigur gewahlt werden.

¢) Aug bem Umfange.

Gs jet ABCDEF (Fig. 226) ein Wald, jo daf man im Snnern
bedjelben nicht unmittelbar meffen fann. Man mefje alle Umfongslinien
AB, BC, CD,, .. und alle Wmfangswintel A, B, C, ... Sobann
trage man auj dem Pabiere juerft AB vevilingt von a big b auj, im
Gubpuntte b conftruive man den Winfel b = B; auf bem mneuen
Schentel trage man B C. berjiingt von b bi8 ¢ auf, conftruive in ¢ ben
Winfel ¢ = C, u. | f. Die fo eyﬁaltﬂg\%igur ift derienigen ‘auf bem
Belbe dhnlich. AL
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