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Povzetek

V doktorski disertaciji obravnavamo prave holomorfne preslikave z
diska v Steinovo mnogoterost. Delo je razdeljeno na stiri poglavja.

V uvodnem poglavju ponovimo definicije in izreke, ki jih potrebu-
jemo v nadaljevanju. Za motivacijo rezultatov te disertacije navedemo
nekaj sorodnih rezultatov in odprtih problemov.

V drugem poglavju se ukvarjamo s problemom obstoja pravega
holomorfnega diska v Steinovi mnogoterosti, ki ima v sliki poljubno
diskretno mnozico. Dokazemo, da za dano diskretno podmnozico S v
povezani Steinovi mnogoterosti X obstaja prava holomorfna imerzija z
diska v X, ki ima mnozico S v sliki; ¢e je dim X > 3, lahko dosezemo,
da je f vlozitev. V tockah iz S lahko predpisemo Se dotike visjega reda
z danimi enorazseznimi podmnogoterostmi v X.

V tretjem poglavju se ukvarjamo z obstojem pravih analiti¢nih
diskov v komplementih zaprtih konveksnih mnozic. Naj bo C zaprta
konveksna podmnozica v C2. V disertaciji dokaZemo, da velja nasled-
nje: za vsako tocko p € C? \ C obstaja prava holomorfna preslikava z
diska v C? s sliko v C? \ C, ki zadene tocko p, natanko tedaj, kadar je
C bodisi kompleksna premica bodisi C' ne vsebuje nobene kompleksne
premice.

V Cetrtem poglavju konstruiramo pravo holomorfno preslikavo z
diska v Steinovo mnogoterost, katere slika ne seka dane kompletne

pluripolarne mnozice.

Kljucéne besede. Prava holomorfna preslikava, Steinova mnogoterost,
diskretna mnozica, konveksna mnozica, kompletna pluripolarna mnozica,

plurisubharmoni¢na funkcija, holomorfna vlozitev.
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Abstract

In doctoral disertation we study proper holomorphic maps of the
unit disc into Stein manifolds.

In the first chapter we repeat definitions and theorems which are
necessary to understand the results in the thesis. We mention some
results and some unsolved problems which are related to the ones in
the thesis.

Denote by A the open unit disc in C. In the second chapter we
prove that given a discrete subset S of a connected Stein manifold
X there is a proper holomorphic immersion f : A — X such that
S C f(A);if dim X > 3 the map f can be chosen to be an embedding.
In addition we prove that we can prescribe higher order contacts of
f(4A) with given one dimensional submanifolds in X.

Let C be a closed convex subset of C2. In the third chapter we
prove that for each p € C? \ C there is a proper holomorphic map
¢ : /A — C? such that ¢(0) = p and o(A) N C = 0 if and only if either
(' is a complex line or C' does not contain any complex line.

In the fourth chapter the following is proved: Let X be a Stein
manifold of dimension at least 2. Given a complete pluripolar set Y C
X, apoint p € Y \ X and a vector V tangent to X at p, there exists
a proper holomorphic map f: A — X such that f(0) =p, f(0) = \V
for some A > 0 and f(A)NY = 0.

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 32H35; Secondary
32E10, 32H02, 32099, 32C25

Key words and phrases. Proper holomorphic map, Stein manifold, dis-
crete set, convex set, complete pluripolar set, plurisubharmonic func-

tion, holomorphic embedding
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PRVO POGLAVJE

Uvod

Povsod bomo s A oznagcili odprt enotski disk v C in z B odprto
enotsko kroglo v CV. Sedaj se spomnimo definicij in pojmov, ki jih
obravnavamo v disertaciji.

Kompleksna mnogoterost je Steinova mmnogoterost, ¢e je biholo-
morfna zaprti kompleksni podmnogoterosti v kompleksnem evklidskem
prostoru CM za neko naravno stevilo M. Primer Steinove mnogoterosti
je obmoéje holomorfnosti v CV, posebej vsaka odprta konveksna mnoZica
v CV [Hor.

Preslikava z diska v CV je holomorfna, e je holomorfna po kompo-
nentah. Preslikava z diska v kompleksno mnogoterost je holomorfna, ¢e
je holomorfna v lokalnih koordinatah. Pravimo, da je preslikava prava,
e je praslika vsake kompaktne mnozice kompaktna. Gladka preslikava
je tmerzija, ¢e je njen odvod v vsaki tocki injektivna preslikava. In-
jektivni pravi holomorfni imerziji pravimo holomorfna vloZitev. Sliko
holomorfne preslikave z diska imenujemo krajse kar holomorfen (anal-
iticen) disk.

Podmnozica Y v kompleksni mnogoterosti X je analiticna, Ce za
vsako tocko p € X obstajajo okolica U tocke p in konéno mnogo takih
holomorfnih funkcij na U, da je YNU mnozica skupnih nicel teh funkcij.
Iz definicije sledi, da je analiticna mnozica zaprta.

Na vsaki Steinovi mnogoterosti obstaja gladka strogo plurisubhar-

monic¢na funkcija izérpanja [Hor|. Pravimo, da je realna funkcija funkcija
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1z¢rpanja za dano mnogoterost, ¢e so njene podnivojske mnozice rela-
tivno kompaktne. Navzgor polzvezna funkcija, ki je definirana na ob-
mod&ju v CV, in, ki ni identi¢no enaka —oo, je plurisubharmonicna, e je
zozitev na presek obmocdja z vsako kompleksno premico subharmonicna.
Za gladko funkcijo je ta pogoj ekvivalenten pogoju, da je v vsaki tocki iz
obmocdja Levijeva forma nenegativna. Pravimo, da je gladka funkcija
strogo plurisubharmonicna na danem obmodju, ¢e je Levijeva forma
pozitivna v vsaki tocki iz obmocja. Izkaze se, da je definicija neod-
visna od izbire koordinatnega sistema, zato lahko (strogo) plurisubhar-
monic¢ne funkcije definiramo na kompleksnih mnogoterostih.

Podmnozica v kompleksni mnogoterosti je pluripolarna, ¢e je vse-
bovana v —oo nivojnici neke plurisubharmonicne funkcije, in je kom-
pletna pluripolarna, ¢e je enaka —oo nivojnici neke plurisubharmoni¢ne
funkcije. Ni¢elne mnozice holomorfnih funkcij in analiticne mnozice so
kompletne pluripolarne.

Ena od motivacij za raziskovanje pravih holomorfnih preslikav je
vprasanje o obstoju enorazseznih analiti¢nih mnozic z dolo¢enimi last-
nostmi v Steinovih mnogoterostih. Po Remmertovem izreku |[Rel],
[Re2], [Chi, stran 65] je namre¢ slika vsake prave holomorfne preslikave
z diska v kompleksno mnogoterost enorazsezna analiti¢cna mnozica.

Po drugi strani, ¢e je Y Cista enorazsezna analiti¢na mnozica, potem
obstajata enorazsezna kompleksna mnogoterost Y*, ki ji pravimo nor-
malizacija od Y, in kon¢na prava holomorfna preslikava Y* — Y ki je
biholomorfna nad mnozico regularnih toc¢k od Y. Pravimo ji normal-
izacijska preslikava [Chi, stran 70]. Ve¢ o normalizacijskih preslikavah
lahko bralec najde v dodatku 2.9.1. Ce je Y e dodatno ireducibilna,
je Y* povezana, torej je Riemannova ploskev. Za vsako kompleksno
mnogoterost X pa obstaja enoli¢no dolo¢ena (do biholomorfne pres-
likave) univerzalna krovna mnogoterost X in projekcija X — X, ki je
lokalni biholomorfni krov. V primeru, da je X Riemannova ploskev, je
X ena od naslednjih mnogoterosti: enotski disk, kompleksna premica

ali Riemannova sfera. Cisto enorazsezni ireducibilni analiti¢ni mnozici
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Y smo na ta nacin priredili univerzalno krovno mnogoterost Y*. Vsako
holomorfno funkcijo z Y lahko dvignemo do holomorfne funkcije z Y*.
Ker nas zanimajo analiticne podmnozice v Steinovi mnogoterosti, je
univerzalna krovna mnogoterost bodisi enotski disk bodisi kompleksna
premica.

V disertaciji obravnavamo prave holomorfne preslikave z diska v
Steinovo mnogoterost.

V clanku |G12] je J. Globevnik dokazal, da za poljubno diskretno
mnozico S v odprti konveksni mnozici D C C¥ obstaja prava holo-
morfna imerzija z diska v D, ki ima S v sliki. Ce je N > 3, je
konstruirana tudi vlozitev. Znano je, da za vsako toc¢ko p v Steinovi
mnogoterosti X obstaja prava holomorfna preslikava z diska v X, ki
ima tocko p v sliki [GI1]. V prvem poglavju z uporabo metod iz teh
dveh ¢lankov dokazemo, da za dano diskretno podmnozico S v povezani
Steinovi mnogoterosti X obstaja prava holomorfna imerzija f: A — X
ki ima mnozico S v sliki; ¢e je dim X > 3, lahko dosezemo, da je f
vlozitev. V tockah iz S lahko predpisemo Se dotike viSjega reda z dan-
imi enorazseznimi podmnogoterostmi v X.

Ce je dim X' > 3 lahko z majhno perturbacijo odstranimo samo-
presecisca. Ce je dim X = 2, potem to z majhnimi perturbacijami
ni mogoce. Ze konstrukcija prave holomorfne vloZitve diska v C? je
netrivialna [Ste]. F. Forstneri¢, J. Globevnik in B. Stensones so v
¢lanku [FGS| z uporabo holomorfnih avtomorfizmov pokazali, da za
vsako povezano psevdokonveksno Rungejevo obmoéje Q C CV, N > 2,
obstaja prava holomorfna vlozitev, ki ima v sliki dano diskretno podm-
nozico v Q. V ¢lanku [GI3] je avtor dokazal, da lahko vsako pravo
injektivno preslikavo z diskretne podmnozice v C? razsirimo do prave
holomorfne vloZitve z diska v C2. Naj bo € strogo psevdokonveksno
obmocje v C? in tocka w € . Ni znano, ali obstaja prava holomorfna

vlozitev z diska v €2, ki ima tocko w v sliki.
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Avtorja v [FG1| navedeta primer omejenega obmodcja z gladkim
nepovezanim robom v C¥, N > 2, ki ni psevdokonveksno, in, ki vse-
buje tocko, ki ne lezi v sliki nobene prave holomorfne preslikave z diska
v to obmodje. Vprasamo se lahko, katera obmoécja D v CV so taka, da
je poljubna tocka iz D vsebovana v pravem holomorfnem disku v D.
Splognejse odprto vprasanje je, katere tocke v danem obmoé&ju D v CV
lahko zadenemo s pravo holomorfno preslikavo z diska v D. Podobno se
lahko vprasamo, katerim podmnozicam v danem obmodju ali v Steinovi
mnogoterosti se lahko izognemo s sliko prave holomorfne preslikave.

Zmnano je, da se lahko vsaki kompaktni podmnozici v Steinovi mno-
goterosti izognemo s pravim analiticnim diskom. Odprto pa je, ka-
terim zaprtim mnozicam se lahko izognejo pravi analiti¢ni diski (gle;
[FG1, Gl1, FG2]). H. Alexander [All] je leta 1975 dokazal, da za
zaprto polarno mnozico £ C C obstaja taka prava holomorfna pres-
likava F = (Fy, Fy): A — C?, da je Fi(A)NE = (). Po drugi strani
pa je ze dalj ¢asa znano, da slika vsake prave holomorfne preslikave
z diska v C? seka nepolarno druZino vzporednih kompleksnih premic
(glej |[Jul, Tsu, All]). Avtorja sta v ¢lanku [FG2| za posebno druzino
plurisubharmoni¢nih funkcij dokazala, da obstaja pravi holomorfni disk
v nadnivojski mnozici plurisubharmonic¢ne funkcije iz te druzine. V is-
tem clanku je dokazano, da obstaja pravi holomorfni disk v C2, ki ne
seka koordinatnih osi.

V tretjem poglavju dokazemo, da za zaprto konveksno podmnozico
C v C? velja, da za vsako totko p € C? \ C obstaja taka prava holo-
morfna preslikava ¢: A — C? da je ¢(0) = pin o(A)NC = 0
natanko tedaj, kadar je C' bodisi kompleksna premica bodisi C' ne vse-
buje nobene kompleksne premice. Ce je C zaprta konveksna podm-
nozica v CV, N > 3, ali ¢e je C kompleksna premica v C2, potem skozi
vsako tocko v komplementu konstruiramo vlozen disk.

N. Nikolov in P. Pflug sta v ¢lanku [NP] podobno dokazala za pres-
likave s kompleksne premice: naj bo C' zaprta konveksna podmnozica v

C¥V, N > 2. Potem lahko vsako injektivno preslikavo iz kon¢ne mnozice
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totk v C (ki vsebuje vsaj dve tocki), ki slika v CN \ C, razgirimo do
prave holomorfne vloZitve kompleksne premice v CV s sliko v CV \ C
natanko tedaj, kadar je C' bodisi kompleksna hiperravnina bodisi ne
vsebuje nobene kompleksne hiperravnine.

V Cetrtem poglavju konstruiramo pravo holomorfno preslikavo z
diska v Steinovo mnogoterost X, katere slika ne seka dane kompletne
pluripolarne mnozice Y in ki ima v sliki izbrano toc¢ko iz X \ Y. Kom-
plement pluripolarne mnozice v Steinovi mnogoterosti je lahko hiper-
boli¢en, zato v sploSnem podoben rezultat za prave holomorfne pres-
likave s kompleksne premice ne velja.

Za odprte Riemannove ploskve pa je zanimiv problem vlaganja v
C2. Laufer [Lau] je konstruiral vloZitev kolobarja v C?, H. Alexander
je v ¢lanku [Al12] konstruiral vlozitev A\ {0} v C2. J. Globevnik in B.
Stensones [GS] sta z uporabo avtomorfizmov prostora C? dokazala, da
se da vsako kon¢no povezano obmocje v C brez izoliranih toc¢k v robu
vloziti v C2. M. Cerne in J. Globevnik sta isti rezultat v élanku [CG]
dokazala z drugimi sredstvi na bolj preprost nacin. M. Cerne in F.
Forstneric¢ [CF] sta dokazala Se ve¢: na vsaki konéni ploskvi R obstaja
taka kompleksna struktura, da se da odprta Riemannova ploskev R\ bR
holomorfno vloziti v C?. Ni znano, ali za vsako odprto Riemannovo

ploskev obstaja prava holomorfna vloZitev v C2.



DRUGO POGLAVJE

Pravi holomorfni diski v Steinovih mnogoterostih
skozi diskretne mnozice tock

Pokazali bomo, da za dano diskretno podmnozico S v povezani
Steinovi mnogoterosti M obstaja prava holomorfna imerzija f: A —
M, ki ima mnozico S v sliki; ¢e je dim M > 3, lahko dosezemo, da je
f vlozitev. V tockah iz S lahko predpisemo Se dotike visjega reda z

danimi enorazseznimi podmnogoterostmi v M.

2.1. Uvod in rezultati

V [G12] je dokazano, da za dano diskretno podmnozico S v konvek-
snem obmoé¢ju D C C¥ obstaja prava holomorfna preslikava f: A —
D, za katero velja S C f(A); ¢e je N > 3 lahko dosezemo, da je
f vlozitev. Podobno je v |Gl1] dokazano, da za dano Steinovo mno-
goterost M, dim M > 2, to¢ko z € M in smer X € T,M \ {0} obstaja
prava holomorfna preslikava f: A — M, z lastnostjo, da je f(0) = z
in f/(0) = AX za nek A > 0. Glavni rezultat v tem poglavju posplosi

zgornja izreka.

[ZREK 2.1.1. Naj bo {z,;n € N} diskretna podmnoZica v povezani
Steinovi mnogoterosti M z dim M > 2. Potem obstaja prava holo-
morfna imerzija f: N — M z lastnostjo z, € f(A) (n € N).

Se veé, ce je dim M > 3, potem lahko dobimo tako preslikavo f, ki

je prava holomorfna vloZitev.



2.1. UvOD IN REZULTATI

Pravzaprav bomo dokazali moc¢nejsi rezultat. Predpisali bomo dotike
vijega reda f(A) z danimi enorazseznimi podmnogoterostmi v tockah
Zn. Preden bomo formulirali izrek, razlozimo, kaj imenujemo dotik reda
vsaj k.

Naj bosta N in P p-razsezni podmnogoterosti kompleksne mno-
goterosti M. Ce se N in P sekata v tocki 2o € M , pravimo, da tmata
N in P v tocki zy dotik reda wvsaj 0. Ce se N in P sekata v tocki
20 € M in ce je T,,N = T,,P, pravimo, da imata N in P v tock:
zo dotik reda vsaj 1. 'V tem primeru lahko izberemo holomorfni ko-
ordinatni sistem (V, ¢) blizu z, in kompleksni podprostor L c CmM
z lastnostjo Ty ¢(N) @ L = CH™M_ Pisimo z = (2/,2"), kjer je
2 € Ty:)@(N) in 2” € L. Potem obstajajo okolica U C Ty, d(N)
od 0 in taki holomorfni preslikavi gn: U — L, gp: U — L, za kateri
velja gn(0) = gp(0) = 0 in Dgn(0) = Dgp(0) = 0, in mnozica ¢(N)
je blizu ¢(zg) dana z {d(z) + (', gn(2")); 2 € U}, mnozica ¢(P) pa
z {p(20) + (2, gp(2)); 2 € U}. Ce imata preslikavi gy in gp isti brst
reda k v 0, pravimo, da imata N in P v tocki zy dotik reda vsaj k. S

tem je dotik reda vsaj k dobro definiran.

IZREK 2.1.2. Naj bo {z,;n € N} diskretna podmnoZica v povezani
Steinovi mnogoterosti M, dim M > 2.

Potem obstajata zaporedje {(,} C /\ in prava holomorfna imerzija
f: N — M, za katera velja f((,) = 2z, za vsak n € N.

Se vec, ce je dano zaporedje {X,, € T,,M \ {0}}, lahko preslikavo f
in zaporedje {(,} izberemo na tak nacin, da za vsak n € N obstaja tak
An >0, da je f'(Cn) = M X

Se vec, ce je dano tako zaporedje lokalnih enorazseznih kompleksnih
podmnogoterosti {N,} v M, da je z, € N, in X, € T, N, za vsak
n € N, in ce je dano zaporedje naravnih Stevil {k,}, potem obstajajo
prava holomorfna imerzija f: N — M, zaporedje {(,} in okolice W,, od
Cn v A z lastnostjo, da za vsak n € N velja f((,) = zn, f/(Cn) = X
za nek A\, > 0 in mnogoterosti f,(W,,) ter N, imata v tocki z, dotik

reda vsaj k.
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V primeru, ko je dim M > 3, lahko za preslikave f doseZemo, da

so prave holomorfne vloZitve.

2.2. Tehnic¢ne priprave

Po vlozitvenem izreku za Steinove mnogoterosti [Hor| lahko pred-
postavimo, da je M zaprta podmnogoterost v CV za neki N € N. Po
izreku Docquier in Grauert [GR, stran 257| obstajata odprta okolica £
od M v C¥ in taka holomorfna preslikava m: E — M, da je 7(z) = 2
(z € M).

Naj bo p.(2) = |z —a|? (a € CV, 2 € CV). Po Sardovem izreku je
skoraj za vsak a € B funkcija p, Morsova na M. Izberimo n € N. Ni
tezko videti, da je p,(z,) regularna vrednost od p,|M natanko takrat,
kadar sfera {z € CV;|z — a| = |z, — a|} seka M transverzalno. Skoraj
za vsak a € B seka sfera {z € CV;|z — a| = |2, — a|} mnogoterost M
transverzalno (glej |GP, str. 68|). Torej skoraj za vsak a € B in za
vsak n € Nsfera {z € CV; |z —a| = |2,—al} seka M transverzalno in p,
je Morsova na M. Zato lahko po translaciji M za primeren majhen a
privzamemo, da je funkcija p = pg Morsova na M in p(z,) je regularna
vrednost od p|M za vsak n € N.

Veckrat bomo uporabili naslednjo lemo, ki jo je dokazal R. Narasimhan
[Nar]|.

LEMA 2.2.1. Naj bo U okolica kompaktne mnoZice K v C.

Ce je preslikava f: U — CV holomorfna, reqularna in injektivna,
potem obstaja tak € > 0, da je za vsako holomorfno preslikavo g: U —
CN 2 lastnostjo |g(¢)| < € (¢ € U) preslikava f + g regularna in injek-
tivna na K.

Ce je f: U — CV regularna holomorfna preslikava, potem obstaja
tak € > 0, da je za vsako holomorfno preslikavo g: U — C 2 lastnostjo

19(Q)| < € (¢ €U) preslikava f + g regularna na K.



2.3. SKICA DOKAZA

2.3. Skica dokaza

V dokazu bomo uporabljali naslednjo lemo za potiskanje robov anal-

iticnih diskov v M na visje nivoje funkcije izérpanja:

LEMA 2.3.1. Naj boa <b< A < B < oco. Privzemimo, da p nima
nobene kriticne vrednosti na |a,b] U [A, B]. Naj bo f: A — M zvezna
preslikava, holomorfna na /\, in naj velja a < p(f(¢)) < b (¢ € bA).

Za dane (1,...,, € AN, K eN, R, 0 < R< 1, in e >0 obstajata
r, R < r <1, in 2vezna preslikava g: /N — M, holomorfna na A, za

katera velja

(i) A <p(9(Q) < (Cebn),

(i) p(g(tc)) = p(f (C))—e (Cebh, r<t<1),
(iii) 19(¢) — fF(OI <e (¢ <),

(iv)

Za 6 > 0 obstaja preslikava g, ki dodatno izpolnjuje Se

(v) p(g(Q) > p(f() =6 (CeD).

gIG) =f9¢) (0<j<K, 1<i<n).

V dokazu nasih izrekov bomo preslikavo dobili kot limito zaporedja
preslikav. Tocko (iii) zgoraj bomo potrebovali za konvergenco, tocki (i)
in (v) pa zato, da bo limitna preslikava prava.

Naj bo S = {z,;n € N}. Izbrali bomo narascajoce zaporedje {U,}
komponent podnivojskih mnozic funkcije p z unijo M.

Preslikavo bomo konstruirali induktivno. V vsakem induktivnem
koraku za¢nemo z analiticnim diskom, ki zadene tocke iz SN U, in z
robom blizu robu mnozice U,,. Najprej rob diska potisnemo blizu robu
od Upy1. Za vsako od tock iz S N (U,4q \ Uy,) konstruiramo analiti¢ni
disk, ki to tocko zadene, in, katerega rob je blizu robu od U,,;;. Potem
te diske zlepimo skupaj s potmi, ki so blizu robu od U,, ;. Nato upora-
bimo Mergeljanov aproksimacijski izrek v ambientnem prostoru in na
ta nacin dobimo analiti¢ni disk, ki zadene vse tocke S N U, ; in ima

rob blizu robu mnozice U, 1.



2.4. POTISKANJE ROBA DISKA NA VISJE NIVOJE FUNKCIJE p

V konstrukciji bomo Se dodatno poskrbeli, da bo limitna preslikava
imerzija, da bo zadela dane tocke v danih smereh in da bo imela us-

trezne dotike z danimi podmnogoterostmi v M.

2.4. Potiskanje roba diska na visje nivoje funkcije p

Lema 2.3.1 je pravzaprav posplositev leme 9.1 v |Gl1]|. Glavna spre-
memba v dokazu je posplositev konstrukcije zvezne druzine analiticnih
diskov iz primera, ko je dim M = 2, na primer, ko je dim M > 3.
Konstrukcija poteka takole:

Naj bo m = dim M. Za vsak ¢ € CN\ {0} ozna¢imo z E(q) = {z €
CN; (2—q, q) = 0} afino kompleksno hiperravnino skozi ¢ tangentno na
sfero b(¢B). Za vsak ¢ € M naj bo T'(¢q) afin kompleksen podprostor
razseznosti m skozi tocko ¢ in tangenten na M v tocki q.

Privzemimo, da je Q C M kompaktna mnozica sestavljena iz samih
regularnih tock funkcije p. Za vsak g € Q, T'(q) seka E(q) transverzalno,
zato je E(q) N T(q) = L(q) afin kompleksen podprostor razseznosti
m — 1. Blizu ¢q je E(q) N M podmnogoterost od M razseznosti m — 1
in je tangentna na L(q) v tocki ¢q. Zato obstajata § > 0 in preslikava
gs: L(Q)N(q+0B) — L(q)*t = {2 € CV; (z,w) =0, Vw € L(q)} z last-
nostmi g,(q) =0, Dg,(q) =0in MNE(q)N(g+0B) ={z+g4(2); 2 €
L(g)N(g+dB)}N(qg+B). Ce je potrebno, § tako zmanjSamo, da za
vsak r, 0 < r < 0, in za vsak enorazsezen afin podprostor N(q) od L(q)
skozi ¢ analiti¢ni disk {z + g4(2); 2 € N(q) N (¢ + 0B)} seka b(qg + rB)
transverzalno in, da je presek {z+g,(2); 2 € N(q¢)N(¢+B)}N(¢+rB)
biholomorfno ekvivalenten disku. Ker je ) kompaktna, lahko izberemo
tak o > 0, ki je dober za vse ¢ € Q.

Ker je E(q) ortogonalna na g, so sfere v F(q) s sredis¢em v ¢ nivojske
mnoZice funkcije z — |z|* zoZene na E(q). V posebnem primeru dobimo
p(w) = g + 12 = p(q) + 1% (w € {2 + g4(2);2 € L(q) N (¢ +0B)} N
b(q +rB)).

10



2.4. POTISKANJE ROBA DISKA NA VISJE NIVOJE FUNKCIJE p

Zaradi transverzalnosti se vse gladko spreminja s ¢ € M in r, 0 <
r <Jd.

LEMA 2.4.1. Naj bo Q C M kompaktna mnoZica reqularnih tock
funkcije p| M.

Potem obstaja tak pog > 0, da za vsako pozitivno funkcijo p na b\,
ki ustreza pogoju () < po (¢ € bA), in za vsako zvezno preslikavo
f: b\ — Q, obstaja zvezna preslikava F: b\ x N — M z naslednjimi

lastnostmsi

(i) za vsak ¢ € bA je funkcija n— F(¢,n) holomorfna na A\,
(ii) F(¢,0) = f(C) (¢ €bA),

) p(F(Cm) > p(f(Q))  (C€bA,neL\{0}),

) p(E(C,m) = p(f(Q)) +u(C)  (CEbAnEDA) .

(iii

(iv

Dokaz. Naj bodo 4, L(q) in g, kot zgoraj. Definirajmo uy = 6%
Ker je preslikava f: bA — @ zvezna, je Ucepa{C} X L(f(¢)) kompleksni
vektorski svezenj razseznosti m — 1 in obstaja enorazsezni podsvezen]
Ucebn{C} x N(f(¢)). Iz zgornjega sledi, da za vsak ( € bA sfera

b(f(C)ﬂL,u(C)%B) seka mnozico {z+gy)(2); 2 € N(f(C))N(f(()+6B)}

transverzalno in presek

D(C) = {=+ g70(2): = € N(F(O) N (F(C) + 0B} 1 (£(O) + () 2B)

je biholomorfno ekvivalenten disku. Ce w lezi na robu tega diska, to

je, Ce

N[ —=

w € {z+gs¢)(2);2 € N(f(¢) N (f(¢) +B)} Nb(f(¢) + n(¢)2B),
potem je p(w) = p(f(¢)) + u(¢). Zaradi transverzalnosti in zaradi
zveznosti f in p se diski D(() spreminjajo zvezno s (.

Ostanek dokaza je enak kot dokaz leme 4.1 v [GI1]. O

11



2.5. KONSTRUKCIJA DISKA SKOZI DANO TOCKO

2.5. Konstrukcija diska skozi dano tocko

V tem razdelku bomo konstruirali disk skozi dano tocko, ki bo v tej
tocki tangenten na dano enorazsezno podmnogoterost v M. V dokazu

izreka 2.1.2 bomo te diske zlepili skupaj.

LEMA 2.5.1. Naj bo N lokalna enorazseina kompleksna podmno-
goterost v M. Naj bo p taka tocka v N, da je p(p) regularna vrednost
funkcije p|M, X tangentni vektor k N v tocki p in K € NU{0}.

Zamn > 0,0 >0 in reqgularno vrednost a funkcije p|M z lastnostjo
a > p(p) obstaja zvezna preslikava f: /N — M, holomorfna na A, za

katero velja

(i) f(0) =p, f'(0) = AX za nek X\ > 0 in obstaja taka okolica W
od 0, da imata f(W) in N v tocki p dotik reda vsaj K,
(ii) a —n < p(f(¢)) <a (¢ €bA),
(iii) p(f(¢)) = p(p) =0 (€ D).

Dokaz. Ker je N enorazsezna kompleksna podmnogoterost od M
skozi toc¢ko p, je blizu p, mnogoterost N graf nad njenim tangentnim
prostorom v p. Zato obstaja majhen holomorfni disk g: A — M, za

katerega velja

(i) g(0) = p, ¢'(0) = AX za nek A > 0 in obstaja taka okolica U
od 0, da imata g(U) in N v tocki p dotik reda vsaj K,
(ii) p(g(C)) je regularna vrednost funkcije p|M (¢ € bA),
(i) p(9(0) > o) & (C D)

Sedaj z uporabo leme 2.3.1 dobimo zvezno preslikavo f: A — M,

holomorfno na A, za katero velja

(i) f900) =gY(0) (0<j<K)
(i) a —n < p(f(Q)) <a (CE€bA),
(iii) p(f(C) = pl9(¢)) =3 (C€D).

Preslikava f ustreza vsem pogojem v lemi. Dokaz je koncan. O
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2.6. Perturbacija f do regularne preslikave

Spomnimo se, da je E okolica od M v CV in 7: F — M holomorfna
retrakcija.

Kot smo ze razlozili v razdelku 2.3, bomo izrek 2.1.2 dokazali in-
duktivno. V vsakem induktivnem koraku bo nasa preslikava regularna
na primerni kompaktni podmnozici od A. Tako preslikavo bomo dobili

z majhno perturbacijo.

LEMA 2.6.1. Naj bo f: N — M nekonstantna zvezna preslikava,
holomorfna na /\. Recimo, da so (i,...,(, € A\ reqularne tocke pres-
likave f.

Za dane U cC A, K € N in € > 0 obstaja zvezna preslikava

g: A — CVN, holomorfna na A\, z naslednjimi lastnostmi

) 9l <e (Ced),
(i) (f+9)(D) C M,
(iii) f + g je regularna na U,

(f+9)(¢G) =f9¢) (Q<i<K, 1<j<n).

~— — ~— —

(iv

Dokaz. Ker je f nekonstantna, obstaja kvecjemu kon¢no mnogo
toc¢k v U, v katerih je odvod f” enak 0. Naj bo

{CeU; f(Q) =0} ={m,...,n}

in zj = f(n;), 1 <j<s.

Izberimo j, 1 < j7 < s. Ker je f nekonstantna, obstajajo m; €
N in take holomorfne preslikave h;: A — C¥, da je f'(¢) = (¢ —
n;)™ hi(C) (¢ € A)in h;(n;) # 0. Ker je dim M > 2, obstaja tak vektor
B(j) € T.;M, da sta vektorja h;(n;) in B(j) linearno neodvisna. Ker
je T.,M N T, n*(z;) = {0}, obstajata taka okolica (v Grassmannovi

mnogoterosti) U; od T, 77" (z;) in v; > 0, da velja

Ce je A B e (CN, |A — hj(’ﬁj)| < vy, |B — B(]>| < vy, Ue uj,
potem je U NLin{A, B} = {0}. (1)

13



2.6. PERTURBACIJA f DO REGULARNE PRESLIKAVE

Ker je preslikava m: E — M holomorfna retrakcija, je rang od m na M
maksimalen in konstanten. Zato je rang od 7 konstanten Se na okolici
od M in po izreku o rangu je lokalno, v okolici vsake od tock z € M v
CY, preslikava 7 holomorfna projekcija. Torej obstaja tak d; > 0, da

velja
Gejez € CN, |z — z| < §j, sledidaje T '(w(2)) €Wy . (2)
Izberimo tako holomorfno polinomsko preslikavo P: C — CV, da
je
P'(n)=B(j) (1<j<s)inPP(G)=0 (0<k<K, 1<i<n)

Vzemimo tako majhen A > 0, daza j, 1 < j <s,inza(, |[(—n;| < A,
velja

|1i(€) = hyi(ny)] < vy in [P'(C) = B(j)| < ;. (3)

Ce je potrebno, A tako zmanjsamo, da obstaja oy > 0, z lastnostjo, da

za vsak j, 1 <j <s, zavsak (, [( —n;| < Ainza vsak o, 0 < o < axp,
velja

1f(Q) +aP(C) — 2] < 9. (4)

Ker je f regularna na U \ U{_,{n;}, obstaja tak ¢, 0 < ¢; < ¢, da

za vsako holomorfno preslikavo g: A — C¥, za katero je [g(¢)| < &

(¢ € A), velja, da je preslikava f + g regularna na U\ U{_, {C; [( — ] <

A}. Vzemimo Se tak e; > 0, da za preslikavo h: A — CV, za katero je

Q)| < & (¢ € B), sledi £(C) +h(¢) € E in

T(F(O)+(Q) = f(Ol <e (CE€D).

Izberimo tako majhen a, 0 < o < a, da je |[aP(¢)| < & (C € A)

in definirajmo
9(¢) = 7(f(¢) + aP(C)) — f(C).

Potem je tocka (ii) izpolnjena. Zaradi izbire e, sledi [g(¢)| < €1 (¢ € A),
kar dokaze (i), in kar dokaze, da je f + g regularna na U \ U_,{¢; |¢ —
ni| < A}. Dalje, naj bo 1 < j < sin |( — ;] < A. Izratunajmo
(f+9)(€) = Dr(f(¢)+aP(Q))(f'(¢)+aP'(¢)). 1z enakosti ker D7(z) =
T.m Y7(z)) (z € E) sledi po (4), (2), (3) in (1), daje f'(¢)+aP'(¢) ¢

14
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ker D (f(¢) + aP(¢)). To dokaze (iii). Tocka (iv) sledi iz dejstva, da
je PO(¢)=0(0< k<K, 1<i<n),in, dajen|M =id. S tem je

dokaz koncan. U

2.7. Odstranjevanje samopresecnih tock pravih imergiranih

diskov

LEMA 2.7.1. Naj bo P obmocje v CV in m = dim M > 3. Naj bo
f: N — M zvezna preslikava, holomorfna na A\, in mnoZica U CC
A konformno ekvivalentna disku, z lastnostjo, da je flU: U — P
prava preslikava, reqularna na U CC U in normalizaciyjska za anali-
ticno mnozico f(U) C P. Izberimo obmocje W CC U. Privzemimo,
da za Cp,..., G € A velja f(G) # f(G)i#7,1<i<n,1<j<n).
Za dana K € N in € > 0 obstaja zvezna preslikava g: N — CV,
holomorfna na /\, za katero velja
@) 19Ol <e  (C€d),
(i) (f+9)(D) C M,
(iii) f + g je reqularna in injektivna na W,
() (f +9)P(G) = f9(¢G) (1<i<K 1<j<n).

V dokazu leme 2.7.1 potrebujemo naslednjo lemo

LEMA 2.7.2. Naj bo m = dim M > 2 in naj bosta f,g: N — M
holomorfni preslikavi, za kateri velja f(0) = ¢g(0), f'(0) # 0, ¢’'(0) # 0.
Naj bodo Pj: CN — CN (1 < j <m —1) take holomorfne polinomske
preslikave, da so vektorji Pi(f(0)),...Pn_1(f(0)) linearno neodvisni,
P,(£(0)) € Tyo)M (1< j < m—1) in (0),/(0) & Lin{ P,(F(0)), .. P s (FO)}.
Privzemimo, da sta ¢ in Y holomorfni funkciji na /\, za kateri velja

¢(0) # (0).



2.7. ODSTRANJEVANJE SAMOPRESECNIH TOCK

Potem obstajata pn > 0 in 7 > 0 z naslednjo lastnostjo: mnoZica
vseh A= (A1, ..., A1) € C™7L |\ < u, za katere je

-1

3

AP

{m(£(Q) +0(0) i (FO)); ISl <7in

M

1

N (g(Q) +9(C) p_ A Pi(a(Q)))iIC < 73 # 0

3
Mm

1

J

ima trirazsezno Hausdorffovo mero 0.

Dokaz. Izberimo tako majhen o > 0, da za vsak A, |A| < a, in za
vsak ( € A velja

FQ)+6(0) L NP IQ) € F

in
m—1
9(¢) +¢(0) > A\iPi(9(¢)) € E.
j=1
Definirajmo

A={(¢nN) e xAx{zeC™ |z <al;
—1

O Y MBI = (g + 60 3 AP o)}

7j=1

3

A je analititna mnozica v A x A x {z € C™ % |z] < a}. Pokazali
bomo, da je 0 € C™*! izolirana tocka mnozice AN {(,0,\)}.
Naj bo

H(N) = <f<<>+¢><<>ZAJJ%<f<<>>>

—m(g(0) +4(0) Y A;Pi(9(0)  (I¢] <1, [Nl < «).

Za ¢ € A pisimo Pi(f(C)) = Q(
¢)

)+ R;(Q), 1 <j<m-—1,kjer je
(); pravokotna projekcija P;j(f(C))

na TyyM. Funkciji Q; in R; sta
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gladki na A. Torej je

Ker je f(0) = ¢(0), Dr(f(O)TyoM = I, in n(f(C) +h) = f(C) +
Dr(f(¢))h + O(|h|*), dobimo

HGN = £ 4600 X M@0 + Dr(FO)H(0) Y AR
2

m
E : Jt g
J=1
m—1

Po preureditvi dobimo

H(C) = [f(C) — J(0) + (9(0) — 6(0) Y- AQ5(0)
90 Y M@0 — Q4(0) + Dr(F)G(0) Y AR
ZA Q,(0) +0(6(0) S AP

w0y Aij<f<o>>r2>] .
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Ni tezko videti, da velja
FQ) = f(0) = ¢f(0)+C0(1) (¢ —0),
(3(¢) — ¢(0)) Z AQi(C) = C¢IMO(1) ((¢,A) —0),

600 3@ - Q) = Ao (X))

DR(FOEQ) Y ARQ) = QA0 () ~0)
040 S MBI = POG) (63— 0),
O(4(0) S ABUO)F) = APO) (- 0).

Odtod sledi
H(G,A) = ¢[£(0) +¢O() + No)]

4 [(600) — 00D S0 AT EO) + O] ((¢3) —0)

Iz f'(0) ¢ Lin{P,(f(0)),...P,_1(f(0))} izhaja, da obstaja tako ma-
jhen 6 > 0, da sta za vsak ¢, |(| < 0, in za vsak A, 0 < |A\| < 6, vektorja
v oklepajih linearno neodvisna. Zato za vsak (, || < §, in za vsak A,
0 < |\ < § sledi, H(¢,\) # 0. Ob upostevanju tega in dejstva, da je
H(¢,0) #0za 0 < [(] <d, dobimo

AN{(¢,0,0) e C™ ¢ <6, [N <6} = {0},
kar pomeni, da je 0 izolirana tocka mnozice
AN{(¢,0,0) e C™h ¢ <6, | <4}

Zato po |Chi, stran 34| velja dimyA < 1. Tedaj obstaja taka okolica
Uod0v C"! dajedim(ANU) < 1. Potem pa je trirazseZna

Hausdorffova mera mnoZice A N U enaka 0. Naj bo II: C™*1 — C™~!
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projekcija (21, 22,2’) + z’. Tudi mnozica II(A N U) ima trirazsezno

Hausdorffovo mero 0. Izberimo tako majhna 7 > 0 in p > 0, da je

{(Cn )l <7, Inl <7, |\ <p}cCU.

S tem je lema dokazana. O

DokAz LEME 2.7.1. Dokaz leme je podoben dokazu leme 6.1 v
[G12]. Oznac¢imo s S mnozico singularnih tock analiti¢ne mnozice V' =
f(U) in naj bo T'= f~1(S). Ker je preslikava f normalizacijska za V

in regularna na U, je preslikava

SMUNT)U{cH — (VA S) U {f(0)}
regularna in injektivna na U N T (glej dodatek 2.9.1).

Naj bo UNT = {m,....,ns} in f(UNT) = {z,...,%}, kjer so
tocke z1,...,z; razlicne. Brez skode za splosnost smemo privzeti, da
obstajajo taka naravna Stevila m; (1 < i < j+ 1), da je f(n) = 2
(mi <1 <mipr, 1 <4 <), 00, Ceje G € {Mmy Mmitts -+ s Mmia 115
potem je (; = Ny,,. Izberimo tako holomorfno polinomsko preslikavo
(Py,...,Pn_1): CN — C¥, dazavsak i, 1 <i<j, velja

(i) vektorji Py(z;), ..., Pn_1(z) so linearno neodvisni in
Lin{Pl(zi), N 7Pm—1(zi)} C TZZM,
(ii) f'(m) ¢ Lin{P1(z;), ..., Pn1(2i)} (ms <1< mipq).
Izberimo tak polinom ¢ za katerega velja
¢(Mmy+1) =1 (0 <L <myyy —my, 1 <0 <)
n
o) =0 0<k<K,1<i<n).

Po lemi 2.7.2 obstajata © > 0 in 7 > 0 z naslednjo lastnostjo:

mnoZica vseh A € C"™1, |\ < u, za katere je

{(m(£(C) +6(C) S MP(F(Q))i ¢ — mel < 730
(O +6(0) QNP [ —ml <7} #0
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zavsajenpar k, [, k#1, 1<k, [ <s,ima trirazsezno Hausdorffovo
mero 0.

Privzeti smemo, da je 7 tako majhen, da so mnozice n; + 7A C U,
1 <7 < s, paroma disjunktne in da je mnozica W tako velika, da je
mA+TACW,1<i<s.

Ker je m > 3, lahko za vsak € > 0 izberemo A € C™™', |\| < ¢, za

katerega velja

-1

{m( Zm )¢ —ml < 73N
1=1
m—1

Nr(F(Q) + () SONPUFQO)IC—ml <7y =0 (5)
=1

(1<kI<s, k1.

Izberimo i, 1 < i < s. Po predpostavki je preslikava f injektivna
in regularna na mnozici U \ {ng;1 < k < s,k # i}. Z uporabo leme
2.2.1 dobimo €1, 0 < ¢ < ¢, z lastnostjo, da za vsako holomorfno
preslikavo g: A — CV, za katero je |g(¢)| < € (¢ € A), in za vsak
1, 1 <1 < s, sledi, da je preslikava f + ¢ injektivna in regularna na
mnozici W\ Uj_, ;. (m +7A). Sedaj izberimo tak A € C™!, da velja
(6) in da preslikava

= (/46 Y MR - f

ustreza pogoju |g(¢)] < e (¢ € A). Ocitno tocka (i) velja. (ii) je
izpolnjena po definiciji preslikave g. Na enak nacin kot v dokazu leme
6.1 v |G12] dokazemo, da je preslikava f + ¢ injektivna in regularna na
W, kar da (iii). Tocka (iv) sledi iz dejstva, da je

oM =0 (0<k<K,1<i<n)

in da je 7| M =id. S tem je dokaz koncan.
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2.8. Dokaz izreka 2.1.2

Izrek 2.1.2 dokaZzemo najprej v primeru dim M > 3 in odlozimo

enostavnejsi dokaz za primer dim M = 2 na konec tega razdelka.

1. del. Najprej bomo presteviléili zaporedje {z,}. Privzeti smemo,
da je zaporedje {p(z,)} nepadajoce. Ker je mnogoterost M povezana,
lahko izberemo naras¢ajoce zaporedje {a,, } regularnih vrednosti funkcije
p|M, ki konvergira v neskon¢no, in za katerega velja Se naslednje: ¢e je
U, komponenta podnivojske mnozice {z € M;p(z) < a,}, ki vsebuje
21, potem za vsak n € N, mnozica U, vsebuje prvi ¢len v zaporedju
{z,}, ki ni vsebovan v U, in rob mnozice U,, ne vsebuje nobene tocke
iz. zaporedja {z,}. Naj bo a_; = —c0.

Naj bo S = {z,;n € N}. Za vsak n definirajmo S,, = SNU,. Iz
dejstva, da je zaporedje {a,} narascajoce in divergentno ter iz dejstva,
da je p funkcija izCrpanja za povezano mnogoterost M, sledi, da je S,
narascajoce zaporedje kon¢énih mnozic z unijo S. Ce oznadimo z m(n)
stevilo tock v S,, n € N, lahko zaporedje {z,} prestevilécimo na tak

nacin, da bo veljalo S, = {z1,..., Zmm } in

p(zm(n)—l—l) = min{p<zm(n)+1)7 s 7:0(Zm(n+1)—1)}-
Oznag¢imo z zy minimum funkecije p na U; in naj bo m(0) = 0 ter ky = 0.

2. del. V tem delu bomo konstruirali regularno in injektivno pres-
likavo fy, s katero bomo zaceli konstrukcijo. Oznacimo s A\ enotski
disk s srediséem v 0. Ker je funkcija p|M Morsova in je zy njen min-
imum, je zq izolirana kriti¢na tocka funkcije p|M. Blizu zy je M graf
nad njenim tangentnim prostorom v zy. Zato obstaja taka regularna,
injektivna, holomorfna preslikava ¢: A — M, da je ¢(0) = 2z, in da
je p(o(C)) > p(#(0)) (¢ € A\{0}). Vzemimo tako regularno vred-
nost ag funkcije p|M, da je p(z9) < ag < p(z1), in, da je mnozZica
{C € Asp(o(€)) < ap} relativno kompaktna v A. Iz principa mak-
sima za subharmoni¢no funkcijo p o ¢ sledi, da je vsaka komponenta

mnozice {¢ € 2; p(é(¢)) < ap} enostavno povezana in zato konformno
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ekvivalentna disku. Torej obstajata zvezna preslikava fo: A, — M,

holomorfna na Ay, in v > 0, za katera velja

(1) fo(0) = 2o,

(i) p(fo(C)) = ao (€ € bA),

(iii) fo je injektivna in regularna na A,
)

(iv) p(z0) < ag — 4.

Z uporabo leme 2.2.1 dobimo ¢, > 0 z naslednjo lastnostjo:

¢e je g: Ng — CV taka holomorfna preslikava, da je

1fo(€) = 9(Q)] < 260 (¢ € {€ € Ao; p(fo(€)) < ao—7}), potem  (6)
je g regularna in injektivna na {£ € Ao; p(fo(§)) < ap — 27v}.

Ce je potrebno, ¢y zmanjSamo, da bo dodatno veljalo Se:

ce je z,w € M, p(z) < ag, |z —w| < 26, velja |p(z) — p(w)| <. (7)

3. del. Sedaj bomo konstruirali zaporedje holomorfnih preslikav,
katerega limita bo ustrezala pogojem v izreku 2.1.2.

Izberimo padajoce zaporedje d; pozitivnih Stevil, ki konvergira k 0,
za katerega velja g < 1, funkcija p| M nima nobene kritiéne vrednosti
na intervalu (a; — 36;,a; +9;) (j € NU{0}), p(zi) ¢ (a; —39;,a; +0;)
(4,k € NU{0}) in intervali (a; — 36;,a; +6,) (7 € NU{0}) so paroma
disjunktni.

Konstruirali bomo

(A) zaporedje B, 0 < [ < 1, in zaporedje obmodcij A; C C
z naslednjo lastnostjo: ¢e je Dy odprt disk s polmerom 1
in s sredis¢em v 3k, potem bo za j € N mnozica A; unija
m(j) diskov Dy, ..., Dy in m(j) — 1 trakov (3k,3(k + 1)) x
(=B, i), 1 <k <m(j) — 1,

22
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(B) narascajocCe zaporedje povezanih obmod¢ij ;, Q_4 = Q_3 =

Q_, = Q_; = 0, ki izpolnjujejo naslednje pogoje

1§ € Do p(fo(§)) < ao — v} C o,
ijl CcCC Qj (] Z 1), Qj CcC Aj (] Z O) n
{€ € byidist(€,00)) > 51 CQ; (JEN),

(C) zaporedje preslikav f;, ki za vsak j € NU {0} ustrezajo pogo-
jem
(i) preslikava f;: Zj — M je zvezna, holomorfna na A;, in
p(f5(0)) € (a; — 28;,a5] (C € bA),
(i) f; je regularna na QJ 1 in injektivna na €;_s,
(iil) p(f;(¢)) < aj—1+ ;-1 (C € ),
() p(f501(0)) = min{p(smgin)s a5} — 7 (C € Ayin \ ),

(v) fi+1(G) = zi, [41(G) = wiX; za nek p; > 0 in obstaja
taka okolica V; tocke 3¢ v D;, da imata f;+1(V;) in N; v
tocki z; dotik reda vsaj k; (m(j) +1<i<m(j+1))in
fi31(0) = 1;(Q) 0 < U< ks, 0 < m(j),

(vi) 1£i+1(¢) = fi(QI < 3 (¢ € ),

(D) padajoce zaporedje poz1t1vn1h Stevil €;, ki konvergira k 0, in
tako, da za vsak j € N velja
(a) ¢e je g: Q;_3 — C¥ holomorfna preslikava in je [g(¢)| <
€; (¢ € Q;_3), potem je preslikava f; + g regularna in
injektivna na €2;_4,
(b) ¢e je z,w € M, min{p(zm(j_1)+1),aj_1} — 7 < p(z) <aj
in|z—w| <

2] =21, potem velja

p(w) > min{p(Zm(j-1)+1), aj-1} — 27,

(E) zaporedje pozitivnih $tevil «;, padajoce zaporedje pozitivnih
Stevil \;, ki konvergira k 0, \; = 1, in padajoCe zaporedje

pozitivnih Stevil 7;, ki konvergira k 0, in tako, da za vsak
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j € Nvelja, 0 < \j <min{;2;,%},0<n; <% in
e je z,w € M7 10("7’) < Aj+1 in ’Z - 'U)‘ < >\j7
. 6
potem velja |o(2) — plu)] < %22, 0
Gejez €M, p(z) <aji1, weCYin|w—z| <nj,
potem velja w € E, |r(w) —w| < % 9)

Sedaj bomo na kratko razlozili induktivno konstrukcijo. V (A)
opiSemo obmod¢ja, kjer so definirane preslikave f;. V (B) definiramo
obmodcja Q; C A, kjer f;+1 aproksimiramo s f;. V (C) opiSemo last-
nosti preslikav f;: (iv) in (vi) skupaj z (D) bodo zagotavljali pravost
limitne preslikave. (ii) in (vi) skupaj z (D) bodo zagotovili, da bo lim-
itna preslikava regularna in injektivna, iz (v) bo sledilo, da slika limitne
preslikave zadene predpisane tocke v predpisanih smereh in ima dotike
danega reda s predpisanimi podmnogoterostmi v M. (iii) skupaj z (D)
bomo uporabili v induktivni konstrukeiji preslikave f;, da bomo v 1.
koraku naredili injektivno preslikavo na €2;.;. Tocka (E) bo poskrbela,
da bo na vsakem koraku v induktivni konstrukciji konstruirani disk
lezal pod a;;1 nivojem funkcije izérpanja, in, da ne bo padel iz okolice

E kjer je definirana holomorfna retrakcija.

4. del. Privzemimo za trenutek, da smo zakljucili konstrukcijo v 3.
delu. Z dokazom izreka nadaljujemo podobno kot v [GI2]. Naj bo 2 =
U> A,. Ni tezko videti, da je obmocje €2 enostavno povezano. Zato
obstaja biholomorfna preslikava ®: A — Q, za katero velja ®(0) = 0
in ®’(0) > 0. Ker je obmocje Q2 simetri¢no glede na realno os, velja Se
PRNA)=RNQiIn () >0(CeRNA).

Iz (B) sledi Q = U2 9, in zato iz (vi) dobimo, da za vsak ¢ € €2,
obstaja f(¢) = lim,, . fn(¢) in je preslikava f holomorfna na €. Ker
je fu(An) C M in ker je M zaprta v CV, je f(Q) C M. Pokazimo, da

je f regularna in injektivna na Q. Izberimo n € N. Iz (vi) sledi

[/n(Q) = SOl < [fa(€) = fara (O] + [fns1(€) = frraQ)] + -+ <

< BT <e (CEQ.
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Ker je Q,,_3 C Q,, sledi iz (a), da je f regularna in injektivna na €2,,_4.
Zato je za vsak n € N preslikava f regularna in injektivna na €2, 4,
torej je f regularna in injektivna na €.

V nadaljevanju bomo pokazali, da je f: {2 — M prava preslikava.

Izberimo n € Nin ¢ € Q2,41 \ Q,. 1z (vi) sklepamo, da velja
[ for1(€) = FOI < [far1(Q) = fara2(O] + [far2(€) = fars (O] + - <

€n+41 €n42 €n41
< 22+1+22+2+"'<g_n~

Iz (iv) dobimo

p(frr1(¢)) > min{p(zm(n)—&-l)» an} — 7
in sedaj iz (b) izpeljemo, da je

p(f(C)) > min{p(zm(n)+1), an} —27.
Ker je min{p(zm(n)-‘rl)u an} > p(zm(n—1)+1)7 dobimo

p(f(O) = p(zmm-1)41) — 27-

Zaporedje p(Zm(n-1)+1) — 27 je nepadajoce in Q = U2 . Q. zato je
p(f(Q)) = p(zmm-1)4+1)—27 za ¢ € Q\Q,. Ker zaporedje p(zm(n-1)+1) —
2~ konvergira v oo, sledi, da je f: £ — M prava preslikava.

Ce povzamemo, f je injektivna, regularna in prava, torej je vlozitev.

Pokazati moramo Se, da slika f zadene predpisane tocke v pred-
pisanih smereh in ima dotike danega reda s predpisanimi podmno-
goterostmi v M. Izberimo n € Nin i, m(n — 1) +1 < i < m(n).
Iz (v) dobimo f,E”(g) = fﬂl(g) za 0 <1 <k; | €N, kar pokaze, da
je f(G) = fO(G) 7a 0 < 1< k. Ker po (v) velja, da je fu(G) = 2,
fH(G) = wX; in da imata f,(V;) in N; v tocki z; dotik reda vsaj
k;, sledi, da je f() = zi, f'(G) = wiX;, in, da obstaja taka okolica
W; C V; od (;, da imata f(W;) in N; v tocki z; dotik reda vsaj k;.

Ker je ®'(¢) > 0 (¢ € RN A), ima preslikava f o ® vse zahtevane

lastnosti iz izreka 2.1.2.

5. del. fy, /\g in €y, ki smo jih konstruirali v 2. delu, ustrezajo
pogojem (A), (C)(i)-(iii) in (D). Recimo, da smo za nek n € NU {0}
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konstruirali fjv Aj, €5, 6m(j—1)7‘ .o 7ﬁm(j)—17 0< j < n, in Qj, ay, >\j7
nj, 0 < j < n—1, ki ustrezajo pogojem (A), (C)(i)-(iii) in (D) za
0 < j <n in pogojem (B), (C)(iv)-(vi) in (E) za0 < j <n—1.

1. korak. Preslikavo f,, bomo malo perturbirali in tako dobili pres-
likavo g;: A, — M, ki bo injektivna v okolici mnozice ,_. Ker je
Qo = Q_; = 0, lahko za n = 0, 1 definiramo ¢; = f, in U = (.
Predpostavimo sedaj, da je n > 2. Naj bo U taka odprta mnozica, za
katero velja Q, o C U C ,_1. Vzemimo ¢ € (a,_1 + 0n_1, an — 20,).
Po (iii) obstaja komponenta U mnozice {¢ € A; p(fn(¢)) < c}, ki vse-
buje Q,_;. 1z (i) sledi, da je U cC A. Zaradi principa maksima za
subharmoni¢no funkcijo p o f,, dobimo, da je mnozica U konformno
ekvivalentna disku.

Vzemimo k, 1 <k <n,in ¢ € O \ Q_1. Iz (i) in (iv) sledi, da je

min{p(zmk-1)+1), ar-1} — 7 < p(fi(C)) < ax,
iz (vi) pa sledi, da velja

[fe(Q) = fulOl < 1fwlQ) = frra (O] + -+ [ fa1(Q) = ful O] <

€k €k+1 €n—1 [
< 2_k+2k+1 +"'+2271 < ok—1 -

Po (b) odtod lahko sklepamo, da je

p(fa(€Q)) = min{p(zm—1)4+1), -1} — 27 > ap — 27.
Kar z upostevanjem (iv) da p(f.(¢)) > ag — 27 (¢ € A\ Qo).
Po (vi) dobimo

1fo(Q) = fu(O] < 1fo(Q) = Al + -+ + [ far(€) = ful Q)] <
< e+ G g <26 (CE Q).

Odtod po (B) in (7) sledi, da je f, regularna in injektivna na

{& € Lo; p(fo(€)) < a0 — 27}
in iz (7) sledi, da velja

{6 € Qo; p(fn(§)) < ao — 37} C{E € Do; p(fo(€)) < ao — 27}
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Ker je p(fn(C)) > ag — 27 (¢ € A, \ Qo), je preslikava f,, regularna in
injektivna na neprazni mnozici {£ € A,; p(fn(€)) < ap— 37} in je tako
po lemi 2.9.2, preslikava f,|U: U — {z € M;p(z) < ¢} normalizaci-
jska. 7 uporabo leme 2.7.1 dobimo zvezno preslikavo g;: A, — M,
holomorfno na A\,,, za katero velja

(1) [g1(¢) = fu(Q)] < min{3%z, Aun}  (C € A),

(lii) ¢; je regularna in injektivna na U,
(1iii) ¢ (G) = fOG)  (0<j < ki, 0<i <m(n)).

2. korak. Rob diska ¢,: A, — M bomo potisnili na vigje nivoje
funkcije p| M.

Vzemimo tako majhen «, > 0, da bo za holomorfno preslikavo
h: U — CN z lastnostjo |g1(¢) — h(¢)| < ay, (¢ € U) veljalo, da je reg-

Qn _€n
n—1y 74 s f.9n

ki ustreza (8) za j = n. Vzemimo $e tako majhen 1, < 22, da velja (9)

ularna in injektivna na €2, 5. Izberimo tak \, < mln{/\

za j =n.

Ker je [g1(C) = fu(O)] < A1 (€ € A,) in p(fa(€)) € (an — 20, an)
(¢ € bA,), sledi iz (8), da velja p(g1(C)) € (an — 30, an +22) (¢ € A,
in odtod, da je mnozZica (p o g;)(bA) sestavljena iz samih regularnih
vrednosti funkcije p|M. Naj bo K C A,, taka kompaktna mnozica, da
je Q-1 U{z;dist(z,04A,,) > %} C K. Po lemi 2.3.1 obstajata zvezna
preslikava go: A, — M, holomorfna na A,, in odprta mnozica ,,

K C Q, cC A,, ki ustrezata naslednjim pogojem

(21) any1— Ong1 < p(92(C)) < ang1 — (SHTH (C € bA,),
(2i) p(g2(C)) = an — 40, (¢ € Ln \ ),
)
) g

(2ii |92< >—gl< >r <min{\,, 22} (€€ Q),

(2iv) 69(C) = ¢(G) (07 < ki, 03 < m(n)).

3. korak. Za vsak j, m(n) + 1 < j < m(n + 1), bomo konstruirali
analiti¢ni disk, ki bo zadel tocko z; v predpisani smeri, ki bo imel pri z;
dotik predpisanega reda z dano podmnogoterostjo v M in z robom blizu
an+1 nivoju funkceije izérpanja p|M. Potem bomo te diske in preslikavo

go zlepili skupaj.
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7 uporabo leme 2.5.1 dobimo zvezne preslikave
hy: Dy — M (m(n)+1<j < min+1),

holomorfne na D,

za katere velja
(hi) h;(37) = zj, Pj(35) = p;X; za nek p; > 0 in obstaja taka
okolica V; od 3j v D;, da imata f(V;) in N; v tocki z; dotik
reda vsaj k;j,
(hii) p(h;(C))) € (ans1 — Onp, anps — 252) (¢ € D),
(hiii) p(h;(C)) = p(z) —F (€ Dy).

Posledica izreka 2 na strani 227 v [GR] je dejstvo, da je rob vsake

komponente podnivojske mnozice funkcije p|M povezan. Zato lahko
povezemo tocki f,(3m(n) + 1) in hpmy+1(3(m(n) + 1) — 1) s potjo,
ki lezi v Upi1 N p H((@ng1 — Ongty Gyt — 5"%)) in podobno, za vsak
J, m(n)+1 < j <m(n+1)—1 lahko povezemo tocki h;(3j + 1) in
hjz1(3(j+1)—1) s potjo, kilezi v Ups1Mp ™ ((ans1 — g1, Grgr — 6";1 )-

Torej, ¢e je Lyy1 unija Ay, diskov D41, - - - s Dimner) in daljic

I; =[3j+1,3(j+1)—1], m(n) < j <m(n+1)—1, obstaja zvezna pres-

likava g3: Lypy1 — Unq, ki je razsiritev preslikav fr,, )41, - - - » Pm(nt1)
in velja
On
gLt C (dnpr = O, Gy = =57 - (10)

Preslikava g3 je zvezna na L, ; in holomorfna v notranjosti mnozice

Lot

4. korak. Uporabili bomo razli¢ico Mergeljanovega izreka, da bomo
aproksimirali preslikavo gs s polinomsko preslikavo v ambientnem pros-
toru. Na ta nacin bomo dobili preslikavo iz okolice od L, 1 na retrak-
cijsko okolico F in nato bomo to preslikavo komponirali s holomorfno
retrakcijo .

Po trditvi 2.9.3 obstaja tak holomorfen polinom P: C — CV, da
velja

(31) [P(C) = g3(Ol < (€ € L),

(3i) PY(G) =g5(¢) (0<j <k 0<i <m(n+1)).
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Vzemimo ¢ € L,11. Po (9) velja P(¢) € E in |7(P(¢))—P(¢)| < 22.
Odtod po (3i) dobimo

An —
[m(P(C)) — g3(O)] < mn + 5 < A (€€ Lyta)
in po (8) sledi se

p(w(P(C))) = plgs(O))] < 252 (¢ € Luya).
To in (10) pokaze, da je

p(m(P(C))) € (apgs — 2ot dnil) (¢ € bLpss).

Zadnji pogoj je izpolnjen Se za (¢ v neki okolici od bL,,,1 v C. Zato lahko
izberemo tak 3,0 < 8 < 1, daje p(m(P(())) € (anﬂ—&sj‘T“, anﬂ—‘s”f)
(¢ € (13,3G+1)] X (=B, B)\ (D;UD;11), mln) < j < m(n-+1)—1)
Naj bo 8; = 8 (m(n) < j < m(n+ 1) —1). To definira A4, kot je
opisano v (A).

Naj bo g4(¢) = 7(P(C)) za { € A,yy. Preslikava gy A, ., — M je

zvezna, holomorfna na A\, 1, in velja

(4i) p(94(C)) € (a1 — 22 apy — 22) (€ bAws),
(4ii) p(94(C)) € (an41 — %Tﬂa%ﬂ — 6%1) (¢ € ([3,3(7 + 1)] x
(=65, 8;)) \ (Dj U Djs1), m(n) <j <m(n+1)—1),
(4iii) 194( )—93( )! <X (€€ Lnta),
(4iv) g (Cz) —93 (@) (0<j <k, 0<i<m(n+1)).

5. korak. Preslikavo g4 bomo perturbirali, da bomo dobili regu-
larno preslikavo na €2,,.
7 uporabo leme 2.6.1 dobimo zvezno preslikavo gs: A 1 — M,

n

holomorfno na A\, 1, za katero velja

(51) g5 je regularna na €,

(5 |gs( ) — ( )l <A (€D ),
(51ii) ¢5(G) = 9(G)  (0<j<hi, 0<i <m(n+1)),

)

) g
Iz (8), (4i) in (5ii) sledi, da je
(5iv) p(g5(¢)) € (ant1 — 2 s ang1)  (C € DAL ).
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6. korak. Definirajmo f,,; = g5. Izberimo tako majhen ¢, <
min{%, €n}, da (D) velja za j = n+1. Pokazali bomo, da ima preslikava
fna1 vse predpisane lastnosti.

Po (5iv), je to¢ka (i) izpolnjena za 7 = n+ 1. Iz (5ii), (4iii) in (2iii)
sledi, da velja |f,11(¢) — g1(¢)] < au, (€ € U). Preslikava g1 je regu-
larna in injektivna na U in iz definicije o, sledi, da je preslikava f, 1
regularna in injektivna na €2, 5. Po (5i) je preslikava f, .1 regularna
na (2, torej tocka (ii) velja za j = n + 1.

Vzemimo ¢ € Q,. Po (i), (8) in (1i) dobimo p(g1(¢)) < ap, + & Iz
(2iit), (4iii), (5ii) in (8) sledi, da velja p(fn11(C)) < p(g1(Q)) + st
Zato je p(fas1(Q)) < an+ % + Sé’jT“ in ker je zaporedje {0, } padajoce,
velja (iil) za j = n + 1.

Spomnimo se, da za padajoce zaporedje 9, velja dp < ¥ in da je

p(zm(n)—O—l) = min{p(zm(n)—i-l)a p(zm(n)—i-Q)a cee 7p(2m(n+1)—1)}'

Za ¢ € AN, \ QY iz (5iD), (41), (8), (4iii) in (2ii) sledi, da je p(fn41(C)) >
a, — 7. Izberimo ¢ € A, \ A,. Po (hiii), (4iii), (4i), (8) in (4ii) je
p(63(0) > Win{p(zmmsr) — 3,an — 3} in po (5ii), (4i), (8) dobimo
p(95(C)) = p(9a(¢)) — 3 = min{p(zmm)+1), ant — 7. Torej (iv) drzi za
J=n.

Naj bo ¢ € Q,. 1z (5ii), (4iii), (2iii), (1i) in (E) sklepamo

| for1(Q) = FulO] < 1g5(Q) — 9a(O)] + [94(¢) — g2(C)| +
+192(¢) = g1(O)] + 19:(¢) — fulQ)] < 55,

zato je (vi) izpolnjena za j = n.

Iz konstrukcije preslikave gs in iz (1iii), (2iv), (3ii), (4iv), (5iii)
dobimo (v) za j = n.

S tem je dokaz za primer dim M > 3 koncan.

V primeru dim M = 2 izpustimo povsod injektivnost in v prvem
koraku definiramo ¢; = f,. Ostanek dokaza ostane enak. S tem je
izrek 2.1.2 dokazan.
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2.9. Dodatek

2.9.1. Normalizacijske preslikave

Naj bo P obmoé&je v CN, N > 2, in naj bo ®: A — P prava holo-
morfna preslikava. Potem je po Remmertovem izreku V' = ®(A) anal-
ititna mnozica v P |Rel, Re2, Chi]. Oznac¢imo s S singularno mnoZico
od ®(A). Pravimo, da je preslikava ® normalizacijska preslikava za

analiticno mnozico ®(A), ¢e je preslikava
BN\ DY) — D(A)\ S

biholomorfna. Privzemimo, da je ® regularna v tocki ¢ € ®7(9).
Potem je preslikava ®|(A\®1(S))U{¢} — (P(A)\S)UP(() regularna
in injektivna.

Potrebovali bomo naslednji izrek o normalizacijskih preslikavah, ki

je dokazan v [Sto].

LEMA 2.9.1. Naj bo P obmocje v CN, N > 2, in naj bo ®: /A — P
prava holomorfna preslikava.
Potem je ® = U o B, kjer je B koncen Blaschkejev produkt in ¥

normalizacijska preslikava za ®(A).

Naj bo M(a) = {z € M;p(z) < a} podnivojska mnozica funkcije
plM.

LEMA 2.9.2. Naj bo a < A in naj bo &: A — M(A) prava holo-
morfna preslikava. Privzemimo, da je mnoZica w = {¢ € /\; p(®(()) <
a} neprazna, in, da je ® injektivna na w.

Potem je ® normalizacijska preslikava za analiticno mnozico ®(A).

Dokaz. Ker je p(z) = |z|%, je preslikava ® prava holomorfna pres-
likava z diska v {z € CV;|z|> < A}, zato je lema posledica leme 3.2 iz
[G12]. O
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2.9.2. Mergeljanov izrek

V dokazu izreka 2.1.2 potrebujemo aproksimacijo s polinomskimi
preslikavami in interpolacijo vrednosti in konéno mnogo odvodov na
konéni mnozici tock. Uporabljamo naslednjo posledico Mergeljanovega

izreka:

TRDITEV 2.9.3. Naj bo k € NU{0}. Naj bo K kompaktna podm-
nozica v C s povezanim komplementom. Privzemimo, da tocke (q, ...,
lezijo v notranjosti K. Naj bo f zvezna kompleksna funkcija na K, ki
je holomorfna v notranjosti K.

Za dani € > 0 obstaja polinom P, za katerega velja |f(()—P(¢)| < €
(Ce K)in PYG) = fUG) (0<j <k 1<i<n).

o : (C=G) i 10 (GG
Dokaz. Definirajmo Q! (¢) = j!H&il;l(Ql_Q)jil

i <n). Potem velja

@)V =00<1<j-1)in (@) =6  (11)
Naj bo M; = sup{Q!(¢); 1 <i <n, ¢ € K} (j € NU{0}). Nadalju-
jemo z indukcijo na k. Za k = 0 definirajmo 7 = min{g, 3]\;()”}.
Po Mergeljanovem izreku |[Rud, izrek 20.5, stran 350| obstaja poli-

nom P, za katerega je |f(¢) — Po(¢)] < n (¢ € K). Naj bo P(¢) =
221 (f(G) = Ro(G)) @7 (). Potem velja

1£(€) = Po(¢) = PO < [£(C) = Po(Q)] + [P(Q)] <+ Monn < e
in po (11) sledi, da je f(G) — Fo(G) — Pi(G) = 0 (1 <4 < n). Zato

P = Py + P, ustreza vsem pogojem v trditvi.

(7 e NU{0}, 1 <

Recimo, da trditev velja za k. Naj bo n = min{g, m} Po
predpostavki obstaja polinom Py, za katerega je |f({) — Pu({)] < 7
(€ K) in P,Ej)((’i) = fU(¢) (0 < j <k,1<i<n). Definirajmo

n

Pir(Q) = >_(F5V () — PP (6)Q(©).

i=1

[zracunajmo

| £(C) = Pr(C) = Peya ()| < 1£(C) = PO+ [Prya(Q)] < m+ Mypann < e
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in po (11) sledi, da je fO(¢;) — PY(G) — PYL(¢G) = 0 (0 < j <
k+1,1 < i < mn). Tako smo dokazali, da P = P, + Py ustreza
pogojem v trditvi, kar zaklju¢i dokaz. 0
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TRETJE POGLAVJE

Pravi holomorfni diski v komplementih zaprtih
konveksnih mnozic v CV

3.1. Rezultat
Glavni izrek v tem poglavju je naslednji

IZREK 3.1.1. Naj bo C' zaprta konveksna podmnoZica v C*. Nasled-

ngi trditvi sta ekvivalentni:

(a) za vsako tocko p € C*\ C obstaja taka prava holomorfna pres-
likava ¢: AN — C?%, da je p(0) = p in o(AN)NC = 0.
(b) C je bodisi kompleksna premica bodisi C' ne vsebuje nobene

kompleksne premice.

Znano je, da se prava holomorfna preslikava z diska v C? ne more
izogniti nepolarni mnozici vzporednih kompleksnih premic (glej [Jul,
Tsu, All, FG2]). Ce zaprta konveksna mnozica C' vsebuje kompleksno
premico L in ji ni enaka, potem C' vsebuje interval vzporednih komplek-
snih premic. Ker interval ni polarna mnozica, vsak pravi holomorfni
disk seka C'.

H. Alexander |All] je dokazal, da za vsako zaprto polarno mnozico
E c C, ki vsebuje vsaj dve tocki, obstaja prava holomorfna preslikava
© = (p1,02): AN — C?, za katero je ¢ : /A — C\ F univerzalna krovna
preslikava z diska na C\ E. Torej za kompleksno premico C' in tocko

p ¢ C obstaja taka prava holomorfna preslikava ¢ z enotskega diska v
C?% daje p(0) =pin o(A)NC = 0.

Zato izrek 3.1.1 sledi iz naslednjega izreka:
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3.1. REzZULTAT

IZREK 3.1.2. Naj bo C zaprta konveksna podmnoZica v C?, ki ne
vsebuge nobene kompleksne premice in naj bo tocka p € C*\ C.

Potem obstaja taka prava holomorfna preslikava ¢: AN — C2?, da
velja p(0) = p in o(A)NC = 0.

Najprej bomo pokazali, da je izrek 3.1.2 dovolj dokazati v posebnem
primeru, ko je C'= {(21,2) € C* Rez < 0,Rez < 0}:

LEMA 3.1.3. Naj bo C zaprta konveksna podmnoZica v C?, ki ne
vsebuje nobene kompleksne premice.
Potem lahko s kompleksno afino zamenjavo koordinat doseZemo, da

v novth koordinatah velja
C C {(z1,2) € C*;Rez; <0,Rez <0}.

Se veé, cep ¢ C in M > 0 lahko koordinate zamenjamo tako, da v
novih koordinatah velja Se dodatno p = (M, M).

Dokaz. V C obstaja tocka, ki je najblizja p; privzeti smemo, da je ta
tocka kar izhodisce. Naj bo ® kompleksni linearni funkcional definiran
s ®(z) = (z,p) kjer smo s ( , ) oznadili obi¢ajni hermitski skalarni
produkt na C2. Potem je ®(p) > 0 in Re® < 0 na C.

Ker C' ne vsebuje nobene kompleksne premice, jedro funkcionala ®
ni vsebovano v C'. Torej obstaja tocka g ¢ C v jedru od ®. Podobno kot
zgoraj obstaja kompleksni linearni funkcional ¥ z lastnostjo Re ¥(q) >
sup. Re W. Ker je 0 € C, iz neenakosti sledi, da je U(q) # 0. Odtod
pa sledi, da ¥ ni veckratnik ®. Torej par funkcij ®, ¥ — sup, Re ¥
definira tako kompleksno linearno zamenjavo koordinat, da v novih
koordinatah velja p = (p1,p2), kjer je p1 > 0, in C' C {(21,22) €
C% Rez <0,Rez <0}

Izberimo tako majhen € > 0, da po dodatni zamenjavi koordinat

(z1,22) — (21, 21 + €(2z2 — ilm py))

v novih koordinatah velja p = (p1,p2), kjer je pr > 0, p» > 0 in
C C {(z1,2) € C}Rez; <0,Rez <0}
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3.2. O VLOZITVAH

7 raztegom
(21, 22) = (M21/p1, M 23/ p2)
dosezemo, da je v novih koordinatah p = (M, M) in C C {(z1,22) €
C% Rez; < 0,Rez <0}, kar zakljuci dokaz. O

DOKAZ IZREKA 3.1.2. Po izreku 1.3 v [FG2| obstaja prava holo-
morfna preslikava ¢ = (11,1): A — C? s sliko (A) v C*\ {2129 = 0}.
Zato lahko definiramo (A1, A2) = (log 11, log1y). Preslikava (A1, A2) je

prava holomorfna preslikava iz enotskega diska v C?. Velja e
max{Re A\ ({), Re \y({)} — o0, ko gre (| — 1.

Ce pristejemo Se primerno veliko konstanto, dobimo pravo holomorfno

preslikavo, katere slika ne seka mnozice
{(21,2) € C*;Rez < 0,Rez <0}

in ki zadene tocko (M, M) za nek M > 0. Po lemi 3.1.3 je tako izrek
dokazan. O

3.2. O vlozitvah

Ne vemo, ali izrek 3.1.1 drzi tudi za prave holomorfne vlozitve. 1z
leme 3.2.1 spodaj in iz dokaza izreka 3.1.2 lahko zaklju¢imo, da ima
to vpraSanje pritrdilen odgovor v primeru, ¢e izrek 1.3 v [FG2] velja
za prave holomorfne vlozitve. To je, ¢e obstaja taka prava holomorfna

vlozitev enotskega diska v C?, da njena slika ne seka koordinatnih osi.

LEMA 3.2.1. Naj bo C kompleksna premica v C* in tocka p ¢ C.

Potem obstaja taka prava holomorfna vioZitev p: A\ — C2?, da je

0(0) =pin p(A)NC = 0.

Dokaz. Dovolj je, da dokazemo, da obstaja taka prava holomorfna

vlozitev

@ = (p1,92): &N — C?,
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3.2. O VLOZITVAH

da je ©2(¢) #0 (C € A).
Po [RR, stran 78| obstaja biholomorfna preslikava

d = (®),d,y): C* — C?,

ki fiksira obe koordinatni osi in njena slika 2 = ®(C?) ni gosta v C2.
Q) je obmocje privlaka in je zato Rungejevo.

Privzeti smemo, da (1,1) ¢ €. Naj bo D tista povezana kompo-
nenta preseka € s kompleksno premico zo = 1, ki vsebuje (0,1). Ker
je © Rungejevo, je mnozica D biholomorfno ekvivalentna enotskemu
disku; naj bo h: A — D biholomorfna preslikava. Oznacimo s X os
z1 in s ¥ inverzno preslikavo preslikavi ®. Ker je ¥ injektivna in je
DNY = (), sledi, da je ¥(D)N¥(X) = (. Odtod dobimo ¥(D)NE = (),
kajti W(X) = X. Zato je preslikava ¢ = Woh prava holomorfna vloZitev
enotskega diska v C? in velja ¢3(¢) # 0 (( € A). S tem je dokaz

koncan. O

Opomba. Naj bo C zaprta konveksna podmnozica v CY, N > 3, in
tocka p ¢ C. Potem obstaja prava holomorfna vlozitev ¢: A — CV
z lastnostma ¢(0) = p in p(A) N C = . Da bi to dokazali, vzemimo
tako realno afino hiperravnino H skozi p, da je C N H = (). Oznacimo
s HY c CV enoli¢no dolo¢eno kompleksno afino hiperravnino skozi p,
ki lezi v H. Kompleksna dimenzija HC je vsaj 2, zato obstaja prava

holomorfna vlozitev p: A — HC z lastnostjo ¢(0) = p.



CETRTO POGLAVJE

Pravi holomorfni diski v komplementih kompletnih
pluripolarnih mnozic

V tem poglavju bomo dokazali, da se lahko vsaki kompletni pluripo-
larni podmnozici v Steinovi mnogoterosti izognemo s sliko prave holo-
morfne preslikave iz diska. Se veg, s to pravo holomorfno preslikavo
lahko zadenemo tudi poljubno tocko v komplementu dane kompletne

pluripolarne mnozice.

4.1. Uvod in rezultat

Naj bo X Steinova mnogoterost. Pravimo, da je zaprta podmnozica
Y v X kompletna pluripolarna, ¢e obstaja taka plurisubharmoni¢na
funkcija u na X, da je Y = {u = —o0}.

H. Alexander [All] je leta 1975 dokazal, da za zaprto polarno mnoZico
E C C obstaja taka prava holomorfna preslikava F' = (F, Fy): A —
C?, da je F1(A)NE = (. To je najsplosnejsi rezultat v tej smeri. Po
drugi strani pa je znano, da vsak pravi holomorfni disk v C? seka nepo-
larno mnozico vzporednih kompleksnih premic (glej [Jul, Tsu, All]).

Glavni rezultat v tem poglavju je naslednji

[ZREK 4.1.1. Naj bo X Steinova mnogoterost z dimenzijo vsaj 2.
Za dano kompletno pluripolarno mnoZico Y C X, tockop € Y \ X in
tangentni vektor V- na X v tocki p obstaja prava holomorfna preslikava
f: AN — X, za katero velja f(0) = p, f'(0) = AV za nek A > 0 in
f(A)NY =0.
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4.2. DOKAZ IZREKA 4.1.1

Znano je |Gl1], da za dano Steinovo mnogoterost X, dim X > 2,
tocko p € X, in smer V v tangentnem prostoru X v tocki p obstaja
prava holomorfna preslikava f: A — X, za katero je f(0) = p in
1/(0) = AV za nek A > 0.

Vsaka analiticna mnozica je kompletna pluripolarna. Zato izrek
4.1.1 odgovori na vprasanje, ki je bilo zastavljeno v [FG2] o obstoju

pravih holomorfnih diskov v komplementu kompleksnih hiperploskev.

4.2. Dokaz izreka 4.1.1

Po vlozitvenem izreku za Steinove mnogoterosti [Hor| lahko pred-
postavimo, da je M zaprta podmnogoterost v CV za neki N € N.
Enako kot v [Gl1] se lahko omejimo na primer, ko je dim X = 2. Po
izreku Docquier in Grauert [GR, stran 257] obstajata odprta okolica £
od M v C¥ in taka holomorfna preslikava 7: E — M, da je 7(z) = 2
(z € M).

Ker je Y kompletna pluripolarna mnozica, obstaja taka plurisub-
harmoni¢na funkcija v na X, da je Y = {u = —oco}. Njene nivo-
jske mnozice niso nujno kompaktne. Zato v induktivnem procesu ne
moremo potiskati roba diska na vi§je nivoje funkcije u na isti nacin
kot v [FG2] ali |[Gll]. Oviro premagamo na naslednji nacin: izber-
emo narascajoce zaporedje holomorfno konveksnih kompaktnih mnozic
{X,} z unijo X. Na vsakem induktivnem koraku potisnemo rob diska,
ki lezi zunaj mnozice X,, UY, v komplement mnozice X, ; UY. Na ta
nac¢in problem spet postavimo v kompakten prostor.

V konstrukciji bomo poskrbeli, da bo limitna preslikava prava holo-
morfna preslikava, ki ne seka Y.

Z naslednjo lemo bomo potiskali robove holomorfnih diskov v induk-
tivnem postopku iz nivojske mnozice ene plurisubharmonic¢ne funkcije
na nivojsko mnozico druge plurisubharmonic¢ne funkcije. Glavno lemo

bomo dokazali v naslednjih razdelkih.
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GLAVNA LEMA 4.2.1. Naj bo X Steinova mnogoterost z dimenz-
1o wsaj 2 i D odprta relativno kompaktna podmnoZica v X. Rec-
1mo, da sta u in v gladki strogo plurisubharmonicni funkciji na X,
za kateri velja, da je 0 regularna vrednost od w in v, da se mnoZict
{z € D;u(z) = 0} in {z € D;v(z) = 0} sekata transverzalno in je
mnoZica {z € D; u(z) < 0, v(z) > 0} relativno kompaktna v D. Naj bo
F: A — X wezna preslikava, holomorfna na /\, naj bo K enostavno
povezana kompaktna podmnoZica v /\ in recimo, da velja F(¢) € D
(C € ANK), o(F(Q) >0 (¢ € A\NK), v(F() =0 (¢ € bK) in
u(F(¢)) <0 (¢ €bA).

Potem za dane € > 0, § > 0 in M > 0 obstajajo obmocje N C
A, konformno ekvivalentno disku, in enostavno povezana kompaktna
mnozZica K', K C K' C /A, za katero velja {¢ € A';dist((,bA") >
%} C K' in wezna preslikava G: AN — X, holomorfna na ', z
naslednjimi lastnostmi
) G eD (Cen\K),
(D) w(G(€)) >0 (C€ A\NK') in u(G(C)) =0 (¢ €bK),
(1) o(G(Q) > —8 (¢ € A\ K),
(IV) [G(Q) = F(Q)| < e (¢ € K),
(V) F(0) = G(0), F'(0) = G'(0).

V dokazu izreka 4.1.1 potrebujemo $e naslednjo lemo:

LEMA 4.2.2. Naj bo X Steinova mnogoterost z dimenzijo vsaj 2 in
Y C X kompletna pluripolarna mnoZica. Naj bosta Ly C Ly C X
holomorfno konveksni kompaktni mnoZici.

Potem je mnoZica (L1 UY') N Ly holomorfno konveksna.

Dokaz. Privzemimo, da zy ¢ Ls. Ker je Ly holomorfno konvek-
sna, obstaja taka holomorfna funkcija f na X, da velja sup;, [f(2)| <
| f(20)]- Odtod sledi, da je supr,yynr, [f(2)| < [f(20)]- Vzemimo sedaj
20 € Lo\ (L1 UY). Naj bo u taka plurisubharmoni¢na funkcija na X,
da je Y = {u = —o0}. Iz holomorfne konveksnosti L; sledi, da lahko
1

izberemo holomorfno funkcijo f na X z lastnostma sup,, |f(2)] < ;5
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in f(z) = 1. Funkecija eu + |f|? je plurisubharmoni¢na na X. Ce je
e > 0 dovolj majhen, je sup, eu(z) < 1 in |eu(z)| < ;. Zato dobimo
SUD( 1, uy)nL, €4 + | f|* < 5 in eu(z) + |f(20)[> > 2. Torej je mnozica

(Ly UY) N Ly holomorfno konveksna. S tem je dokaz koncan. O

Sedaj dokazimo izrek 4.1.1.

DOKAZ IZREKA 4.1.1. Izberimo gladko strogo plurisubharmoni¢no
funkcijo izérpanja U za Steinovo mnogoterost X. Privzeti smemo, da je
U(p) regularna vrednost funkcije U. Obstaja majhen analiti¢ni disk, to
je zvezna preslikava Fy: A — X \ 'Y, holomorfna na A, za katero velja
Fi(0) = p, FI(0) =7V (r > 0) in U(R(C)) > U(F(0)) (¢ € &\ {0}).
Brez izgube splosnosti smemo predpostaviti, da obstajata regularna
vrednost M; > 0 funkcije U in enostavno povezana kompaktna mnozica
K, C A, daje Ky = {¢; U(F1(¢)) < M;}. Sedaj izberimo strogo
narascajoce zaporedje regularnih vrednosti {M,,} funkcije U, ki kon-
vergira v oo, in ozna¢imo z X, podnivojsko mnozico {U < M,} in
definirajmo Xy = ). Privzeti smemo, da je Fi({) € X5 (C € A).

Induktivno bomo konstruirali

(A) padajoce zaporedje obmo¢ij {A,}, ki so konformno ekviva-
lentna disku,
(B) naras¢ajoce zaporedje enostavno povezanih kompaktnih mnozic

{K,}, za katerega velja
{¢ € Ay dist(¢,bA,) > 2} C K, C A, (n€N),

(C) zaporedje zveznih preslikav F},: A, — X, holomorfnih na A,
(D) padajoce zaporedje pozitivnih stevil {¢,},
ki za vsak n € N izpolnjujejo naslednje pogoje
(I) Fn(o S Xn+1 \ (Yn U Y) (C € Zn \ Kn)>
F.(¢) e bX, (¢ €bK,),
(H) FnH(C) ¢ 77171 Uy (C € Zm—l \ KTL)7

(D) [Fona(Q) = Fu(Q < 5 (C € Ky,
(IV) Fo(0) = p, F,(0) =7V,
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4.2. DOKAZ IZREKA 4.1.1

(V) e je z € X in dist(z, F,(K,)) < €, potem je z ¢ Y,
(VI) ¢e je z € X in dist(z, Frp1(Dpi1 \ Kn)) < €41, potem je
2 ¢ Xp_1.

Naj bosta Fi in K kot zgoraj in naj bo Ay = A. Potem (I) in (IV)
drzita. Izberimo tako majhen e, da je tocka (V) izpolnjena. Recimo,
da smo za nek j € N ze konstruirali F,,, A,, K, ine,, 1 <n < j, ki
ustrezajo pogojem (I), (IV) in (V) za 1 <n < j in pogojem (II), (III)
in(Vl)zal<n<j-—1.

Iz leme 4.2.2 sledi, da je mnozica (X; UY) N X, holomorfno
konveksna. Zato po izreku 5.1.6 v |[Hor| obstaja taka gladka strogo

plurisubharmonic¢na funkcija v; na X, da je
vi(2) <0 (2 € (X;UY)NXjp0) invi(F5(¢)) >0 (¢ € bA;).

Privzamemo lahko, da se mnozici {v; = 0} in {U = M;;;} sekata
transverzalno znotraj X;,». Seveda je mnozica {U < M; 1,v; > 0}
relativno kompaktna v X;5. Ce uporabimo (I), dobimo v;(F;(¢)) < 0
(¢ € bKj;). Oznagimo s K7 tisto komponento mnozice {(; v;(F}(¢)) <
0}, ki vsebuje K. Izberemo lahko tako obmocje A}, K C AL C A,
ki je konformno ekvivalentno disku, da velja v;(F;(¢)) > 0 (¢ € Z; \
K3). Sedaj uporabimo glavno lemo v primeru D = X;1, v = v,
u=U—My, AN=N, K=K F=F;, ¢= 3, za primerno
majhen ¢ in dovolj velik M, da dobimo A; ;, K;i1, Fj1; ki ustrezajo
tockama (I), (IV) za n = j + 1 in toc¢kama (II), (III) za n = j. Iz
tock (III) in (V) sledi, da je Fj41(K;) NY = 0. Iz tocke (II) dobimo
Fi1(Kjp1 \ Kj) NY = 0. Torej lahko po tocki (II) izberemo tako
majhen €41, 0 < €41 < ¢, da je tocka (V) izpolnjena za n = j + 1 in

da pogoj (VI) drzi za n = j. S tem je konstrukcija kon¢ana.

Naj bo Q= N2, A;. 1z (B) dobimo Q = U2, K}, odkoder po tocki
(III) sledi, da za vsak ¢ € € obstaja F(() = lim,_ F,({) in da je
preslikava F' holomorfna na €. Iz dejstva, da je FJ(ZJ) C X, sledi,
da je F(2) € X. Obmodje € je konformno ekvivalentno disku, ker je

limita padajocega zaporedja obmod¢ij, ki vsa vsebujejo Ky [Pom, stran
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29]. Pokazimo, da je preslikava F' prava. Izberimo j € N. Iz (III) sledi,

da je
|Fi41(¢) = F(Q)| £ [Fj1a(¢) = Fi2(O] + [Fj2(¢) = Figs(Q) + -+ <
%%—%4— < €1 (€€ Kj). (12)

Zato za ( € K1 \ Kj iz (VI) sledi F(¢) ¢ X;_1. Torej je F prava
preslikava. Da bi dokazali, da F'(2) ne seka Y, izberimo ¢ € . Obstaja
tako velik j € N, da je ¢ € K;4;. Iz neenakosti (12) in iz (V) dobimo,
da F(¢) ¢ Y. Iz (IV) sledi, da je F(¢) =p in F'(0) =7V.

Naj bo h: A — € biholomorfna preslikava z lastnostma h(0) = 0 in
h'(0) > 0. Potem preslikava f = F o h ustreza vsem pogojem v izreku
4.1.1. U

4.3. Skica dokaza glavne leme

Ker je dokaz glavne leme precej dolg in tehni¢no zahteven, najprej
razloZimo idejo dokaza v preprostem primeru, ko je X = C2, u(z) =

|2]> — 1 in v(2) = |z + 2|> — 5. Definirajmo
un(2) = (1 = Nv(z) + Mu(z), A€0,1], z € C*

Potem je uy gladka druZina strogo plurisubharmoni¢nih funkeij na C2.

Za A € [0,1) ima mnozica
{z; ur(2) > 0, u(z) < 0}

obliko lunice. Konstrukcijo zacnemo s holomorfnim diskom z robom
v {z; v(z) > 0, u(z) < 0}. Na vsakem koraku potisnemo rob diska
v mnozico {z; uy(z) > 0, u(z) < 0} za cedalje vec¢je A € [0,1]. To
naredimo na enak nacin kot v [FG1, FG2, Gl1]: rob holomorfnega diska
potisnemo na holomorfen na¢in vzdolZ zvezne druzine majhnih diskov,
ki so tangentni na {z; u)(z) = 0}. Na ta na¢in dobimo holomorfni disk
z robom blizu {z; ux(z) = §} za nek § > 0 in poljubno blizu prejsnjemu

disku na predpisani kompaktni podmnozici v /A. Rob diska lahko pade
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tudi ven iz lunice {z; v(z) > 0, u(z) < 0}. Zato disk odrezemo s
podnivojsko mnozico {z; uy;,(2) < 0} za nek primeren o. Privzeti
smemo, da je presek transverzalen. Nadaljujemo s tisto komponento
diska, ki vsebuje dano kompaktno mnozico.

Na koncu, po kon¢no mnogo korakih, dobimo holomorfen disk z
robom blizu {z; u(z) = 0}.

V splognem je konstrukcija precej bolj zapletena, ¢eprav osrednja
ideja ostane enaka. Do tezav pride zato, ker se na nekaterih nivo-
jskih mnozicah pojavijo kriti¢ne tocke. Prisotnosti kriti¢nih tock se ne
moremo izogniti, ker se lahko spreminja topoloska struktura nivojskih
mnozic.

Se vedno bomo potiskali robove diskov na vigje nivoje primernih
plurisubharmoni¢nih funkcij. Cez kriti¢ni nivo potisnemo rob diska
na isti nac¢in kot v |Gll, FG2|. Ta nacin pa je neholomorfen. Zato
po prvem prehodu ¢ez kriti¢no nivojsko mnozico dobimo dva diska:
zvezni disk z robom v predpisanem obmod¢ju in holomorfni disk, ki
je zveznemu enakomerno blizu. Naprej potiskamo rob zveznega diska
na holomorfen nac¢in na visje regularne nivoje primernih plurisubhar-
moni¢nih funkcij. Hkrati se holomorfen disk spreminja na holomor-
fen nacin in ostane enakomerno blizu zveznemu disku. Potem zvezni
disk odrezemo s primerno podnivojsko mnozico. Enako odrezemo tudi
holomorfni disk. Pri prehodu ¢ez kriticni nivo holomorfnega diska ne
spreminjamo. Razdalja med zveznim in holomorfnim diskom se poveca,
vendar ostane enakomerno majhna. Ker bi radi konstrukcijo koncali s
holomorfnim diskom z robom v predpisanem obmodju, bomo najpre;

spremenili obmocdje in potem izvedli zgoraj opisan postopek potiskanja.

4.4. Dokaz glavne leme

V prvem podrazdelku bomo poiskali o, 3 > 0 z naslednjo lastnostjo:

¢e je rob zveznega diska dovolj blizu mnozici

{z € D; u(z) = «a, v(z) > B},
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potem je rob holomorfnega diska, ki je enakomerno dovolj blizu zveznemu

disku, blizu mnozici
{z € D; u(z) >0, v(z) > 0}.

Nato bomo funkcijo v malo perturbirali in s tem dobili tako gladko

strogo plurisubharmonicno funkcijo v; na D, da za funkcijo
Ux(z) = Mu(z) — @) + (1 = A)(vi(2) = ) (A€[0,1], z € D)

velja, da je za vsak, razen za kon¢éno mnogo A, 0 regularna vrednost
funkcije Uy na {z € D; u(z) < «, v(z) > f}, in, ¢e je 0 kriti¢na vred-
nost funkcije Uy na {z € D; u(z) < «, v(z) > B}, potem obstaja samo
kon¢no mnogo kriti¢nih tock funkcije Uy na nicelni nivojski mnozici in
vse kriticne tocke so nedegenerirane.

Potiskanje robov diskov ¢ez regularne nivojske mnozice bomo opisali
v drugem podrazdelku, potiskanje cez kriticne nivoje pa v tretjem.
Dokaz glavne leme bomo zakljucili z induktivno konstrukcijo v ¢etrtem

podrazdelku.

4.4.1. Spreminjanje obmocja

Oznacimo z D, g mnozico
{z € D; u(z) < a, v(z) > f}

za a > 0in B > 0. Ker je 0 regularna vrednost od u in v na X in
je D CC X, obstajata ag > 0 in 3y > 0 z naslednjimi lastnostmi: za
vsak o, 0 < a < ag, in za vsak 3, 0 < 8 < [y, je a regularna vrednost
funkcije v na D, 8 je regularna vrednost funkcije v na D, mnozici
{z € D;u(z) = a} in {2z € D; u(z) = B} se sekata transverzalno in
mnozica {z € D;u(z) < «, v(z) > (B} je relativno kompaktna v D.
Naj bo
max{v(z); z € D}

ap +max{v(z); z € D}

Trdimo, da velja

Ay =

Cejez€ D, A\g <A< 1inwuy(z) >0, potem velja u(z) > 0. (13)
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Iz neenakosti uy(z) > 0 sledi
AMu(z) —ap) + (1 — M) max{v(z); z € D} > 0.
Ker je Ag < XA <1, dobimo

u(z) > ap — (Ai0 — 1)max{v(z); z € D}

in to Stevilo je enako 0 po definiciji Ay, kar dokaze trditev.

Ker je 0 regularna vrednost od u; na D, zaradi kompaktnosti D
in gladkosti uy(z) v z in A lahko izberemo 79 > 0 in A, Ag < A < 1,
tako blizu 1, da je za vsak A\, A < A <1, in za vsak v, —y9 < v < 7o,
Stevilo v regularna vrednost funkcije uy na D. Zato obstajata tak o,
0 < ay < ag, in tak g1 > 0, da je za vsak a, a; < a < ag, in za vsak 3,
0 < B < [y, 0 regularna vrednost funkcije uy + A(ag — ) + (1 = A)(—/5)
za vsak A, A <\ < 1.

Naj bo to = min{v(F(¢)); ¢ € bA}. Po Sardovem izreku obstaja
regularna vrednost ¢, 0 < ¢ < min{tg, 41}, funkcije v o F. Potem
je mnozica (v o F)~!(t) kon¢na unija enostavno sklenjenih krivulj in
obstaja relativno kompaktna komponenta komplementa ene od krivulj,
ki vsebuje K. To komponento oznac¢imo s /A\y. Izberimo tak s, 0 < s <
t, blizu ¢, da je s regularna vrednost funkcije v o F' in oznac¢imo s K
komponento {¢ € Ag; v(F(()) < s}, ki vsebuje K. Ce je s dovolj blizu
t, dobimo

{C € Ag; dist(¢,bA) < %} C Koin v(F(¢)) > s (¢ € A\ Kyp). (14)

Naj bo # = s. Iz zgornjega sledi § < ;. Izberimo «a, a; < a < ag, da
velja
1
a>ap— 5(1 —N)S. (15)
Definirajmo

Un(z) = Mu(z) —a)+ (1 =N (v(z) = 8) (ze€ D,0< A< 1).

Ce povzamemo: 0 je regularna vrednost funkcije Uy na D za vsak A,
A< A<
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Po predpostavki v glavni lemi velja u(F(¢)) < 0 (¢ € bA). Odtod z
uporabo principa maksima dobimo u(F(¢)) < 0 (¢ € A). Zmanjsajmo

e > 0, ¢e je potrebno, da velja Se
tejeze CN, ¢ € Kyin |F(¢)—z| < ¢, potem velja u(r(2)) < 0 (16)
Izberimo tako majhen v, 0 < 2v < €, da velja

T(Dyg + 20BYN) CC Dgy o, (17)

éeje z€ CN, we Din |z — w| < 2v, potem velja

|m(2) —w| < €in |ur(7(2)) — ur(w)| < %(1 —AN)p (0<A<1), (18)
tejeze CN, (€ A\ K in |F(¢) — 2| < 2v,
potem velja v(m(z)) > —4. (19)

Poglejmo si bolj natanéno kriti¢ne tocke funkcije Uy v mnozici {z €
D, s; UA(z) = 0}. Oznac¢imo z L, mnozico vseh kriti¢nih toc¢k funkcije
Uy, ki lezijo v {z € Dy g; ﬁ,\(z) = 0}, in naj bo L = Ux¢jo11Lx. Ker se
mnozici {z € D; u(z) = a} in {z € D; v(z) = [} sekata transverzalno
in ker je 0 regularna vrednost U,\ vDygza A< XA<1terza\=0,
je L CC Dy in 0 < Uy(2) < A (2 € L). Izberimo odprto okolico V;,
od L, za katero velja Vi, CC Dy 5 in 0 < Uy(2) < A (2 € V). Enacbo
Uy = 0 lahko prepisemo v obliko A((v — ) — (u — a)) = v — B in po
deljenju z ((v — B) — (u — ), za z € D, g dobimo

v(z) =6 — 02,

(v(2) = ) = (u(z) — )
kar definira gladko funkcijo g na D, 3. Z odvajanjem enakosti g(u —
a)+ (1 —g)(v—p) =0 dobimo, da za z € D, g in A = g(2) velja, da je

A:

z regularna tocka funkcije g natanko tedaj, kadar je z regularna tocka
funkcije Uy. S ponovnim odvajanjem dobimo, da je z nedegenerirana
kriti¢na tocka funkcije g natanko tedaj, kadar je z nedegenerirana kri-

titna tocka funkcije Uy. Racun pokaze, da obstaja tako majhen 6y > 0,
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da iz neenakosti |g — g1]|cse(v,) < 6o sledi, da lahko definiramo gladko

funkcijo vy s predpisom

0(2)7 RS D\VL
— 2 (y(2) —a) + B, z€V;

in velja ocena

|"U - Ul|C°°(D) < c|g(z) - 91(2)|C°°(Da,g)v

kjer je konstanta ¢ odvisna samo od g in V. Zato lahko izberemo tako

majhen 0, 0 < § < 6y, da iz ocene |g — g1]|c=(D < 0 sledi, da je

a,/)’)
funkcija vy strogo plurisubharmoni¢na na D in velja Se v1(F(()) >

(€ € Do\ Ko), vi(F(()) = B (¢ € bKp) in

() (O < 31~ N)F (CeD). (20)

Po Morsovi teoriji lahko privzamemo, da je g; Morsova. Definirajmo
Un(z) = A=) — @) + (1= N(wy(2) = B) (€ D, 0 < A< 1).

Naj bo 79 = 0. Ker je Uy(z) = 0 natanko tedaj, ko je ¢g1(z) = A in
je g1 Morsova, sledi po zgornjem, da obstajajo 1y, 72, ..., 7%, 0 < 1 <
Ny < -+ < Mg < A, z naslednjo lastnostjo: ¢e je 0 < X < 1, A # 5,
(1 < j < k), potem je 0 regularna vrednost funkcije Uy na D, 5; na
mnozici {z € Dy g; Uy, (2) = 0} (1 < j < k) ima funkcija U, koncno

mnogo kriticnih tock, ki so vse nedegenerirane.

Izberimo z € D in A\, 0 < A < A. Iz (15) in (20) dobimo

Urz) < Mu(z) —a)+ (1= (v(z) = 8) + 501 - )ﬂ<
< ua(2) + Mao —a) + (L= A)(=P) + 3(1 - M)
< wa(z) —3(1 =08

Odtod z uporabo (18) dobimo

tejezeD, weCV, |z —w| <2v, 0< A< AinUy(z) >0,

potem velja uy(mw(w)) > 0. (21)
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Ce vzamemo A = A in dodatno upostevamo se (13), dobimo
cejez€ D, weCY, |z—w| <2vin Uy(z) >0,
potem velja u(m(w)) > 0. (22)

To je ravno pogoj, ki zagotavlja naslednje: ¢e ima zvezni disk rob v

{z; Upr(z) > 0}, potem ima holomorfni disk rob v {z; u(z) > 0}.
4.4.2. Potiskanje robov v primeru regularne vrednosti

Lema 4.4.1 je pravzaprav posplositev leme 4.1 v [G11]. Edini spre-
membi v dokazu sta uvedba gladkega parametra in konstrukcija zvezne
druzine majhnih diskov, ki je bila za primer X = C? narejena v [FG2,
stran 261] in jo lahko z majhnimi spremembami naredimo na komplek-

sni mnogoterosti. Zato bomo dokaz izpustili.

LEMA 4.4.1. Naj bo L C D x [0,1] taka kompaktna mnoZica, da je
za vsak A, 0 < X\ <1, mnoZica Ly = {z € X; (2,\) € L} sestavljena iz
samih regqularnih tock funkcije U,.

Potem obstaja tak pg > 0, da za vsak A\, 0 < A < 1, za vsako
zvezno preslikavo @: bA — Ly in za vsako pozitivno zvezno funkcijo p
na bA, ki ustreza pogoju pu(C) < po (¢ € bA), obstaja zvezna preslikava
g: bA x N — D z naslednjimi lastnostmi
(i) za vsak ¢ € b je funkcija n— g((,n) holomorfna na A\,

(i) 9(¢.0) = (C) (¢ €bA),
(i) Ur(g(C,m) > Un(9(0)) (€ € b5, e B\ {O)),
(iv) Ux(g(¢,m) = Ux(p(Q)) + u(C) (€ € bA, n € bA).

Ko uporabimo to lemo (namesto leme 4.1 v |Gl1]) v dokazu leme
5.2 iz [Gl1], dokazemo naslednjo

LEMA 4.4.2. Naj bo L C D x [0,1] taka kompaktna mnoZica, da je
za vsak X, 0 < X\ <1, mnoZica Ly = {z € X; (2,\) € L} sestavljena iz
samih reqularnih tock funkcije U,.

Potem obstaja g > 0 z naslednjo lastnostjo: Vzemimo \ € [0, 1].

Recimo da je p: N — X taka zvezna preslikava, holomorfna v okolici
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0, da je p(C) € Ly (¢ € bA) in, da je |o(¢) — G(Q) < 7 (¢ € BV,
kjer je G: /N — CN zvezna preslikava, holomorfna na 2\ in ki ustreza
pogojema G(0) = ¢(0) ter G'(0) = ¢'(0).

Za dani R, 0 < R < 1, € > 0 in pozitivno zvezno funkcijo jn na bA z
lastnostjo u(¢) < po (¢ € bA) obstajajor, R < r < 1, zvezna preslikava
¥ N — X, holomorfna v okolici 0 in zvezna preslikava H: /N — CN,
holomorfna na /\, ki ustrezajo pogojem

() v(QeD (r<[¢l<1),

(i) [Ux(2(C)) = [Ux(0(Q)) + u(Q)]] <€ (¢ €bA),

(i) Ur(0(t0)) = Un(9(C)) — ¢ (r<t<1,C€bA)

(i) [6() — p(Q)l <€ (I <),

[H(C) =GOl <e (K] <r),

W) H(Q) —9(Q < T+e (CeR),

(vi) ¥(0) = H(0) = ¢(0), ¥/(0) = H'(0) = £'(0).

NasSa naslednja lema potisne rob zveznega diska na holomorfen
na¢in ¢ez nicelno nivojsko mmnozico funkcije U, ¢e je le ta nicelna

mnozica regularna.

LEMA 4.4.3. Naj bo 0 < \g < A1 < 1, ty < 0 < t1 in privzemimo,
da je za vsak A\, \g < X < Aq, in za vsak t, to < t < ty, Stevilo t
reqularna vrednost funkcije Uy na Dq .

Potem obstaja oq > 0 z naslednjo lastnostjo: Recimo, da je p: N —
X zvezna preslikava, holomorfna v okolici 0, in taka, da je |p(¢) —
G| < 7 (¢C € D), kjer je G: A — CN zvezna preslikava, holo-
morfna na A, in ki ustreza pogojema G(0) = p(0) ter G'(0) = ¢'(0).
Privzemimo, da za X\, \g < X < Ay, in za enostavno povezano kom-
paktno mnoZico K C A wvelja o(A\K) C Dag, Ur(¢()) € (0,t1)
(C € bA) in Uy(¢(€)) <0 (¢ € bK).

Potem za dane e > 0, 0, 0 < 0 < 0g in ty, 0 < ty <ty obstajajo

obmocje ANy C A konformno ekvivalentno disku, enostavno povezana

kompaktna mnoZica K,, K C K| C Ay, zvezna preslikava : AN, — X,
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holomorfna v okolici 0, in zvezna preslikava H: /N, — CV, holomorfna
na A1, ki ustrezajo naslednjim pogojem
(i) (A1 \ K1) C Dag,
(i) Unto(1(Q)) € (0,82) (¢ € Ay \ Ky),
(iii) Unso(¥(¢)) =0 (¢ € bEY),
(iv) [£(6) —w(Q <e (¢ € K),
[1H(¢) —G(Q)] <e (CeK),
(V) [HQ) = vl <T+e (C€Dy),
(vi) ¥(0) = H(0) = ¢(0), ¢'(0) = H'(0) = ¢'(0),
(vii) ce je ¢ € K1\ K in Uyt (¥(C)) <0, potem je (C) € Dy p.

Dokaz. Opazimo, da je mnozica
{(2,X) € Do g x Mo, M]; Us(2) € [to, t1]}
kompaktna v D x [0, 1]. Z uporabo leme 4.4.2 dobimo f. Definirajmo
m = max{|(v1(z) - B) — (u(2) — a)|; z € D}.

Jasno je m > 0.
Naj bo 09 = 2. Izberimo o, A\, K, ¢, G, € in t; kot v lemi.

Oznac¢imo z L mnozico

{¢ € AN K Un(p(€)) <0}

Seveda velja bK € L cC A. Zaradi o(A\ K) C Dgyp in zaradi
(u(z) — ) — (v1(2) = B) < 0 (2 € Dyp) in ker je Uyyo(2) = Ur(2) +
o((u(z) — a) — (v1(2) — B)), obstajata kompaktna okolica L' od L v
A\K, L' cC A,in €, 0 < € < € z naslednjo lastnostjo

cejeCel, ze X in|p(¢)—z| <€, potem velja Uy,,(2) < 0. (23)

Izberimo tak R < 1, da je L' CC RA. Naj bo ¢ = inf{U,(¢(()); ¢ €
A\ (K UL} Opazimo, da velja ¢ > 0. Izberimo 8e tako majhen
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¢” > 0, ki ustreza naslednjim pogojem
1
€' < 3 min{€, c}, T(@(RA\ K)+ ¢"BY) C D, 4, (24)
cejeze X, (e A\(KUL)in |p() — 2| <€,
1
potem velja Uy(z) > 3¢ (25)

Z uporabo leme 4.4.2 za u(¢) = om in ¢, G, R, € ter A kot zgora]
dobimo zvezno preslikavo 1): A — X, holomorfno v okolici 0, in zvezno

preslikavo H: A — CV, holomorfno na A, in r, R < r < 1, za katere

velja
() v eD (CeA\K),
(i) [UA((C)) = [UA(#(Q) + u(O] < € (¢ € bA),
(iii") Ux(9(t€)) = Un(p(¢)) —€" (r <t <1, ¢ ebA),
(i) [(Q) = (O] <€ (I¢] <),
[H(C) =GO <€ (I¢] <),
(V) [HO) = vl <t+€" ((€D),

(vi") $(0) = H(0) = »(0), ¢'(0) = H'(0) = ¢(0).
Tocke (iv), (v) in (vi) v lemi sledijo iz (iv’), (v’) in (vi’). Sedaj bomo
definirali K; in Ay, ki Se dodatno ustrezata pogojem (i)-(iii) in (vii).
Trdimo, da velja

() > 5e (¢ € AN(RUTD)). (26)

Za ¢, r < |¢| < 1, to sledi iz (iii’) in iz definicije ¢ in €’. Za ¢ €
rA\ (K UL') je zgornje posledica (iv’) in (25).
Iz (i’), (ii’) in (25) dobimo

Un+o(¥(C)) = Ux(¥(¢))—mo > Ux(¢(())—mo+mo—€" = Sc (¢ € bA).

(27)

N —

Po (iv’), (24) in (23) velja e

Urio(¥(C)) <0 (CeL). (28)

Oznac¢imo z N mnozico

{¢ € AN\ K; Unio(¥(Q)) < 0}
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Dokazali bomo, da je ¥(() € Dopg (( € N). Za ¢ € L’ je to posledica
(iv’) in (24). Izberimo ¢ € N\ L. Iz (26) sledi, da je Ux(¢/(¢)) > 3¢
Po definiciji N dobimo Uy, (%(¢)) < 0. Opazimo, da iz Ux(z) > 0 in
Urto(2) < 0sledi, da je z € D, 5. Zato je () € Dy p.

Iz (28) sledi, da je L' C N. Po (27) dobimo N CC A. Oznac¢imo z
N tisto komponento mnozice N U K, ki vsebuje K. Naj bo K’ zaprtje
relativno kompaktnih komponent komplementa od N; v A. Zato je
mnozica K; = N; U K’ enostavno povezana in bK' C bN;. Ker je
Y(C) € Dop (¢ € N), obstaja taka okolica U od K; v A, da velja
UN(NUK) =N in da velja

U(¢) € Dap (C € U\ (KUK)), Unio(¥(C)) <t2 (C€U\ (KUK')).

Hitro vidimo, da je Ux4,(¢(¢)) > 0 (¢ € U\ K;). Po Sardovem izreku
obstaja tako majhna regularna vrednost s > 0 funkcije Uy, 01 zozene
na U\ (KUK"), da je mnozica (Uy,,0%) ! (s) konéna unija enostavno
sklenjenih krivulj. Obstaja relativno kompaktna komponenta komple-
menta ene od krivulj, ki vsebuje K. Oznacimo jo s A;. Obmocje A\
je enostavno povezano in velja K C K; CC A\, C A.

Hitro vidimo, da so tocke (i)-(iii) v lemi izpolnjene. Izberimo ( €
K1\ K. Ce je Unio(¥(¢)) < 0, potem je ¢ € N, odkoder po Ze
dokazanem sledi ¢(¢) € D, g. Zato velja (vii). S tem je lema dokazana.

0

LEMA 4.4.4. Naj bo 0 < A\g < Ay < A. Privzemimo, da je 0 regu-
larna vrednost funkcije Uy na Do s za vsak A € [Mo, \1]. Naj bo T < v.
Recimo, da je ¢: N — X zvezna preslikava, holomorfna v okolici
0. Recimo, da je L C A kompaktna mnoZica in K, L C K C A,
enostavno povezana kompaktna mnoZica in velja p(A\ K) C D, s,
Un(¢(€)) > 0 (C € bA), Ux,(¢(¢)) <0 (¢ € bK) in |p(¢) = G(Q)| < T
(C € A), kjer je G: AN — CN zvezna preslikava, holomorfna na A,
za katero velja G(0) = ¢(0), G'(0) = ¢'(0) ter 7(G(C)) € Dagyo
(CeANL).
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Za dani € < T obstajajo obmocje N C /N konformno ekvivalentno
A, enostavno povezana kompaktna mnoZica K', K C K' C /N, zvezna
preslikava 1: N — X, holomorfna v okolici 0, in zvezna preslikava
H: A — CV, holomorfna na /', ki ustrezajo naslednjim pogojem
() G(AVK) C Da,
(i) Up (W) >0 (¢ € BT\ KY),
(i) Un, (0(Q) =0 (C € bET),
(iv) [¥(¢) —e(Q) <e (¢ € K),
W) [HQ) ~ (Ol <7 +e  (CeD),
(vi) ¥(0) = H(0) = ¢(0), ¥/(0) = H'(0) = £'(0),
(vii) 7(H(C)) € Dago (¢ € A\ L).

Dokaz. Zaradi kompaktnosti D, s in gladkosti Uy(2) glede na z in
A, obstaja tak tq > 0, da je vsak t, —2t; < t < 2t, regularna vrednost

funkcije Uy na ang za vsak A, \g < A < A\;. Naj bo gy konstanta iz
leme 4.4.3. Vzemimo tako velik [, da je log > A\; —Ao. Naj bo o = 22 z)\o
7

Definirajmo g = ¢, Hy = G, Ky = K in g = A. Z uporabo

leme 4.4.3 [-krat, induktivno konstruiramo obmodcja A;, 1 < j < [,

ine =

konformno ekvivalentna disku, A, C A1 C --- C A\, enostavno
povezane kompaktne podmnozice K; v A; (1 < j < 1), z lastnostjo
Ky, C Ky C --- C K, zvezne preslikave ¢;: A; — X, holomorfne v
okolici 0, in zvezne preslikave H;: /A; — C¥, holomorfne na A;, za

katere za vsak j, 0 < 7 </, velja

(") ¥;(8; \ K;) C Dag,
(it") Ungtjo(¥5(C)) € (0,80) (€ € bA;)
inza j > 1: Uyrjo(15(C) € (0,t0) (¢ € B\ Kj),

(iti") Unetjo(15(€)) <0 (€ € bK;),
(iv') 950 — Q)] < & (¢ € K),
(V) [H;(Q) =5 (Ql <7+ 5 (Cely),
(v") 9;(0) = H;(0) = ¢(0), 95(0) = Hj(0) = ¢(0),
) m(Hj(C)) € Dago (€ A5\ L).

(vii
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Pa recimo, da smo za nek n, 0 <n <1 — 1, Ze konstruirali K;, A;, ¥,

in H; za 0 < j < n. Izberimo tako majhen ¢’ > 0, da velja
m(Hy(Ap \ L) + 8BY) C Dy 0.

Naj bo ¢’ = min{¢’, {, 7}. Sedaj z uporabo leme 4.4.3 dobimo K1,

Npit1, Ypa1 in Hy o, ki ustrezajo naslednjim pogojem

(ﬂ’) ¢n+1< n+1 \ Kn—i-l) C Da,p,
(i) Ungt(nino(Wnt1(Q)) € (0,20) (€ € B,y \ Kir),
(ili”) Ungt(nt1)o(¥nt1(€)) =0 (€ € bKys1),
(V) [nia(C) = ¥n(Q)] < € (¢ € Ky,
|H1(C) — Ha(Q) < " (C € Ky),
(V") [Hp11(C) = na(Q)| < 7+ % +e (Ce A +1)>
(Vi) ©n41(0) = Hinp1(0) = 90 (0), 7,41 (0) = H;, 11 (0) = 4, (0),
(vii”) ¢e je ¢ € Kup1 \ Kn in Unip(¥n11(¢)) < 0, potem velja
Un+1(C) € Dag.
Lastnosti (i”)-(vi”) pokazejo, da veljajo tocke (i’)-(vi’). Iz (iv”)
in iz definicij €’ in § lahko sklepamo, da (vii’) drzi za ¢ € K, \ L.
Za ¢ € Dppr \ Knp tocka (vi)) sledi iz (i7), (v?) in (17). Izberimo
¢ € Kpyy \ K. Ceje Usrot+(n+1)o (¥n11(¢)) < 0, potem iz (vii”) do-
bimo ¢,,+1(¢) € D, g in podobno kot zgoraj sledi iz (v”) in (17), da je
T(Hn11(C)) € Dago. Ce je Unyr(minyo(¥ni1(¢)) > 0, potem iz (v") in
(21) sklepamo, da je ury+n+1)o (T(Hnt1(€))) > 0. Ker je n(H,11(C)) €
Dyyo (¢ € bA,41), dobimo z uporabo principa maksima za subhar-
moni¢no funkcijo uy o o H, 11, da je uy(m(Hn11(€))) <0 (¢ € A, 41).
Zato je uo(m(Hp41(C)) > 0, kar dokaze, da je m(H,41(C)) € Dago- S
tem je konstrukcija koncana.
Potem K' = K;, AN = /\;, ¥ = 1y in H = H; ustrezajo vsem

zahtevam v lemi. S tem je lema dokazana. U
4.4.3. Potiskanje robov v primeru kriti¢ne vrednosti
Naj bosta D, 3 in Uy kot prej.

LEMA 4.4.5. Naj bo 0 kriticna vrednost funkcije Uy na Eaﬁ.
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Za dani € > 0 obstaja 6 > 0 z naslednjo lastnostjo: ce je ¢: /N —
X zvezna preslikava in je K enostavno povezana podmnoZica v I\,
za katero velja o(A\ K) C Dag, Us_s(¢(¢)) > 0 (¢ € A\ K) in
Us—s(¢(€)) =0 (¢ € bK), potem obstajata obmocje N', K C AN C A,
konformno ekvivalentno disku, in zvezna preslikava - A = X , ki
ustrezata naslednjim pogojem
(i) WAV K) C Do,
(i) Ux((¢)) >0 (¢ ebA),
(i) ¥(Q) = 9(0) (¢ € K),
(iv) [W(Q) — el <e (CeR),
(v) ©(0) =9(0), ¢'(0) = ¢'(0).

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je dovolj dokazati, da obstaja
tak 0 > 0, da za vsako zvezno preslikavo ¢;: bA — D, g, za katero
velja Uy_s(¢1(€)) > 0 (¢ € bA) in Ux(p1(€)) < 0 (¢ € bA), lahko kon-

struiramo homotopijo H: bA x [0,1] — D, g z naslednjimi lastnostmi

H(G,0) = @i(Q) (Cebh),
U(H(¢ 1) > 0 (¢ ebh),
[H(C,t) = H(¢, )] < § (CebAtt"€[0,1]).

Naj bosta ¢ in K kot v lemi. Obstaja tako obmocje A, K C AN C A,
konformno ekvivalentno disku, za katero velja Uy(p(¢)) < 0 (¢ € A"\
K). Brez 8kode za splosnost smemo privzeti, da je A’ = A. Izberimo
tako majhen p > 0, da je K C (1 —p)A in da za ¢, (' € A z lastnostjo

€= ¢’ < psledi, da je [(C) —(¢')| < 5. Naj bo ¢1(¢) = (1= p)C)
(¢ € bA). Recimo, da obstaja hOHlOtOlea H kot zgoraj. Definirajmo

preslikavo
BEG! Ce(l—pa
w<c>—{ H(G, K0 ce AN(I—mA

Lahko je videti, da preslikava 1 ustreza vsem pogojem v lemi.

Sedaj bomo konstruirali homotopijo H z zgoraj opisanimi lastno-

stmi. Naj bodo py, ... p, vse kriti¢ne tocke funkcije U, v mnozici {z €
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Das; Us(2) = 0}. Po predpostavkah velja, da p; € Dos (1 < j <
n). Za potiskanje roba diska ¢ez nivo {z € Dgs; Ux(z) = 0} bomo
uporabili gradientni tok ¢; funkcije Uy podobno kot v dodatku k [FG2].
Oznac¢imo z W¥(p;) (1 < j < n) stabilno mnogoterost toka 6; [Shu].
Potem obstaja tak § > 0, da je za vsak j (1 < 7 <n) mnozica

W?(pj) N{z € Dy g; Ur—5(z) >0, Ux(z) < 0}

zaprta realna podmnogoterost od {z € D, g; Ux_s(z) > 0, Ux(z) < 0}
dimenzije ne ve¢ kot 2. Ce je potrebno, zmanjSamo 9, da Se dodatno
velja

0
6:(2) = 0 (2)] < 350 5, (Va0 8)(2) > 0

(z € {z € Dag; Usos(2) > 0, Un(z) < 0} \ (U_, W*(p;)),
U)\(Ht(z)) < 0, UA(Gt/(z)) < 0)

Homotopijo H bomo konstruirali v treh korakih. Najprej defini-

1
3
preslikave, ki je tako blizu ¢q, da velja

rajmo homotopijo H: bA x [0,z] — D, s od preslikave ¢; do gladke
[H(C,t) — H(¢ ) < § (Cebh, t, ¢ €[0,3])
H(C,t) € {z € Dog; Ur_s5(2) >0, Ux(z) <0} (C€bA, tel0,3]).
Zaradi transverzalnosti in gladkosti majhna perturbacija mnozice

H(Q%) (¢ € bA) ne seka W*(p;) (1 < j < n). Zato obstaja homo-

topija H: bA x [%, %] — D, g od preslikave H ((, %) do gladke preslikave

H(C, %), za katero velja
[H(Ct) = H(G, 1) < § (CebA, t, ' €5,5])
H((,t) € {2 € Dag; Us—s(2) > 0,Ux(2) <0} \ (Vi W*(p;))
(CebAtels,3]).
Sedaj bomo izbrali tako gladko pozitivno funkcijo a na bA\, da za vsak
¢ € bA velja
0(H((,3)) € Dap (0=t <a((),
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Ur(Oa()(H(C, 3))) > 0in [04(2) = Ou(2)] < § (0 < ¢, #' < a(¢)). Torej,

¢e definiramo

H(ga t) = 9(3t—2)a(()(H(€; %)) (< € bAa te [%7 1])7
dobimo

[H(G 1) = H(G )| <§ (Cedh, 1t e [5,1]),
H(<7t) S Da,ﬁ (g EbA, L € [%7 %])7

Homotopija H ima vse zahtevane lastnosti. S tem je dokaz koncan. [J

4.4.4. Induktivna konstrukcija

Naj bo @9 = Gy = F, ¢o(¢) = p (¢ € A) in Ky = (). Induk-
tivno bomo konstruirali obmocja A;, 1 < j < k, konformno ekviva-
lentna disku, za katera velja A, C Axqy C -+ C Ly C A, enos-
tavno povezane kompaktne mnozice K; C A;, 1 < j < k, z lastnostjo
Ky C Ky C --- C K, zvezne preslikave ¢;: Z]- — X, holomorfne v
okolici 0, 1 < j < k, in zvezne preslikave G : Zj — C", holomorfne na

A, 1 <j <k, kizavsak j, 0 <j <k, ustrezajo naslednjim pogojem

(1) (8 \ Kj) C Dag,

Un,(£i(€)) >0 (C € bA),

U, (95(€)) <0 (¢ € bKj),

95 (C) — @j—1(Q)] < k%g’/ (€ € Kj1),

G5(Q) — (Ol < v (Cedyy),

0;i(0) = G;(0) = ©o(0), ©;(0) = G5(0) = ¥;(0),

(vii) m(Gj(A;\ Ko)) C Dago.

Ni tezko preveriti, da Ag, Ko, ¢o in Gy ustrezajo (i)-(vii) za j = 0.
Vzemimo [, 0 < < k — 1, in privzemimo, da smo Ze konstruirali A},
K, p; in G; za 0 < j < [. Izberimo tako majhen 8! > 0, g+ 8} < m41,
da velja U, 5 (w1(C)) > 0 (C € bA). Ker za z € Dy g drii

Upys(2) = Uy (2) + 01((u(2) — a) = (v1(2) = B)) < Uy (2),
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sledi, da U mot (21(Q)) < 0 (¢ € bKY). Z uporabo leme 4.4.5 za A = 141
ine= (k 5V dobimo §4. Lahko privzamemo, da ) ustreza neenacbi
m + 0 < myp — 65, Sedaj uporabimo lemo 4.4.4 za \g = n + &t in
A1 = mi41 — 05, da dobimo obmodje A}, ; C A, konformno ekvivalentno
disku, enostavno povezano kompaktno mnozico K; i, K; C K;,1 C
Ay, zvezno preslikavo vy : Zg +1 — X, holomorfno v okolici 0, in
zvezno preslikavo Gy q: ZQ +1 — C¥, holomorfno na A}, ;, ki ustrezajo

naslednjim pogojem

(17) Vi1 (A \ K1) C Dag,

i") U, M1—0b (Y41(¢)) >0 (€€ Appy \ Kipa),
(iti") Uy,y—ot (Y1+1(0)) =0 (¢ € bKi41),
)

)
)

29

/\
—
—

(iv") [¥141(¢) = vl < sy (€ € K,

(V") 1G111(¢) = i (Q)] < ;iile"‘ 2(k+2)’/ (Ce Al+1)

(V") ¥i11(0) = Gr41(0) = ©0(0), ¥741(0) = G111 (0) = ¢5(0),
(vii") 7(G141(¢)) € Dago (C € Al \ Ko).

Sedaj z uporabo leme 4.4.5 dobimo obmod¢je A1, K11 C ANjyq C
A}, konformno ekvivalentno disku, in zvezno preslikavo ¢ 1: A —

X, ki imata naslednje lastnosti

(1) r1(Digr \ K1) C Do g,
(i") Uppy (0141(0)) >0 (€ € bA1a),
(iii”) wi41(C) = Y (Q) (€ € Kl+1),
() () = Ya(O)] < gy (€ € D),

Iz tocke (iii”) sledi, da je preslikava ;11 holomorfna v okolici tocke
0. Tocke (i), (ii) in (vii) so izpolnjene zaradi (i”), (ii”) in (vii’). Za
¢ € bKy4 iz tock (iii’) in (i") dobimo, da je Uy, (¢141(¢)) < 0 in odtod
in iz (iii) sledi (iii”). Izberimo ¢ € K;. Iz (iv’) in (iv”) dobimo

2111(0) = @i(O)] < l111(C) = Y1 (O] + [1h31(C) — @i (O] < 25¥
kar dokaze (iv). Za ¢ € A, sledi iz (v') in (iv”), da velja

G11(€) — i1 (Q)| < G111 (¢) = Yia (O] + |11 (C) — v ()] < 5w,
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kar dokaze (v). (vi) je posledica (vi’) in (iii”). S tem je konstrukcija
koncana.

Kot zgoraj, iz (i), (ii) in (iii) sledi, da obstaja tak 6 > 0, da
je Unera(or(Q)) > 0 (¢ € bAk) in Upys,(0x(C)) < 0 (¢ € bKy).
Lemo 4.4.4 uporabimo 8Se enkrat za \g = m + 0 in \; = A. Tako
dobimo obmodje Agiq, N1 C Ay, konformno ekvivalentno disku,
enostavno povezano kompaktno mnozico Kii1, Ky C Kpi1 C Dpy,
zvezno preslikavo ppy1: Ay +1 — X, holomorfno v okolici 0, in zvezno
preslikavo Gjq: A, +1 — C¥ holomorfno na Ay, ki imajo naslednje

lastnosti

(") @r+1(Dis1 \ Ki1) C Dags

(i) Ualpri1(€)) >0 (¢ € Dpyr \ Kipr),

(iti”) Ua(pr+1(€)) =0 (C € ka+1)7

(V") ler1(Q) — on(O] < sy (€ € Ki),

(v7) 1Grs1(C) — 90k+1( I <v (e Bi),

(vi”) @k41(0) = Gr11(0) = 0(0), ¥41(0) = G141 (0) = ¢4(0),
(vii”?) m(Gr+1(C)) € Dago (€ € Lgyr \ Ko).

Iz (i), (v""") in (22) dobimo u(7m(Gr41(C))) > 0 (¢ € bAk41). Izberimo

¢ € Kq. 1z (iv), (iv"”’) in (v'’) sledi, da velja

G (Q) = F(O] <

A

< 2Uu<e (2

in sedaj (16) pokaze, da je u(m(Gg+1(¢))) < 0. Oznacimo s K’ tisto

komponento mnozice

{€ € Apy; u(m(Grya(C))) <0},

ki vsebuje K. Zaradi principa maksima je K’ enostavno povezana.
Obstaja regularna vrednost ¢ > 0 funkcije u o m o Ggyq, ki je tako
blizu 0, da velja: ¢e ozna¢imo s A’ tisto komponento mnozice (u o
o Gri1) ' (—00,t), ki vsebuje K, potem je u(m(Gri1(¢))) >0 (¢ €
AN\ K'). Naj bo G = 1o Gyyq. Iz tocke (vii”’) sledi tocka (I) v glavni

< Gk () = a1 (O] + ors1(€) — wr(Q)] + -+ + e1(¢) = F(Q)] <
9)
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lemi. Iz zgornjega sledi, da je izpolnjena tocka (II). Za ¢ € Ky \ K
sledi iz (29), da je |Gr11(¢) — F(C)| < 2v, odkoder po (19) sledi, da
velja v(m(Gry1(2)) > —=6. Za ¢ € A\ Ky velja po tocki (vii”’), da
T(Gr+1(€)) € Dagyo, torej je v(m(Gri1(z)) > 0. Odtod sledi (III).
Tocki (29) in (18) dokazeta (IV). Tocka (V) velja zaradi (vi”’). S tem

je glavna lema dokazana.
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Stvarno kazalo

analiticen disk, 1
dotik reda vsaj k, 7

funkcija
iz€rpanja, 1
plurisubharmonicna, 1

strogo plurisubharmonicna, 1

holomorfen disk, 1

holomorfna vlozitev, 1
imerzija, 1

mnozica
analiticna, 1
kompletna pluripolarna, 2, 38

pluripolarna, 2

preslikava
holomorfna, 1
normalizacijska, 2, 31

prava, 1

Steinova mnogoterost, 1

62



Literatura

[AM] S. Abhyankar, T. Moh, Embeddings of the line in the plane, J.
Reine Angew. Math. 276 (1975), 148-166.

[All] H. Alexander, On a problem of Julia, Duke Math. J. 42 (1975),
327-332.

|[A12] H. Alexander, Explicit imbedding of the (punctured) disc into C?,
Comment. Math. Helv. 52 (1977), 539-544.

[BF| G. T. Buzzard, J. E. Fornaess, An embedding of C into C* with
hyperbolic complement, Math. Ann. 306 (1996), 539-546.

[Chi] E. M. Chirka, Complex analytic sets (in English), Kluwer, Dor-
drecht, 1989.

[Col] M. Coltoiu, Complete locally pluripolar sets, J. Reine Angew.
Math. 412 (1990), 108-112.

[CF] M. Cerne, F. Forstuneri¢, Embedding some bordered Riemann, sur-
faces in the affine plane, Math. Res. Lett. 9 (2002), 683-696.

[CG] M. Cerne, J. Globevnik, On holomorphic embeddings of planar
domains into C?, J. Anal. Math. (Jerus.) 81 (2000), 269-282.

[Dr1] B. Drinovec Drnovsek, Discs in Stein manifolds containing given

discrete sets, Math. Z. 239 (2002), 683-702.

[Dr2] B. Drinovec Drnovsek, Proper holomorphic discs avoiding closed
convex sets, Math. Z. 241 (2002), 593-596.

[FG1| F. Forstneri¢, J. Globevnik, Discs in pseudoconvex domains,
Comment. Math. Helvetici 67 (1992), 129-145.

63



LITERATURA

[FG2| F. Forstneri¢, J. Globevnik, Proper holomorphic discs in C?,
Math. Res. Lett. 8 (2001), 257-274.

[FGR] F. Forstneri¢, J. Globevnik, J.-P. Rosay, Non-straightenable
complez lines in C?, Ark. Mat. 34 (1996), 97-101.

|[FGS| F. Forstneric, J. Globevnik, B. Stensones, Embedding holomor-
phic discs through discrete sets, Math. Ann. 305 (1996), 559-569.

[GI1] J. Globevnik, Discs in Stein manifolds, Indiana Univ. Math. J.
49 (2000), 553-574.

|G12] J. Globevnik, Relative embeddings of discs into convex domains,

Invent. Math. 98 (1989), 331 — 350.

|G13] J. Globevnik, Interpolation by proper holomorphic embeddings of
the disc into C*, Math. Res. Lett. 9 (2002), 567-577.

[GS] J. Globevnik, B. Stensones, Holomorphic embeddings of planar
domains into C*, Math. Ann. 303 (1995), 579-597.

[GP] V. Guillemin, A. Pollack, Differential topology, Prentice-Hall, En-
glewood Cliffs, 1974.

[Gun| R. C. Gunning, Introduction to holomorphic functions of several
variables, Vol. I-111, Wadsworth & Brooks/Cole, 1990.

[GR| R. C. Gunning, H. Rossi, Analytic functions of several complex
variables, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1965.

[Hor| L. Hormander, An introduction to complex analysis in several

variables, Van Nostrand, Princeton, 1973.

[Jul] G. Julia, Sur le domaine d’existence d’une fonction implicite
définie par une relation entiere G(x,y) = 0, Bull. Soc. Math.
France 54 (1926), 26-37.

[Lau] H. B. Laufer, Imbedding annuli in C? J. Analyse Math. 26
(1973), 187-215.

64



LITERATURA

[Nar| R. Narasimhan, Imbedding of holomorphically complete complex
spaces, Am. J. Math. 82 (1960), 917-934.

[INP] N. Nikolov, P. Pflug, Entire curves avoiding given sets in CV,
Preprint 2003.

[Pom| C. Pommerenke, Univalent functions, (Math. Lehrb., Bd. 25),
Vanderhoeck and Rupprecht, Gottingen, 1975.

[Rel| R. Remmert, Projektionen analytischer Mengen, Math. Ann.
130 (1956), 410-441.

[Re2] R. Remmert, Holomorphe und meromorphe Abbildungen kom-
plezer Raume, Math. Ann. 133 (1957), 328-370.

[RR] J.P. Rosay, W. Rudin, Holomorphic maps from CN to CV, Trans.
Amer. Math. Soc. 310 (1988), 47-86.

[Rud] W. Rudin, Real and complez analysis, Third edition, McGraw-
Hill Book Co., New York, 1987.

[Shu|] M. Shub, Global stability of dynamical systems, Translated from
the French by Joseph Christy, Springer, New York-Berlin, 1987.

[Ste] J.-L. Stehle, Plongements du disque dans C?, Séminare Pierre
Lelong (Analyse), Année 1970-1971, 119-130.

[Sto] E. L. Stout, The bounded extension problem. The case of poly-
discs, J. Anal. Math. 28, (1975) 239-254.

[Tsu] M. Tsuji, Theory of meromorphic functions in a neighborhood
of a closed set of capacity zero, Japanese J. Math. 19 (1944),
139-154.



Izjava

Izjavljam, da je disertacija rezultat lastnega raziskovalnega dela.

Barbara Drinovec Drnovsek
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