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/magovalna zgodba

vid

Knjiga in film z naslovom Skriti faktorji opisujeta
zgodbo ameriskih ¢rnk, ki so pri Nasi nadomeScale
racunalnike na zacetku vesoljskega programa. Med
dogodki, ki se ti ob gledanju filma najbolj vtisnejo v
spomin, je trenutek, ko Katherine Johnson (na sliki),
bodoca dobitnica predsedniSke medalje svobode,
ugotovi, kako resiti sistem diferencialnih enacb, ki
opisuje orbito vesoljske kapsule in njen povratek v
atmosfero, tako da bo pristala ¢im bliZje Zelenemu
cilju. S pomoc¢jo njenih ugotovitev so tedanji stroji,
ki so bili predhodniki danaSnjih racunalnikov, na-
tan¢no izracunali tir kapsule. Danes bi se s tem
zgodba koncala, takrat pa je astronavt John Glenn,
Cigar Zivljenje je bilo odvisno od pravilnosti izra-
Cuna, vztrajal, da cloveski racunalnik, Katherine
Johnson, ro¢no preveri strojne izracune. Sele potem
je bil preprican, da se lahko izstreli v vesolje in nato
vrne domov.

Skriti faktorji so zmagovalna zgodba, ki pa se Se ni
zakljucila. Se danes je deleZ Zensk in afriskih Ame-
ricanov, ki se ukvarjajo z matematiko, manjsi kot je
ustrezni deleZ v celotni populaciji. To je ironija za
poklic, ki daje tolikSen poudarek logi¢cnemu mislje-
nju. Matemati¢na skupnost poskusa spodbujati pro-
grame, ki bi to spremenili, tako da bi bile naslednice
Katherine Johnson sestavni del poklica in ne le nje-
gov skriti del.

Ce vas zgodba zanima, vam priporo¢amo knjigo
Skriti faktorji iz leta 2016, ki jo je napisala Margot
Lee Shetterly.

KOLOFON

NAVODILA SODELAVCEM PRESEKA
ZA ODDA)JO PRISPEVKOV
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umazanega, blatnega avtomobila. Pri podrobnem pogledu
opazimo vzorec blatnih kapljic. Ta nam razkriva hitrost av-
tomobila, ko je vzorec nastajal. Foto Ales Mohoric¢
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MATEMATIKA

Nashevo ravnovesje

v
GASPER IN MATEJA MRMOLJA

- Svet, v katerem zivimo, je zelo nepredvidljiv in
vcasih bi rekli, da je celo kaoticen. Velikokrat ima-
mo morda obcutek, da se ne bomo znasli ali pra-
vilno odlocili, ko bo to potrebno. Pa lahko v dani

situaciji kaj predvidimo?

Del odgovora na to vpraSanje se skriva v matema-
ticni disciplini, ki ji pravimo teorija iger. Gre za re-
lativno mlado matemati¢no smer, katere prvi vecji
premik sta leta 1944 naredila John von Neumann in
Oskar Morgenstern z izdajo knjige Theory of Games
and Economic Behavior. V knjigi je podan matema-
ti¢ni pristop k ekonomskim problemom skozi teorijo
iger, ki se nanaSa na von Neumannove raziskave v
teoriji iger, objavljene v letu 1928.

Osnove

Eden bolj zanimivih sklopov teorije iger se osredo-
toCa na preproste modele, s katerimi lahko na ma-
temati¢ni nacin interpretiramo konfliktne situacije
med udeleZenci igre in njihovimi odlocitvami glede
na podana pravila. V tem pogledu z besedo igra
oznacujemo kakrsne koli interakcije (situacije) med
udelezenci, katere korist posameznika ni odvisna sa-
mo od njega, ampak tudi od odlocitev vseh vplete-
nih. V prvi vrsti torej ne gre za igre, povezane s
sreco, ampak za igre, pri katerih je ob ve¢ ponovi-
tvah pomembna strategija.

StrateSko igro sestavljajo udelezenci igre (igralci),
ki se odlocajo istocasno, brez kakrSnih koli informa-
cij o Ze izvedenih odloc¢itvah (potezah). Na koncu
pa je rezultat igre vselej odvisen od vseh odlocitev
hkrati.

Za ilustracijo vzemimo primer igre boja med dve-
ma spoloma, ki jo vcasih najdemo tudi pod imenom

Bach - Stravinsky. Igro igrata dva igralca - moz in
Zena, ki si Zelita skupaj preZiveti zanimiv vecer, ven-
dar si ga predstavljata vsak po svoje. Moz si zeli, da
bi si skupaj ogledala nogometno tekmo, Zena pa si
Zeli, da bi skupaj nakupovala. Igro enostavno pona-
zorimo s spodnjo tabelo oziroma matriko.

e Nogometna .
MoZz/Zena tekma Nakupovanje
Nogometna tekma 2,1 0,0
Nakupovanje 0,0 1,2
TABELA 1.

Zadovoljstvo posameznika smo z vrednostmi v ta-
beli opisali na sledec¢i nacin:

= Ce se oba odlo¢ita, da gresta na nogometno tekmo,
potem bo to moZzu prineslo zadovoljstvo v vredno-
sti 2, Zeni pa v vrednosti 1. Njemu se bo izpol-
nila Zelja, njej pa tudi ne bo povsem odvec¢, ¢etudi
ne gresta tja, kamor bi Zelela ona, saj bosta vecer
vseeno preZivela skupaj. To ozna¢imo z vnosom
(2, 1).

= Ce se oba odlo¢ita, da gresta nakupovati, potem
bo to Zeni prineslo zadovoljstvo v vrednosti 2, mo-
Zu pa v vrednosti 1. Njej se bo izpolnila Zelja,
njemu pa tudi ne bo povsem odvec, cetudi ne gre-
sta tja, kamor bi Zelel on, saj bosta vecer vseeno
prezivela skupaj.

= Ce se nikakor ne moreta dogovoriti, potem seveda
ne bosta zadovoljna, zato njunemu zadovoljstvu
pripiSemo vrednosti 0.

Ravnovesje

John Forbes Nash, matematik ameriSkega rodu, o ka-
terem govorita tudi roman in film z naslovom A Bea-

PRESEK 46 (2018/2019) 6




utiful Mind, je leta 1950 v svoji doktorski dizertaciji
opisal primer izida igre, ki mu dandanes pravimo Na-
shevo ravnovesje. Gre za stanje, v katerem se nobe-
den od igralcev ne bi odlocil za zamenjavo svoje po-
teze, ¢etudi bi predhodno poznal poteze vseh osta-
lih.

Tako ravnovesje ne obstaja vedno. Oglejmo si pri-
mer igre kamen-Skarje-papir. To je igra, kjer tekmu-
jeta dva igralca. V vsakem krogu igre izbereta eno od
treh figur (kamen, Skarje ali papir), ne da bi vedela,
kaj bo izbral drugi izmed njiju. V primeru, da oba iz-
bereta enako figuro, je ta krog igre neodlocen, Ce pa
izbereta razli¢ni figuri, eden od njiju zmaga, drugi pa
izgubi. Pravila so, da kamen premaga Skarje, Skarje
premagajo papir, papir pa premaga kamen.

Tudi to igro lahko ponazorimo s tabelo (glej ta-
belo 2). Za poenostavitev bomo prvega igralca poi-
menovali oce, drugega pa sin.

Oce/Sin Kamen Papir Skarje
Kamen -1,1 1,-1
Papir 0,0 -1,1
Skarje 1,-1 0,0
TABELA 2.

V tabeli 2 smo za posamezni izid igre zmagovalcu
dodelili vrednost 1, porazencu pa —1. Ce je prislo do
neodlocCenega izida, smo obema dodelili vrednost 0.

Enostavno lahko vidimo, da ta igra nima Nashe-
vega ravnovesja, saj za oba igralca velja, da bi, v
primeru poraza, Zelela spremeniti svojo figuro. Re-
cimo, da oce izbere papir, sin pa kamen. Izid igre
bi imel vrednost (1, —1). Vendar pa bi, ¢e bi imel to
moZnost, sin svojo figuro raje spremenil v Skarje in
zmagal. Podobno velja tudi za vse neodlocene izide,
zato lahko vsak od njiju vedno izboljsa svojo odlodi-
tev, kar potrdi, da ravnovesja ni.

Poglejmo si Se en primer znane igre, ki se ime-
nuje Zapornikova dilema. Tu imamo dva zapornika
(poimenujmo ju Milan in Janez), ki ju je policija are-
tirala, saj sta osumljena ropa. Zaprli so ju v dve lo-
Ceni celici in jima tako preprecili, da bi na kakrSen
koli na¢in komunicirala drug z drugim. Rop sta re-
sni¢no zagreSila, vendar jima policija tega ne more
dokazati. Policija ima sicer dovolj dokazov (posedo-

MATEMATIKA

vanje orozja, neprimerno vedenje) za dveletno za-
porno kazen, vendar Zelijo primer zakljuciti s pri-
znanjem vsaj enega od njiju, da bi na ta nacin dru-
gega lahko poslali v jec¢o za dlje ¢asa.

Oba pa vesta:

= Zloc¢in lahko priznata ali pa ne.

= Ce eden od njiju prizna, drugi pa mol¢i, potem bo
tisti, ki je priznal, oproscen, drugi, ki je molcal, pa
bo Sel v zapor za Stiri leta.

= Ce oba priznata, bosta §la v zapor za tri leta.

= Ce oba mol&ita, potem imajo policisti dovolj doka-
zov, da gresta oba v zapor za dve leti.

Milan/Janez Prizna : Moldi
Prizna 3,3 ¢ 0,4
Mol¢ci 4,0 2,2
TABELA 3.

V razpredelnici 3 imamo zapisane vse moZne iz-
ide igre. Recimo, da Janez prizna. Potem bo za Mi-
lana najbolje, ¢e tudi on prizna, in tako dobi samo tri
leta zapora - izid igre bo (3, 3). Ce pa Janez moldi,
je bolje, ¢e Milan prizna, saj bo v tem primeru opro-
SCen - izid igre bo (0, 4). Enak premislek velja tudi
v obratni situaciji. Nashevo ravnovesje je torej situ-
acija, ko oba priznata, da sta zagresila rop, in tako
dobita vsak po tri leta zapora. Ce bi si namre¢ eden
od njiju premislil, drugi pa bi vztrajal pri isti odlo-
Citvi, potem bi bil igralec, ki se je odlocil spremeniti
odlocitev, na slabSem.

Podoben razmislek o obstoju Nashevega ravnoves-
ja lahko naredimo tudi pri igri boja med dvema spo-
loma, ki je bila predstavljena v prejsSnjem razdelku
(glej tabelo 1). Ugotovili bi, da za to igro obstajata
celo dve ravnovesji, ko gresta oba bodisi na tekmo
bodisi na nakupovanje.

Interpretacija obstoja ravnovesij

V tem razdelku si oglejmo, kaj lahko o interakcijah
sklepamo glede na obstoj oziroma neobstoj ravnove-
sij. V igri kamen-Skarje-papir ravnovesja ni, kar je
tudi razlog, zakaj je ta igra zanimiva. Ne glede na
racionalnost obeh igralcev namrec¢ ni strahu, da bi se
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igra po nekem casu stabilizirala in da bi oba igralca
zacela v nedogled ponavljati svojo figuro. Po drugi
strani obstoj dveh ravnovesij pri primeru moz-zZena
nakazuje na vecen konflikt med spoloma. Cetudi se
zakonca znajdeta v izidu, ki obema prinaSa poziti-
ven rezultat, pa je nekdo od njiju prikrajSan, saj ve,
da se je moral za ugodno situacijo zrtvovati on. Ven-
dar pa za spremembo tega dejstva ni dovolj zgolj
bojkot dogodka. Ce se Zeli ponovno znajti v pozitiv-
nem stanju, mora ne le odpovedati udeleZbo, ampak
v svojo interesno sfero prepricati tudi soigralca, kar
je v vsakodnevnem Zivljenju tezko in od nas zahteva
kompromise. Nazadnje je zelo zanimiva tudi dilema
dveh zapornikov, ki ima eno samo ravnovesje. Vec
empiri¢nih preizkusov je pokazalo, da bodo igralci,
Ce igrajo racionalno, v veckratni ponovitvi zaceli izbi-
rati zgolj moznost »priznamg, kar pa privede do zani-
mivega konflikta. Namre¢, za oba igralca bi bilo naj-
ugodneje, da bi molcala in sprejela vsak svojo dvole-
tno kazen. Ker pa ju vodi pragmati¢nost in Zelja po
maksimizaciji osebnega ugodja, na koncu oba prista-
neta pri triletni kazni. To lepo ilustrira dejstvo, ki ga
je zelo dobro opisal tudi J. F. Nash, in sicer, da stre-
menje k maksimalni zadovoljitvi osebnih potreb ni
nujno tudi pot k druzbenemu optimumu.

Literatura
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Paposovi
Sestkotniki

NZ
MARKO RAZPET

- Papos Aleksandrijski, grsko Ildnmoc 6 Aleloav-
dpevc, na kratko Papos, tudi Papus iz polatinjene
oblike Pappus, je bil zadnji pomembnejsi anticni
matematik. O njem vemo le, da je bil ucitelj v
Aleksandriji in da je 18. oktobra 320 tam opazo-
val Soncev mrk. Rodil se je okoli leta 290, umrl pa
okoli leta 350 naSega Stetja. Njegovo najbolj znano
delo je Zbirka, grsko Xuvaywy®, ki je nastalo okoli
leta 340. Papos je pisal v gr$cini. V obdobju rene-

sanse so ga prevajali v latinScino.

V svoji Zbirki se Papos pretezno ukvarja z geome-
trijskimi problemi. Oglejmo si pobliZze enega, ki je
vzet iz [1] oziroma [2].

Vértaj v dano kroZznico sedem skladnih pravil-
nih Sestkotnikov tako, da je eden okoli njenega
srediSca, na njegovih stranicah pa sloni vsak od
preostalih Sestih z eno stranico, katere nasprotna
stranica je tetiva kroZnice.

Vcrtati Sestkotnike pa je dovoljeno na klasi¢ni na-
Cin, to se pravi s Sestilom in neoznacenim ravnilom.
Predpostavimo, da je naloga Ze reSena. Dana kro-
Znica naj ima srediSce v tocki O in polmer 7 (slika 1).
Na sliki smo oznacili tocke A, B in C ter polmer 7 in
stranico a. PoiS¢imo aritmeticno zvezo med a in 7.
V ta namen podaljSamo daljico OA in na podaljSek
skozi B postavimo pravokotnico, ki ga seka v tocki
C. Trikotnik OCB je pravokotni. Zanj je |OB| = 7,
|AC| = a/2,|0C| =2a+a/2 =5a/2,|CB| = a-/3/2.
Po Pitagorovem izreku velja:

= 2= (5a/2)% + (aV3/2)? = 28a?/4 = 7a°.
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SLIKA 1.
Paposovi Sestkotniki

Torej je ¥ = a+/7 oziroma a = r+/7/7. Daljico dol-
7Zine a je Papos znal konstruirati. Se ve¢, znal je kon-
struirati trikotnik, ki je skladen s trikotnikom O AB.
Kako je to naredil, je razloZzeno v [1]. Avtorjema
[2] se zdita njegova konstrukcija in ustrezna razlaga
prezapleteni, zato predlagata enostavnejSo. Ta po-
teka takole.

Vzamemo daljico OB dolZine 7 in jo s tocko T raz-
delimo v razmerju 2 : 1 (slika 2). Nato konstruiramo
kroZnici K in K>, s katerih vidimo daljici TBin OT
pod kotom 60°. To dosezemo tako, da ob daljici OB
nacrtamo kota 60° z vrhovoma v O in B. Simetrali
daljic TB in OT sekata spodnja kraka teh kotov v
tockah S; in S». Kroznica K s srediS¢em S; skozi
B in kroZnica K> s srediS¢em S» skozi O se sekata v
tocki A. Trikotnik ABO je iskani trikotnik, v katerem
je |AB| = a in |OA| = 2a. Premica AT razpolavlja
<BAO = 120°, in po znanem izreku deli stranico OB
trikotnika ABO v razmerju |[OA| : |AB|, topaje 2 : 1.

Pravilnost potrdimo Se s kosinusnim izrekom za
trikotnik ABO:

= 2= (a)’+a’-2-2a-a-cosl20°
=4a’ +a® - 4a*(-1/2) = 7a°.

MATEMATIKA

Druga konstrukcija trikotnika ABO nas pripelje
do enakega rezultata. Vzamemo daljico OB dolZine
¥ in jo s tocko P razdelimo v razmerju 5 : 2 (slika
3). Nad manjSim odsekom PB konstruiramo enako-
strani¢ni trikotnik QBP, nato pa trikotnik ABO, ki
ima enako viSino kot trikotnik QBP, pri tem pa je P
pravokotna projekcija ogliS¢a A na stranico OB. Hi-
tro se lahko prepri¢camo, da ima trikotnik ABO stra-
nice |AB| = a, |OA| = 2a in |OB| = v = a+/7 ter
<BAO = 120°. Bralke in bralci naj to preverijo. Res
ni tezko.

o) T s, B
2a a c
S, q 1
SLIKA 2.

Prva konstrukcija stranice a

r
0] B
P \ /
N\ o
2a /
N
A Q
SLIKA 3.

Druga konstrukcija stranice a
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Ramanujanova kvadratura

kroga

NZ
ALEKSANDER SIMONIC IN MILENA STRNAD

->

Oris zivljenja S. Ramanujana

Pred 130 leti se je v JuZni Indiji v vasici Erode blizu
mesta templjev Kumbakonama v danasnji drzavi Ta-
mil Nadu v revni in zelo pobozni brahmanski druzini
rodil nenavaden matematicni genij Srinivasa
Aiyangar Ramanujan (1887-1920). Zanj je Ze pred
njegovim rojstvom v druZzini veljalo prepricanje, da
bo to poseben otrok, nad katerim bo po druzinski
prerokbi bdela in spregovorila druzinska boginja Na-
magiri. Ze v rani mladosti se je od sovrstnikov raz-
likoval po izrednem spominu in izjemnem daru za
matematiko. Za Salo je seSteval, odSteval, mnoZil,
delil in razcepljal ve¢mestna Stevila. Kot srednje-
Solec je pomagal univerzitetnim Studentom reSevati
matemati¢ne probleme. S tem si je med njimi prido-
bil ob¢udovanje, pri vecini svojih visokosSolskih uci-
teljev, ki mu niso zmogli slediti in ga niso znali
usmerjati, pa nerazumevanje.

Tako je v osami odkrival Ze znane matemati¢ne
teorije in jih razvijal dalje. Pri tem je odkril veliko
novega in tudi zelo izvirnega. Najbolj so ga prite-
gnili neskon¢ne vrste, verizni ulomki in teorija Ste-
vil. Geometrije se je dotaknil le poredko. Pravzaprav
je njegovo najbolj znano delo na tem podrocju prav
tema tega ¢lanka. To matematino samorastnistvo
brez primernega ucitelja, ki ni bilo podkrepljeno niti
Z ustrezno literaturo, je najvecja razlika med Rama-
nujanovo genialnostjo in drugimi vélikimi matema-
tiki.

Svoja odkritja je Ramanujan brez dokazov ali raz-
lage pisal v zvezka, ki se danes imenujeta Prva in
Druga belezka (ang. Notebook). Ti zapisi so bili in so
Se vedno osnova vseh raziskav in objav Ramanujano-
vega dela Stevilnih odli¢nih matematikov. V tistem

Casu na indijskih univerzah ni bilo mogoce Studirati
izklju¢no matematike. Ramanujan zaradi nezanima-
nja za ostale predmete (npr. za fiziologijo), velike
rev§Cine in ne nazadnje zaradi amebne griZe ni ni-
koli diplomiral. Matemati¢na raziskovanja je preki-
nila njegova mati s tem, da ga je po indijski tradiciji
leta 1909 porocila z nevesto, ki mu jo je leto pred
tem sama izbrala, in ga s tem prisilila, da si je moral
zacCeti iskati sluzbo. Sluzbo, ki naj bi imela mate-
mati¢no ozadje, je Ramanujan iskal pri raznih ma-
tematikih in jim pri tem kot priporocilo kazal svoji
beleZki, vendar je bil kljub obCcudovanju njegovega
dela vse do leta 1912 povsem nerazumljen.

S svojimi odmevnimi prvimi objavami v reviji In-
dijskega matemati¢nega drustva v letih 1911 in 1912
je v Indiji postal znan kot izjemen matematik. Sele
leta 1912 je konc¢no dobil sluZbo racunovodje pri
ogromnem madraSkem pristaniSkem podjetju. Tam
je bil delezen podpore in razumevanja svojih nadre-
jenih, direktorja in velikodusnega plemica inZenirja
Francisa Springa (1849-1933) in matematika S. Na-
rayana Iyerja (1874-1937). Oba sta potem vse do
njegove smrti skrbela zanj. Iyer pa je Se po smrti
veliko naredil za Ramanujanova dela in njegove do-
mace.

Leta 1913, v drugem letu sluZzbovanja, se mu je
nasmehnila sreca. Na pobudo nekaterih indijskih
matematikov je priSel v stik s priznanim matema-
tikom, vodilnim mojstrom dokazovanja, Godfreyem
H. Hardyjem (1877-1947). Ta je skupaj s svojim zve-
stim sodelavcem Johnom E. Littlewoodom (1885-
1977) v njem takoj prepoznal izjemnega matema-
tika. Mocno so ju pritegnile Ramanujanove nove ide-
je in enacbe, Ceprav sta v nekaterih odkrila nepravil-
nosti, ki so bile posledica Ramanujanovega pomanj-
kljivega formalnega znanja matematike. Toda Rama-
nujan, mocno vpet v indijsko tradicijo verovanj, je
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to povabilo sprejel Sele po dobrem letu njunih do-
pisovanj. Sodelovanje vseh treh matematikov velja
za edinstveno v zgodovini. Plod tega sodelovanja
so tudi Ramanujanovi rezultati, dopolnjeni z rigo-
roznimi dokazi, ki so kljub za¢etnemu neodobrava-
nju ostalih profesorjev s Cambridgea postali prepo-
znavni in cenjeni. Po dveh letih bivanja v Angliji
so Ramanujanu podelili diplomo, enakovredno dana-
Snjemu doktoratu, leto zatem so ga sprejeli za clana
Londonskega matemati¢nega drustva. Leta 1918 so
ga kot drugega Indijca izvolili za ¢lana Kraljevega
drustva, za ¢lana Filozofskega druStva Cambridge in
kot prvega Indijca tudi za ¢lana Trinity Collegea.

Pred Ramanujanom je bila bleSc¢eca kariera, toda
amebna griZa, ki je s krajSimi prekinitvami mirovala,
je ponovno izbruhnila. Napacno postavljena diagno-
za, Ramanujanovo zavracanje uradne medicine, ne-
prijazno podnebje in vojno pomanjkanje hrane so
bolezen le Se poslabsali. Leta 1919 se je vrnil do-
mov v Madras, danasnji Chennai, kjer je leto kasneje
umrl.

V tem obdobju je napisal 138 strani novega roko-
pisa o laznih funkcijah theta in ga poslal Hardyju.
Ta rokopis so potem zalozili in je bil slucajno odkrit
Sele leta 1976, zato je danes poznan kot Izgubljena
belezka (ang. Lost Notebook). Matematiki so v ob-
dobju od 1985 do 1998 uredili beleZzki v pet knjig,
Izgubljena belezka pa jih zaposluje Se danes.

MATEMATIKA

Stevilo 77 in kvadratura kroga

Spoznanje, da je razmerje med obsegom in preme-
rom kroznice vselej konstantno, spada med najvecje
dosezke v zgodovini znanosti. Zato ni presenetljivo,
da so se s tem razmerjem, ki ga oznacujemo s T,
ukvarjali tudi najimenitnejSi matematiki od antike
dalje. Skrivnost je bila Ze njegova umestitev med
Stevilske mnozice. Pojavili sta se vprasanji: Ali je
1T racionalno Stevilo? Ga lahko konstruiramo z ev-
klidskim orodjem, torej samo s Sestilom in neozna-
Cenim ravnilom? Slednje vprasanje o konstruktibil-
nosti so starogrski matematiki postavili v obliki pro-
blema kvadrature kroga. To sprasuje po konstrukciji
stranice kvadrata, ki ima enako plosc¢ino kot podan
krog. Da je problem neresljiv, je dokazal nemski ma-
tematik Carl L. F. von Lindemann (1852-1939) Sele
leta 1882. Jedro dokaza je izrek, da 7t ni nicla nobe-
nega polinoma, katerega koeficienti so cela Stevila.
Takim Stevilom pravimo transcendentna. Iracional-
nost je bila znana Ze leta 1761 po zaslugi Johanna
H. Lamberta (1728-1777).

V zgodovini se je pojavilo kar nekaj pribliznih
konstrukcij kvadrature kroga, za katere so avtorji
pred Lindemannovim dokazom pogosto trdili, da
predstavljajo reSitev problema. Kasnejse konstruk-
cije so v vecini posledice izziva, da iz konstruktibil-
nega priblizka za 1T najdemo elegantno pribliZno re-
Sitev problema. Ramanujan je podal taki konstruk-
ciji.

Prvo konstrukcijo je objavil leta 1913 v enostran-
skem ¢lanku v reviji Indijskega matemati¢nega dru-
Stva in temelji na pribliZku 355/113. Od kod ta pri-
blizek? Znano je, da lahko vsako realno Stevilo zapi-
Semo v obliki enostavnega veriznega ulomka:

1
1 y
at
ar + —

" ap+

kjer je ap neko celo Stevilo, a,,a»,... pa neka na-
ravna Stevila. Za zgornji izraz se pogosto uporablja
krajsi zapis

= [ag;a1,az,...],

Stevila v njem pa imenujemo verizni koeficienti. Ce
je veriznih koeficientov kon¢no mnogo, imamo

PRESEK 46 (2018/2019) 6




MATEMA

TIKA

%

opravka z enostavnim koncnim veriznim ulomkom.
V nasprotnem primeru izrazu pravimo enostaven
neskoncni verizni ulomek. Pri razvoju racionalnega
Stevila v enostaven verizni ulomek si lahko poma-
gamo z Evklidovim algoritmom in ta razvoj je vedno
koncen. Drugace je pri iracionalnih Stevilih, kjer je
razvoj neskoncen. V sploSnem si moramo pri tem
pomagati s priblizki, ki jih dobimo iz pripadajoce
desetiSke oblike, zapisanimi z dovolj$Snjim Stevilom
decimalk. Ce zapi$emo §tevilo 7T na trinajst mest na-
tancno, torej 7T ~ 3,141592653590, dobimo

= 7 =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,...].

Ce upostevamo samo nekaj prvih veriznih koeficien-
tov, govorimo o veriznih priblizkih, ki so racionalna
Stevila in zelo dobro aproksimirajo pravo vrednost.
Tako je drugi veriZni priblizek Stevila 7t Arhimedov
priblizek [3;7] = 22/7, Cetrti veriZzni priblizek, ki ga
je Ramanujan izbral za svojo konstrukcijo, pa je

L 35
1 113°
15+ 1

= [3;7,15,1] =3+
7+

Absolutna napaka tega priblizka je manjSa od
2,6677 - 1077,

Drugo konstrukcijo je Ramanujan objavil leta
1914 v prelomnem c¢lanku o modularnih enacbah in
aproksimacijah Stevila 7r. V c¢lanku je zapisanih
mnogo neskoncnih vrst za 1/, med katerimi je tudi

228

1 Z (4n)!(1103 + 26390n)
T 992 =

(n!)43964n

Ta vrsta zelo hitro konvergira in je zato uporabna
pri izracunu Stevila 7t na veliko decimalk. IzboljSana
inacCica te formule se uporablja v algoritmu bratov
Cudnovski, s katerim $e danes dosegajo rekorde v
racunanju Stevila 7r. Ramanujan je brez pojasnila
za priblizek svoje konstrukcije izbral Stevilo
V92 +192/22. Zelo verjetna razlaga za tako izbiro
se ponovno skriva v veriZznem ulomku. Velja namrec

= 7% =[97:2,2,3,1,16539,1,6,7,...],

od koder nam peti verizni priblizek da

1
= [97:2,2,3,1] = 97 + :
2+2 1
+3+1
2143, 19?
= VT

Ta priblizek je za dva velikostna reda boljsi od
prejSnjega, saj je absolutna napaka manjsa od
1,0072 - 107°.

Ramanujanovi konstrukciji

Ob spremljanju obeh Ramanujanovih konstrukcij se
bomo soocili z njegovim neobi¢ajnim na¢inom mi-
Sljenja in vpogleda v sam problem, ki izhaja iz nje-
gove genialnosti, izjemnih ra¢unskih spretnosti in
pomanjkljive formalne izobrazbe. Vse to od bralca
zahteva posebno zbranost, ker se mu drugace lahko
celo zazdi, da je Ramanujanova konstrukcija povsem
nakljucen izbor korakov, ki nas slucajno privede do
pravilnega in racunsko preverljivega rezultata.
Zatnimo z obravnavo prve Ramanujanove kons-
trukcije. Bralcu svetujemo, da ob opisu spremlja
sliko 2, ki se pojavi tudi na 221. strani Druge be-
lezke. Vzemimo kroznico K s srediS¢em v O in pre-
merom PR. Naj bo T taka tocka na daljici OR, da
je |OT| = 2|TR|. Tocka Q naj bo eno od presecisc¢
pravokotnice na PR v T s kroznico K. Vzemimo
tocko S € X na istem bregu premice PR kot Q, da
bo |RS| = |TQ|. Tocki M in N naj bosta zapore-
T s premico PS. Na pravokotnici skozi P premice
PR izberimo to¢ko L, da bo |PL| = |[MN|. Vzemimo
tocko K € X na istem bregu premice PR kot L, da
bo |PK| = |PM]|. S C oznacimo tako tocko na pre-
mici KR, da je |RC| = |[RH|, kjer tocka H razpolavlja
daljico PO. Naj bo D preseciS¢e vzporednice premici
LK skozi C in premice LR. Trdimo:
355 5
113 |OR|-.
To pomeni, da je razmerje k; ploS¢in kvadrata ABRD
in kroga X enako

* |[RD|? = (1)

ok, - 1355

[ . 77
7T113<1+0.85 1077,

= 1+0,849-1077

10
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SLIKA 2.
Priblizna kvadratura kroga, osnovana na ulomku 355/113.

Dokazimo enakost (1). Najprej opazimo, da zaradi
pravokotnosti trikotnikov APKR, APRS in ALRP,
ki imajo skupno stranico PR, velja zveza

= |PK|? + |KR|? = |PS|? + |RS|?

= |LR|*> - |PL|?> = |PR|°.

Po Evklidovem viSinskem izreku za trikotnik APRQ

imamo |RS|? = |TQ|? = |PT| - |TR|. Po definiciji
tocke T velja |[PT| = 2|PR| in |[TR| = §|PR|. Zato je
IRS|? = 2= |PR|%. Ker je |PK| = |[PM| = 3|PS], sledi
IKR|? = |PS|? - |PK|* + |RS|? = §|PS|2 + [RS|?

— 3 2 2 2 _ 113 2

= (IPRI> —RSI?) + IRS|* = 155 PRI,
Ker je |PL| = [MN| = 3|PS], sledi
= [LRI? = |PR|* + |PS|2

1 355
— 2 - 2 2
= IPRI” + § (IPRI® = IRSI?) = J55 IPRI”.

Zaradi podobnosti trikotnikov ALKR in ADCR ima-
mo |RD|/|LR| = |RC|/|KR|. Ker je |RC| = |RH| =

MATEMATIKA

3|PR], sledi
. s » ILR|?
e T L
3\2 (12 52355 » 355 )
=(=) (= R R
<4) (18) 1131081 = 713 10K1%

S tem je enakost (1) dokazana.

Podali bomo Se drugo Ramanujanovo konstrukcijo
(glej sliko 3), ki jo Ramanujan ni niti poskusil obra-
zloziti. Vzemimo kroznico X s srediS¢em v O in
premerom AB. Naj bo T taka tocka na daljici AO, da
je |ITO| = 2|AT], in C naj bo eno od preseciS¢ pra-
vokotnice na AB v O s kroznico K. Naj bo N tocka
na daljici CB z lastnostjo |CN| = 2|AT| in M naj
razpolavlja daljico CN. Tocka P naj bo taka tocka
na daljici AN, da je |[AN| = |AM]|, in tocka Q naj
bo taka tocka na daljici AM, da sta premici PQ in
BC vzporedni. PreseciSc¢e vzporednice premici OQ
skozi T s premico AM oznacimo z R. Na pravoko-
tnici skozi A premice AB izberemo tocko S z lastno-
stjo |AS| = |AR|. Tocka D naj bo taka toc¢ka na pre-
mici AB, da je |OD| = |OS]| in da A leZi na daljici
DO. PreseciSce polkroZnice s premerom DB s pre-
mico OC oznacimo z E. Naj bo F taka tocka na pre-
mici OC, da je |FE| = 3|OE]| in da O lezi na daljici
FE. Tocka G pa naj bo taka tocka na daljici FE, da je
|FG| = |OB|. PreseciSce polkroZnice s premerom FE
s pravokotnico na FE v G oznaCimo z H. Potem velja

/ 192
n 2 _ 2492
|[FH|* = |OB|“4/9% + — T

To pomeni, da je razmerje k, ploscin kvadrata JIHF
in kroga K enako

)

2
= 1—3,21-10-10<k2=l 92+£
e 22

<1-3,2-10710,

Opomniti moramo, da Ramanujan ni podal konstruk-
cije kvadrata, temvec se je ustavil pri daljici OS.
Dokazimo enakost (2). Po Evklidovem izreku
imamo |FH|?> = |FG| - |FE| = 3|OB| - |OE| =
3|0B|/|DO| - |OB| = 3|0B|+/|SO| - |OB|. Dokazati

Zelimo

2
= [SO|2 = |OB|? <1+1(19> )

22\9 ©)

%
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Po Pitagorovem izreku imamo |SO|2 = |AR|%2+|OB|2.

Zaradi podobnosti trikotnikov AATR in AAOQ

imamo |AR| = %IAQI. Podobnost trikotnikov AAPQ

in AANM pa nam zagotavlja |[AQ| = |AM|2/|AN].

Torej je

* |SO|*> = |OB|? <1 + 1|AM'4> :
9 |OB|2|AN|2

Enostavno izra¢unamo |AM|? = %IOBI2 in |AN|? =
%IOBIZ. To vstavimo v prejSnjo enakost in dobimo
(3).

Ob zakljucku dodajmo, da je Ramanujan tudi v
svojih preostalih ¢lankih ostajal skop s pojasnili. Ste-
vilna odkritja je izrazil pogosto celo samo s konc¢-
nim rezultatom, formulo ali izrekom brez kakega do-
kaza. Zato lazje razumemo, zakaj je Studij original-
nih Ramanujanovih zapisov tako zahteven.

SLIKA 3.
Priblizna kvadratura kroga, osnovana na Stevilu /92 + 192/22.

Naloge

Te naloge so Ramanujanove trditve iz ¢lankov, kjer
sta opisani konstrukciji. Preveri, Ce so resni¢ne. Upo-
Stevaj, da je ena milja enaka 63360 palcev (en palec
meri 2,54 cm).

= Ce naredimo kvadraturo kroga plos¢ine 140000
kvadratnih milj po prvi konstrukciji, je dolzina
stranice kvadrata pribliZzno en palec vecja od pra-
ve vrednosti.

= Ce naredimo kvadraturo kroga premera 40 milj
po prvi konstrukciji, se dolZina stranice kvadrata
od prave vrednosti razlikuje za manj kot desetino
palca.

= Geometrijska sredina Stevil |OS| in |OB]| (glej sliko
3) se od Sestine obsega kroga s premerom |AB| =
8000 milj razlikuje za manj kot dvanajstino palca.

X X X

Barvni sudoku

A2

- V 8 x 8 kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh osem Stevil.

12
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Sat

FIZIKA

N2
ANDRE] LIKAR

- Sat je skupek voscenih celic, kamor ¢ebele shra-
njujejo med, cvetni prah in zalego. Ocara nas s
pravilno zgradbo, saj so pravilni Sestkotniki tesno
zloZeni drug ob drugem (glej sliko 1). Le kako se

Ccebelam posreci zgraditi tako pravilno zgradbo?

SLIKA 1.
Celice v satu so skoraj pravilni Sestkotniki.

Ze od pamtiveka so ljudje slutili, da se za zgradbo
sata skriva nekaksen globlji smisel. Cebelji vosek
morajo Cebele uporabiti ¢im bolj smotrno, saj ga ni
lahko narediti. Vosek nastane s presnovo medu v
Cebeljih voskovnih zZlezah. Za kilogram voska pora-

bijo ¢ebele 8,4 kilograma medu. Zato je misel, da
je satovje zgrajeno, kar se da premisSljeno, povsem
razumljiva. In res, ameriski matematik Thomas Ha-
les je nedavno tega dokazal satno domnevo. Sat iz
pravilnih Sestkotnikov je najekonomicnejsi: pri dani
ploscini celic Py, s tem pa tudi pri njeni prostornini,
je poraba voska pri dani debelini sten najmanjsa. Sat
z drugacno obliko celic pri enaki ploScini Py in enaki
debelini sten bi bil glede voska bolj potraten. To je
pomembna zmaga za Cebele!

Pa poglejmo na treh primerih, kako je s to domne-
vo. Denimo, da bi najprej ravnino prekrili s kvadrati,
kjer je ena stranica kateregakoli kvadrata hkrati stra-
nica drugega kvadrata. Kaksno je razmerje med vso-
to obsegov kvadratov v velikem delu ravnine in vsoto
njihovih plosc¢in? Obseg enega kvadrata je v povpre-
¢juob, = 2a, kjer je a njegova stranica. Ena stranica
je namre¢ hkrati tudi stranica sosednjega kvadrata,
zato je ne smemo Steti dvojno. Ce izberemo kvadra-
tovo plosc¢ino Py = a?, je razmerje med povprecnim
obsegom in to izbrano plosc¢ino

Prekrivanje z enakostrani¢nimi trikotniki da

oby _

4 1 1
= V27— =2,280 —.
Py Py ’ Py

P P

Ti dve vrednosti primerjajmo s prekrivanjem v
obliki sata:

oby,
Py

1 1
= V12 = =1,861 —.
N VP
Najbolj ekonomic¢no prekrivanje od teh je zadnje,
saj je koeficient pred ﬁ tu najmanjSi. Hales je do-
kazal, da je to najmanjSi koeficient med vsemi mo-
Znimi prekrivanji s poljubnimi liki enake ploScine.

%
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Cebelja »pamet« nas sicer lahko ocara, a sSmo vse-
eno v dvomih; ni¢esar ne vemo o debelini sten. So
tudi te optimalno izbrane? Ekonomicnost bi se iz-
boljsala, ¢e bi ¢ebele delale nekoliko vecje celice. Ali
je velikost celic tudi kako optimirana? O tem satna
domneva nic ne pove.

%\

i\"' "‘7.’“"('.’“‘7.’“"”‘
A A Y'A A /

Y Y Y

S

SLIKA 2.
Prvotne celice v satu so okrogle, med njimi je precej praznega
prostora (modro).

Velikost celic je doloCena z velikostjo same Cebele.
Kako gradijo Cebele sat? Vosek z usti pregnetejo in
okoli sebe zgradijo sprva okrogle celice, ki jih na-
slonijo na dve Ze zgrajeni. Sat iz okroglih celic bi
imel prav slabo ekonomijo, saj je koeficient pri njem
kar 3,54 v primeri z najmanjSim 1,861. Nastane tudi
precej praznega prostora med celicami (glej sliko 2).
Kmalu zatem pa Cebele zapolnijo prazne prostore
z naklju¢nim brcanjem v stene sprva okroglih celic.
Cebele vosek s telesi segrejejo na temperaturo okrog
35 °C. Tedaj je mehak in gnetljiv ter se brcam zlahka
vdaja. Brcanje ja lahko povsem naklju¢no, ni nujno,
da je usmerjeno proti vrzelim v prvotnem satu. Br-
canje pripelje do sata s celicami v obliki pravilnih
Sestkotnikov. Da bi to trditev podprl, sem napisal
racunalniSki program, kjer zatnem z okroglo celico,
potem pa z naklju¢nimi radialnimi sunki po malem
celico preoblikujem. Vsak sunek nekoliko premakne
steno celice. V praznem prostoru, kamor ¢ebele ne
morejo, ni sunkov v nasprotni smeri, v sosednjih ce-
licah pa cebele, ki so tam, poskrbijo za nasprotne
sunke. S tem se Sirjenje sten ustavi. O pravilnih
Sestkotnikih ¢ebele ne vedo nicesar, pojavijo se sami
od sebe. Preobrazba iz krozne celice v Sestkotno je

prikazana na sliki 3. Na levi je originalna celica, ki
jo Cebele naredijo najprej, potem pa se z majhnimi,
nakljucno velikimi sunki, celica preoblikje v pravilni
Sestkotnik.

SLIKA 3.
Tudi z naklju¢nimi sunki v radialni smeri se sprva okrogla celica
preobrazi v Sestkotno, prazni prostori (modro) se zapolnijo.

Preoblikovanje v Sestkotnike opazimo tudi pri
drugih pojavih. Ce grudi enako velikih vodnih ba-
lonov omejimo Sirjenje, se pri polnjenju za¢no pre-
oblikovati v Sestkotnike in se postavijo kot celice v
satu. V programu prikazemo polnjenje balonov z
vodo z enakomernimi sunki (glej sliko 4). Tudi pr-
sti na rokah, ki jih z vrhovi blazinic staknemo in vti-
snemo ene proti drugim, tvorijo znacilne kote 120
(glej sliko 5). Stisnjene palicice, ovite z vato, so prav
tako podobne satu (glej sliko 6).

SLIKA 4.
Sprva okrogli baloni postopno dobivajo v prerezu obliko
Sestkotnikov.

Izjemne lastnosti voska torej pomagajo ¢ebelam
priti do najbolj ekonomic¢nega sata. Vosek je gne-
tljiv in voljan pri viSji temperaturi in zelo trden pri
nizji, kar omogoca zanesljivo hrambo medu in cve-
tnega prahu ter dobro zascito zaroda. Osja gnezda
imajo nekoliko bolj okrogle celice (glej sliko 7), Ce-
prav tudi tu najdemo predele zelo podobne satu. Pri
osah je gradivo podobno papirju, ki nima lastnosti
voska. Izdelava takega gradiva pa stane ose precej
manj, kot stane cebele izdelava voska.

14
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Krizne vsote

vy v

- Naloga resevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razli¢ne.

SLIKA 5.
Blazinice prstov na rokah se pri tesnem stiku postavijo pod
znacilnim kotom 120°.

N2
SLIKA 6. RESITEV KRIZNE VSOTE

Tudi stisnjene vatirane paliCice so podobne satu.

SLIKA 7.
Zapusceno osje gnezdo - celice so skoraj okrogle.
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:
OPTIENI | NENASE | PRODI- | NAPOVED DOLBENJE
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RAZVEDRILO

NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz osteviléenih polj vpisite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

www . presek.si/krizanka
ter ga oddajte do 1. avgusta 2019, ko bomo
izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
Zno nagrado.

X X X
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ASTRONOMIJA

Slovenija pod skupnim nebom

PETEK 6. SEPTEMBER 2019

NN
ZORKO VICAR

- Letos Mednarodna astronomska zveza (The In-
ternational Astronomical Union - IAU) praznuje
100. obletnico delovanja. V spomin na ta mejnik
naj bi po vsem svetu organizirali celoletno pra-
znovanje, promocijo astronomije. Geslo prazno-
vanja je 100 let pod skupnim nebom (100 Years
Under One SKky). Slogan lahko razumemo tudi kot
pod enim ali celo pod edinim nebom. Vse tri in-
terpretacije imajo svoj globji pomen. Koledar do-
godkov po drzavah, tudi v Sloveniji, je na naslovu:

www.iau-100.org/events.

Ciljev IAU100 je veliko. Navedimo le nekatere:

= povecati pomen sodelovanja tako na lokalnem kot
globalnem podrocju,

= opozoriti na pomen tehnoloSkega razvoja za na-
predek astronomije,

= gspodbujanje Sirokega dostopa do astronomskih
znanj in opazovalnih izkuSenj,

= vkljuCevanje raznolikosti v astronomsko skupnost
- sodelovanje z ostalimi vedami in razli¢nimi so-
cialnimi skupinami,

= pzaveScCanje in razprava o morebitnih novih vzne-
mirljivih astronomskih dogodkih,

= ohranjanje in zaS¢ita svetovne kulturne in naravne
dediSc¢ine temnega in mirnega neba.

Torej - Zivimo pod enim, skupnim in edinim nebom.

V resnici se osnovni cilji prakti¢no v vecini tock
ujemajo s ciliji Mednarodnega leta astronomije 2009
(400 let po Galileju). Projekt MLA2009 je bil med naj-
uspesnejSimi promocijami astronomije v svetu (Se
posebej v Sloveniji) po poletu na Luno in po prehodu
Venere ¢ez Sonce 2004. Leta 2009 so se drustva, uni-
verze, Sole, Ministrstvo za izobraZevanje, znanost
in Sport Republike Slovenije ter mnogi posamezniki
zelo potrudili, da je mednarodno leto astronomije
pustilo trajen pecat v slovenskem kulturnem pro-
storu. Organizirana so bila mnoga javna opazovanja
(zdale¢ najbolj mnozZi¢no v parku Tivoli v Ljubljani),
predavanja, razstave astronomskih vsebin, slik po
Solah in v Tivoliju, razstava o Pavlu Kunaverju, kon-
gres Slovenija in vesolje, zacelo se je drzavno tek-
movanje iz astronomije. Vecina Sol je z odprtimi
rokami sprejela darilo drZzave in si tako priskrbela
astronomsko opazovalno opremo, teleskope, daljno-
glede, nekatere kamere in ostalo dodatno astronom-
sko opremo.

Drzavo smo z vztrajnim trkanjem v letih 2008/09
nekako le prepricali, da je kon¢no sistemati¢no pri-
stopila k opremljanju Sol z astronomsko opremo. V
bistvu se je to zgodilo prvi¢, od kar sta Simon Ma-
rius in Galileo Galilei pred davnimi 410 leti opra-
vila prva resna astronomska opazovanja z daljnogle-
dom (teleskopom) in hkrati podala razlago videnega.
Galilejeva opazovanja opisana v Zvezdnem slu (Si-
dereus nuncius iz 1610) so predstavljala velik pre-
skok v razvoju pravilnega razumevanja nebesne me-
hanike, vesolja nasploh. Tudi razumevanje poloZaja
Cloveka v vesolju se je zacelo pospeSeno spreminjati
in se Se danes spreminja, ostaja odprto, kot skriv-
nost vesolja samega. Hkrati pa se je z uvedbo te-
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leskopov tudi izjemno povecala merilna natanc¢nost,
kar za nekaj velikostnih redov. Globina pogleda v ve-
solje se je zaradi teleskopov (velikih premerov objek-
tivov) do danes povecala iz nekaj milijonov svetlob-
nih let na milijarde svetlobnih let, prakti¢no skoraj
do burnega rojstva vesolja. Da to dejstvo vsaj delno
dojamemo, je potreben pogled skozi teleskope na,
recimo, Luno, planete, na Sibke kopice Rimske ce-
ste in na oddaljene galaksije. Seveda nam fotogra-
fija razkrije Se veliko vec in seze Se veliko dlje v glo-
bine vesolje, a izkuSnjo pogleda v globoko nebo in
razumevanje videnega bi morali privosciti vsakemu
ucencu, ucenki, Zemljanu.

Pobuda solam v letu 2019

Ce smo leta 2009 po $olah pripravljali astronomske
vecCere, predavanja, opazovanja, pa bi tokrat lahko
Sole naredile majhen korak naprej, a velikega za Slo-
venijo. Vecina Sol lahko tokrat povabi prakti¢no vso
Slovenijo (vsaka svoj Solski okoli§) na astronomska
opazovanja na Solsko dvorisce, Solski vrt, teraso, ob-
servatorij (e ga Ze ima). Izvajala bi se zgolj osnovna
Galilejeva opazovanja nebesnih objektov (Luna, Sa-
turn, Jupiter), morebiti se obiskovalcem pokaze Se

Saturn

Kozorog

Strelec

Jug;m'la\

SLIKA 1.

ASTRONOMIJA

kaksna dvojna zvezda, kopica, galaksija, ki jih zmore
poiskati prakticno vsak ucitelj naravoslovnih pred-
metov.

Zagotovo bi s primerno promocijo take povezo-
valne noci, na katero bi povabili vse generacije iz
Solskih okoliSev, naredili dodaten korak k Se boljsi
povezanosti Sol z okoljem, med samimi ljudmi, z
naravo, tudi z zvezdnim nebom. Taka druzZenja po
pravilu pomagajo k boljSemu razumevanju v lokalni
skupnosti, k povecanju zanimanja za astronomijo,
tudi k razumevanju krhkosti ravnovesja v naravi, po-
mena temnega nocnega neba. Velikokrat podobna
druzenja tudi spremenijo nacin in fokus razmislja-
nja, nac¢in samega bivanja, in to na bolje.

Datum, ko je predlagano astronomsko opazovanje
moc¢ izvesti v eni noci, lahko celo v uri ali dveh, se-
veda ob lepem vremenu, je, recimo, petek 6. septem-
ber 2019. To je zacetek Solskega leta, ko smo Se vsi
sproSceni in zbrani po poletnem dopustniSkem »ba-
bilonu«. No¢i so Se dokaj tople, mrak pa se za¢ne Ze
pred 20. uro. Ce $ola ni ve$¢a rokovanja z vec¢jimi ra-
CcunalniSko vodenimi teleskopi, so za omenjena opa-
zovanja dovolj Ze namizni Dobsoni ali ve¢ji daljno-
gledi na stojalih. Astronomska oprema v letu 2019
ne bi smela biti vec¢ji problem.

Luna Tehtnica
Jupiter

ékor7o/n

Juzno nebo 6. septembra zvecer: Luna v Kacenoscu, Saturn v Strelcu levo od Lune, Jupiter v Ka¢enoscu desno od Lune. Morebiti
vas bo kdo Se povprasal, kako to, da sta Luna in Jupiter v Ka¢enoscu, ki uradno ni del zodiakalnih ozvezdij.
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Opazovanja bi se lahko zacela ob 19.45 (zaid Son-
ca je ob 19.32). Takrat je brez vecjih tezav mogoce
na juZnem nebu poiskati prvi Lunin krajec, Saturn
levo (vzhodno), Jupiter desno (zahodno). Lahko pa v
program opazovanj vklju¢imo Se Andromedino gala-
ksijo M31, planetarni meglici M57, M27, razsuto ko-
pico M11, kroglasto kopico M13, dvojni zvezdi Albi-
reo, Gama Andromede, (M15, M81, M82, M51, M17,
M20, M8, Hi-h). Na Luni lahko, recimo, pokazemo
Morje tiSine, obmocje, kjer je pristala posadka mi-
sije Apollo 11 (20. julija leta 1969), ali obmocje, kjer
se nahaja krater Vega (Jurij). Tako kot pri Luni tudi
pri ostalih objektih lahko predstavimo osnovne po-
datke (oddaljenost, temperatura, teZni pospeSek na
povrsju). Jupitrove proge, atmosfera in lune ter Sa-
turnovi obrocki nikogar ne pustijo ravnodusnega, za-
nimivosti o plinskih velikanih nam ne bo zmanjkalo,
ocena velikosti kraterjev na Luni pa tudi preseneti
vecino opazovalcev. Namen takih opazovanj seveda
ni globoko razpredanje o videnem, ampak predvsem
cudenje, lepota videnega, razlocevanje podrobnosti,
ki so kdaj v okularju veliko bolj o¢itne, prepricljive,
kot recimo na slikah. Velja pa, da nekaj osnovnih
informacij opazovalec o videnem mora dobiti.

Lepo bi bilo, ¢e bi torej vse Sole v eni noc¢i po
celotni Sloveniji za ucence (tudi ucitelje, starSe in
obcane iz okolice Sol, popotnike skozi naSe kraje,
za vse generacije, tudi ostarele) osnovna Galilejeva
astronomska opazovanja izpred 410 let. Solam bi
pomagala tudi astronomska drustva, univerze, posa-
mezniki. Ali nam bo torej uspelo prebuditi astro-
nomsko Slovenijo?

Priprava na Slovenijo pod skupnim nebom 2019

Ker letos mineva 50 let prvega pristanka ¢loveka na
Luni, bi lahko, recimo, v petek 19. julija 2019 na
predvecer obletnice dogodka povabili radovedneZe
na Solo in si najprej skupaj ogledali planeta Saturn
in Jupiter pa Se kaj, nato pa Luno, ki vzide ob 22.30.
Seveda bo tri dni prej Se ena lepa priloZnost za dru-
Zenje, in sicer bo v torek 16.7.2019 delni Lunin mrk
(zacetek kmalu po 23. h, sredina ob 23.31).

Realno ne moremo pricakovati, da se prav vse Sole
odzovejo na astronomska opazovanja, recimo 6. sep-
tembra 2019, a kar nekaj Sol bi ta izziv zmoglo -
lahko da celo vecina. Vsaka Sola, ki ji bo uspelo prire-

diti javna opazovanja za okolico, bo na koncu bogato
poplacana, malo verjetno, da z denarjem, ampak za-
gotovo s hvaleznostjo obiskovalcev.

Zagotovo pa je lahko tako srecanje pod skupno
velitastno zvezdno streho zacetek imenitne vaje iz
nebesne mehanike, in to za vse nas, tudi naklju¢ne
obiskovalce nasega druzenja. To je lahko zacetek
opazovanja zbliZzevanja Jupitra in Saturna, ki se bo
zgodilo 21. decembra (kar na zimski solsticij) 2020
v Kozorogu, ko se bosta plinasta nebesna potepuha
navidezno zblizala (konjunkcija) zgolj na Sest kotnih
minut. Srecanja Jupitra in Saturna se sicer doga-
jajo priblizno na vsakih 20 let, a tokratno srecanje
je posebej zanimivo zaradi njune izjemne bliZine, ko
bomo lahko v teleskopu elegantno opazovali hkrati
kar oba plinasta velikana (tudi do 200-kratni pove-
Cavi). Leta 2040 in 2060 bosta planeta narazen za
vec kot stopinjo (ve¢ kot dve polni Luni), leta 2080
pa spet samo Sest kotnih minut. Taka bliZnja ko-
njunkcija (Ze prakticno skoraj okultacija, prekriva-
nje za prosto oko), ko lahko kar s prostim o¢esom
spremljamo, kako Jupiter lovi gospodarja prstanov
Saturna (Jupiter porabi za obhod okrog Sonca nekaj
manj kot 12 let, Saturn pa nekaj manj kot 30 let),
je velicastna vaja iz nebesne mehanike, ki jo za nas
naredi vesolje. Vsakdo lahko planeta na nebu tudi
slika, vsaj nekajkrat na mesec (recimo, da je Jupi-
ter na desnem robu slike), ko je to seveda mogoce, v
jeseni 2020 pa veckrat. Ze preprosto gledanje zapo-
redja slik nam bo odprlo velicastno logiko nebesne
mehanike (podobna vaja iz leta 2000 je na: www2.
arnes.si/~gljsentvidl0/raz9900/ani4.htm).

Zblizevanje planetov lahko sicer animiramo kar v
Stellariumu ali kakem drugem astronomskem pro-
gramu, a to ni tista primarna izkusnja, ki je pripeljala
do razumevanja vesolja. To je zgolj Se eno meZika-
nje na ekranih prenosnih telefonov ali racunalnikov,
ki ¢loveku vzame bistvo ¢arobnosti sveta, ki pa je
zagotovo pod naravnim zvezdnim nebom, med pri-
jatelji.

Slovenija torej opazuje nocno nebo 6. septembra
2019!

www.obzornik.si
www.dmfa-zaloznistvo.si
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Apollo 17

SLIKA 3.

Slovenija pod skupnim nebom 2019 je lahko tudi uvod, da vsaj
nekateri obiskovalci za¢nejo bolj redno spremljati dinamiko na
no¢nem nebu. Recimo blizanje (lovljenje) Jupitra in Saturna
SLIKA 2. - seveda kar s prostim ocesom ali tudi navadnim fotoapara-
tom. Veli¢astna konjunkcija obeh planetov se bo namrec zgo-
dila 21. decembra 2020, ko ju bomo pol ure po zahodu Sonca
(ze 16.45) lahko opazovali le okrog Sest kotnih minut narazen
v istem polju teleskopa, kar se zgodi zelo redko.

Karta podrocij pristanka ¢loveskih posadk na Luni. Prvi prista-
nek se je zgodil 20. julija 1969 ob 22. uriin 56 minut (21. julija
ob 3. uri zjutraj po srednjeevropskem ¢asu), misija Apollo 11.
Vir: Jason Major.

Akcijo Slovenija opazuje nebo 6. septembra bo
koordiniralo DruStvo matematikov, fizikov in
astronomov Slovenije www.dmfa.si.

Vse informacije, aktivnosti in prijave opazo-

Letos mineva tudi 100 let potrditve Einsteinove
sploSne teorije relativnosti preko Soncevega
mrka (na fotografijah je bil »zaznan gravitacij-
ski« premik zvezdnega ozadja v bliZini zamra- X » - )
¢enega Sonca), 50 let od pristanka ¢loveka na valnih mest za akcijo Slovenija opazuje nebo
Luni, 10 let od Mednarodnega leta astronomije 6. septembra so objavljene na spletnih straneh
(MLA2009), 70 let DMFA. Letos ESO (Evropski www.portalvvesolje.si.

juzni observatorij) praznuje 50 let delovanja (La
Silla, Cile). Mineva tudi 400 let od objave iz- X X X
jemno pomembnega tretjega Keplerjevega za-
kona. Ta zakon je osnova gravitacijskega za-
kona (je matemati¢no v bistvu gravitacijski za-

kon), je tudi temelj moderne kozmologije, vede | T <

o dinamiki vesolja, rojstvu in sestavi vesolja. www.porta vesolje.sl
www.dmfa-zaloznistvo.si

Cwwwdmfa.si W wn.preselcsi
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Ocena Casa trajanja sredisCnega
navideznega prehoda Venere Cez Jupiter

N2
MARIJAN PROSEN

> Z Zemlje lahko opazujemo navidezni prehod Ve-
nere cez Jupiter (glej sliko). Ocenite cCas trajanja
srediS¢nega navideznega prehoda Venere cez Ju-
piter, ko Venera (manjsi krog na sliki) navidezno
precka Jupiter tako, da gre njeno navidezno sre-
diS¢e natancno cCez srediSce Jupitrove navidezne
okrogle ploskvice (Cez srediSce vecCjega kroga na
sliki). Cas trajanja sredi$¢nega navideznega pre-
hoda navedite na minuto ali vsaj na desetinko ure

natancno.

Napotek

Venera in Jupiter naj se gibljeta po kroznicah okrog
Sonca. Vzamemo najpreprostejSi primer (idealno si-
tuacijo, ki je v praksi neuresnicljiva ali nemogoca,
racun pa lahko vseeno izvedemo), in sicer tako, da
leZijo Zemlja, Venera (v zgornji konjunciji s Soncem)
in Jupiter (v konjunkciji s Soncem ) skoraj na isti pre-
mici in da navidezno manjsSa okrogla Venera potuje
natancno Cez srediS¢e navidezno vecjega kroznega
Jupitra (srediS¢ni navidezni prehod).

Podatki: zorni kot Venere je 10” (najmanjsi), zorni
kot Jupitra je 30” (najmanjsi), oddaljenost Venere od
Zemlje je 1,7 ae., oddaljenost Jupitra od Zemlje je
6,2 ae., hitrost Venere na kroZnem tiru je 35 km/s,
hitrost Jupitra na kroZznem tiru je 13 km/s, premer
Venere je 12000 km, premer Jupitra pa je 143 000
km; 1 ae. (astronomska enota) meri 150 milijonov
km.

Opomba. Navidezno gibanje obeh planetov naj se
odvija le v eno smer, npr. v desno pri pogledu na
planeta; sicer so moZne Stiri smeri.)

Oceniti je treba cas trajanja srediS¢nega navide-
znega prehoda Venere (manjSega kroga) Cez Jupiter

SLIKA 1.

Navidezni prehod Venere cez Jupiter (shema), ki se je zgodil
ponoci 3. 1. 1818. Nisem zasledil, da bi ga kdo opazoval.
Opazovali bi ga lahko le prebivalci z nekaterih japonskih oto-
kov. Naslednji Venerin navidezni prehod cez Jupiter bo 22. 11.
2065.

(vecji krog) tako, da manjsi krog natanko in v celoti
navidezno precka premer vecjega.

V literaturi in tudi na svetovnem spletu nisem na-
Sel podatka za Cas trajanja srediS¢nega navideznega
prehoda Venere Cez Jupiter, Ceprav bi ga lahko imeli
za nekaksno konstanto v Osonc¢ju. Tako pa ostaja
ta cas prehoda neznan. Iz zgoraj navedenih podat-
kov in napotkov lahko ugotovimo razmeroma dobro
oceno za trajanje srediS¢nega navideznega prehoda
Venere preko Jupitra, Ceprav je kar nekaj dela z raz-
misljanjem in tudi racunanjem.

X X X
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RACUNALNISTVO

Ractunska geometrija
z mnogokotniki

i
JURE SLAK

- Racunska geometrija je veda, ki se ukvarja z
reSevanjem geometrijskih problemov z racunalni-
kom. Problemi, ki jih reSuje, so zelo raznovrstni
(ustvarjanje modelov za animirane filme in igre,
oblikovanje resnicnih objektov, rekonstrukcija po-
vrsin in iskanje najbliZjih tock). V c¢lanku bomo
ukvarjali z delom, ki razvija algoritme in podat-
kovne strukture za reSevanje problemov z osnov-
nimi geometrijskimi objekti, kot so tocke, daljice
in geometrijski liki.

Geometrijski problemi so zelo lahko resljivi za ¢lo-
veSki um, za racunalnik pa so velikokrat precej tezji,

kot se zdi na prvi pogled. Tako Ze s pogledom na
sliko 1 lahko hitro ugotovimo, ali je lik konveksen.

SLIKA 1.
Primer lika, za katerega ¢lovek hitro ugotovi, ali je konkaven ali
konveksen.

Spomnimo se definicije konveksnega lika: Lik je

traj lika tudi sama v celoti leZi znotraj lika.

Zgornja definicija je matemati¢no elegantna; pove
da konveksni lik ne sme imeti vbocenih delov, ra¢un-
sko pa ni dosti uporabna. Podobno velja za velik del
Evklidske geometrije: lastnosti, definirane s pomo-
¢jo geometrijskih objektov, kot so simetrale, enaki
koti, vzporednice, nam pri ra¢unalniku ne pomagajo
veliko, saj z njimi ne znamo delati.

Predstavitev objektov

Prisli smo do prvega problema racunske geometrije
in sicer, kako predstaviti geometrijske objekte. Od-
govor je dandanes relativno samoumeven, s koordi-
natami. Ta ideja je bila razvita precej pozno. Idejo
koordinatnega sistema pripisujemo Renéju Descar-
tesu, ki je Zivel v 17. stoletju. Zapis tocke v ravnini s
pomocjo dveh Stevil je omogocil sistemati¢no pove-
zavo med vizualno naravnano geometrijo in racun-
sko naravnano algebro. Na enak nacin bomo tocke
predstavili tudi mi, kot par dveh decimalnih Stevil
(x,y). To sicer ni povsem natanc¢na predstavitev, saj
tocke (+/3, 17) je bomo mogli predstaviti popolnoma
natancno.

Sedaj, ko znamo predstaviti tocke, se lahko lo-
timo predstavitve bolj zapletenih objektov: daljico
npr. predstavimo kot par dveh tock, krog pa kot par
srediSc¢a in polmera. Mnogokotnik predstavimo kot
zaporedje toCk na njegovem robu. Lik na sliki 1 je
v programu, v katerem je narisan, predstavljen z za-
poredjem sedmih tock:

= [(545.4688,1628.2812), (34.1016,900.9766),
(806.8750,37.3047), (2174.3359,135.7812),
(2549.3750,1082.8125),(1503.8672,969.1797),
(1261.4453,1666.1719)].

Takih predstavitev je vec: odvisno je, pri kateri tocki
zatnemo in v katero smer nastevamo tocke. Podob-
no kot pri trikotnikih bomo rekli, da ima mnogo-
kotnik pozitivno orientacijo, Ce jih nasStevamo v na-
sprotni smeri urinega kazalca, sicer pa ima nega-
tivno orientacijo. Ze problem skladnosti likov tako
postane zanimiv. Kako lahko ugotovimo, ali pred-
stavljata enak lik, ¢e imamo dva seznama tock, ki
predstavljata dva mnogokotnika? Ne moremo samo
preveriti, ali sta seznama enaka, ampak moramo pre-
veriti vse moZne ciklitne zamike prvega seznama in
vse ciklicne zamike obrnjenega prvega seznama, ¢e
se morda ujemajo z drugim seznamom.

%
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Na tem mestu lahko bralec razmisli, kako bi za
lik, podan samo s koordinatami preverili, ali je kon-
veksen. Kako bi izracunal njegovo ploscino ali ob-
seg? Algoritmi, ki jih bomo izpeljali, bodo relativno
enostavni, vendar bi se brez njih marsikdo ujel v ne-
skon¢no obravnavo razlicnih moZznosti in posebnih
primerov.

Obseg

Pri obsegu standardna definicija prenese tudi v ra-
¢unsko. Obseg mnogokotnika je vsota dolZin vseh
njegovih stranic. DolZino stranice izracunamo kot
razdaljo med dvema tockama, za katero uporabimo
znano formulo, ki izvira iz Pitagorovega izreka:

= d((x1,31), (xX2,72)) =\ (x1 = X2)2 + (31 — ¥2)2.
(1)

Izracunajmo obseg zgornjega lika s programskim
jezikom Python. Tocke predstavimo kar z dvema se-
znamoma X in y koordinat. Velikokrat se za geome-
trijske objekte naredi svoj razred, kar bomo za voljo
enostavnosti tokrat izpustili. Lik na sliki 1 tako pred-
stavimo s spodnjo kodo:

Oglejmo si funkcijo, ki izracuna obseg lika:

from math import sqrt
def obseg(x, y): n=len(x)# dolzina seznama x,
predpostavimo, da je y enako dolg
0=
for iin range(n):
j=(@+1) % n#naslednja tocka
# priStejemo dolZino trenutne stranice k
skupnemu obsegu
o += sqrit((x[i]-x[j])
return o

(Yll-y[iD *2)

Vidimo, da je funkcija precej kratka in enostavna.
Sprehodimo se po vseh tockah lika za i od 0 do n —
1. Za i-to to¢ko naprej ugotovimo njeno naslednjo
tocko j, ki je kar i + 1, Ce pa je i sluCajno zadnja

tocka, tako da bi i + 1 gledal preko konca seznama,
pa nastavimo j na 0. Posebni obravnavi zadnje tocke
se enostavno ognemo s pomocjo operatorja modulo
(%), ki vrne ostanek pri celostevilskem deljenju. Ste-
vilo n je vnaSem primeru 7, in ko jei 0, 1, 2, 3, 4, ali
5,je i+ 1 manjSi od 7. Ostanek pri deljenju s 7 nice-
sar ne spremeni in je j kar enak i + 1. Ko pajei+1
enak 7, je ostanek pri deljenju 7 s 7 enak 0, kar je
tudi pravilna vrednost za j. Nato k trenutnemu ob-
segu samo priStejemo razdaljo med tockama (vrstica
8 neposredno uporabi formulo (1)) in ga na koncu vr-
nemo. Ko funkcijo pozenemo s koordinatami naSega
lika za parametra x in y, dobimo rezultat pribliZno
6944.19.

PloS¢ina

Izracun plosScine je Ze zanimivejSi od izracuna ob-
sega. Za posebne like, kot so npr. krog ali pravoko-
tnik, plo$¢ino znamo izracunati po formuli. Kaj pa
za sploSen mnogokotnik?

Zacnimo najprej s trikotniki. Osnovna formula za
ploscino trikotnika je polovica produkta dolzin vi-
Sine in osnovnice. V praksi ta formula ni tako dobra,
saj je izraCun viSine teZji kot izracun ploScine. To
formulo pogosteje uporabimo v obratni smeri, tako
da iz ploscine in stranice dobimo viSino.

Druga moznost je Heronov obrazec:

" p= \/s(s -a)(s-b)(s—-c), s= w,

2
ki uporablja le dolZine stranic, toda ima nepotrebno
korenjenje. Kot verjetno veste, obstaja tudi formula,
ki izrazi ploS¢ino neposredno iz koordinat trikotni-
ka: Ce imamo tocke (x1,y1), (x2,V2), (x3,73), po-
tem velja, da je ploSc¢ina enaka

1
"p= §|x1y2 +X2Y3+X3Y1 — X2 Y1 —X3Y2 — X113

Kasneje se bomo kar na sploSnejSem primeru mno-
gokotnika prepricali, da formula drzi. Ce spustimo
absolutno vrednost, dobimo iz formule Se ve¢ po-
datkov: predznak namrec pove tudi orientacijo tri-
kotnika.

Znamo uporabiti znanje o ploS¢inah trikotnikov
pri racunanju plos¢ine mnogokotnika? Prva ideja je,
da bi mnogokotnik razdelili na trikotnike, podobno
kot na sliki 2 levo.
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SLIKA 2.
MozZni izracuni ploséine mnogokotnika

Ta ideja je za izracun ploS¢ine odli¢na, toda iz-
kaze se, da je razdelitev mnogokotnika na trikotnike
precej tezji problem kot izracun ploSc¢ine same, saj
ne obstaja vedno tocka, ki bi jo bilo moZno povezati
z vsemi ogliSci, kot v primeru zgoraj. Taki mnogoko-
tniki imajo celo posebno ime, imenujejo se zvezdasti.

Druga ideja je, da plos¢ino mnogokotnika zapi-
Semo kot vsoto plosc¢in trapezov, kot na sliki 2 de-
sno. Oglejmo si »navpicni« trapez, ki ga dve zapore-
dni tocki (xj,y;) in (xi+1, yis1) tvorita z x-osjo, tj.
trapez na tockah (x;,0), (xi, ¥i), (Xit1, Vit1)s
(xi+1,0). Tak trapez ima visSino x; — x4 in srednjico
%, torej je njegova predznacena ploScina enaka
%(xi —xi11). Ce seStejemo vse trapeze, dobimo
vsoto

_ X1t

Ynt+ 1
5 +

> (xn — x1)

= p (x1 —x2) +...

Trapezi pod likom imajo viSino negativno, medtem
ko imajo zgornji trapezi viSino pozitivno. Del plo-
Sc¢ine pod likom se tako ravno odsSteje. Enako velja
za bolj zapletene like. Podoben sklep bi lahko nare-
dili, tudi ¢e bi risali trapeze po 7y osi ali pa Ce bi risali
trikotnike do vsake stranice iz izhodisca - v vsakem
primeru dobimo neko obliko zgornje formule. Zgor-
nja formula je z vidika racunske geometrije odli¢na,
saj direktno poda rezultat iz osnovnih podatkov. Po-
leg tega je zanimiva tudi matemati¢no; z njo namrec
lahko dokazemo, da ima vsak mnogokotnik s celo-
Stevilskimi koordinatami ploscino, ki je celoStevilska
ali pa na polovici med dvema celima Steviloma.

Preverimo lahko tudi, da se za trikotnik splosna
formula ujema s prej napisano do absolutnih vre-

RACUNALNISTVO

dnosti natanc¢no:

Y1+ 2 Y2+ 3

"= a-x) T (e - x)

+

+ %(% —x1)

_YiX1  YeXy  Yi1Xe2  )eXe
2 2 2 2

4 YeXe | Y3Xe  yoX3  Y3X3
2 2 2 2

L 3Xs X3 ysx1 )Xy
2 2 2 2

1
= E(X1y2 + X3 + X3Y1 — X2)Y1—X3)2—X1Y3)

Ravno predznak ploScine nosi dodatno informacijo
o orientaciji mnogokotnika, kar je racunski odgovor
na geometrijsko vprasanje.

Oglejmo si primer implementacije metode za ra-
Ccunanje plosc¢ine v Pythonu.

def ploscina(x, y):

n = len(x) # dolZina seznama x, predpostavimo, da
je y enako dolg

p =

for iin range(n):
j=0(@+1)%n #naslednja tocka
# priStejemo dolzino trenutne stranice k skupni

ploscini

p += (y[il + yljD (xli] - x[j1)

return p

Program je podoben tistemu za obseg, Kjer zopet
uporabimo enak trik s % za naslednika. Za na$ lik
program vrne pribliZzno 2508792.033, kar pove, da
ima lik pozitivno orientacijo.

Na koncu velja dodati Se opombo, da formula velja
za enostavne mnogokotnike, to so mnogokotniki, ki
nimajo samopresecisc, kar je velika ve¢ina mnogoko-
tnikov v praksi, npr. geografske meje. Tudi za pravo-

je potrebno najprej definirati, kaj je notranjost lika.
Konveksnost

Kot zadnji primer si oglejmo, kako preverimo, ali
je mnogokotnik konveksen. Kot smo Ze razmislili,
nam geometrijska definicija ne koristi kaj dosti, toda
uporabimo lahko drugacen geometrijski opis, ki je
blizZje racunski geometriji. Zamislimo si, da hodimo
po stranicah mnogokotnika v pozitivni smeri. Vsak
ovinek, ki ga naredimo, ko pridemo na novo stranico,

%
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mora biti v levo, sicer imamo »vdolbino« in s tem kr-
Simo konveksnost. Pogoj za konveksnost je torej, da
morajo biti vsi ovinki pri obhodu v levo. Ostaja samo
Se, kako ugotoviti, v katero smer je bil ovinek.

Ovinek v levo

Obravnavajmo situacijo na sliki 3 s pomocjo koor-
dinat in poskusimo izpeljati zanesljiv postopek za
ugotavljanje smeri ovinka. S primerjavami koordinat
posameznih tock in obravnavo ogromno moZnosti se
morda uspemo prebiti skozi. Kot vedno pa ne Zelimo
obravnavati posebnih primerov, ampak si zelimo po-
stopek, ki bo neodvisen od smeri in bo deloval za vse
konfiguracije.

SLIKA 3.
Ugotavljanje smeri ovinka

Ideja se ponuja iz prej$njega primera. Ce si ogle-
damo trikotnik AABC in njegovo orientacijo, vidi-
mo, da je negativna, Ce C leZi desno od nosilke AB,
pozitivna, ¢e C leZi levo od nosilke AB, trikotnik pa
je izrojen, ¢e C lezi na nosilki AB. V mislih lahko
preverimo vse moZne lege C, da potrdimo veljavnost
zgornjega razmisleka. Orientacijo trikotnika znamo
izracunati s pomocjo plosc¢ine. Ce izra¢unamo pred-
znaceno ploScino p, lahko preverimo predznak in
vemo, da je ovinek v levo, Ce je p > 0, v desno, Ce
je p < 0, in naravnost, Ce je p = 0. Ker nas zanima
samo predznak, se lahko tudi izognemo deljenju z
2. Pri iskanju konveksne ovojnice bodo ovinki na-
ravnost Steli kot levi, kar tudi upoStevamo v spodnji
funkciji:

def v_levo(x1, v1, x2, y2, X3, y3):
p =x1"y2+x2"y3+x3“yl-x2"y1-x3"y2-x1"y3
return p # vrnemo True, Ce je ovinek v levo
ali naravnost

Za zainteresirane velja omeniti, da obstaja ope-
racija vektorskega produkta, ki ponuja globljo izpe-
ljavo zgornje formule z ve¢ geometrijskega razume-
vanja, s pomocjo katere enostavno izpeljemo tako
formulo za plosSc¢ino kot tudi odgovor na vprasanje
smeri ovinka.

Preverjanje konveksnosti

Ostane nam le Se, da uporabimo zgoraj nauceno, da
preverimo, ali je lik konveksen. Za vsakega izmed
n ovinkov preverimo, ali je ovinek v levo. V primeru
desnega ovinka sporocimo, da lik ni konveksen, sicer
pa, da je. To pocne spodnja funkcija:

def je_konveksen(x, y): # predpostavimo pozitivno

orientacijo

n = len(x)

foriin range(n):
j=0+1)%n
k=(@1+2)%n

if not v_levo(x[il, ylil, x[jl, y[j], x[k], y[k]):
return False # Ce ovinek ni v levo, zaklju¢imo
return True

Predpostavka o pozitivni orientaciji lahko enostavno
preverimo in po potrebi obrnemo seznam tock, pre-
den poklicemo zgornjo funkcijo. V funkciji smo zo-
pet uporabili trik s % za naslednika in Se za drugega
naslednika. Na primeru naSega lika funkcija vrne
False, saj ovinek (2549.375,1082.812) -
(1503.867,969.179) — (1261.445,1666.171) ni v
levo (p = —756257.856).

Drugi problemi

Za zainteresirane bralce lahko omenimo Se dva pro-
blema podobne tezavnosti. Prvi je problem prese-
¢iSc¢a dveh premic, vsaka podana z dvema tockama.
Razviti je potrebno algoritem, ki vrne koordinate
presecisca, ali pa pove, da se premici prekrivata ali
da sta vzporedni. Tudi tu je moZno doseci, da se no-
benih premic ne obravnava posebej (npr. navpi¢nih),
ampak obstaja direkten izracun. Drugi problem pa
je problem presecisca dveh daljic: ali se sploh sekata
in kje. Oba problema je moZno reSiti s spoznanimi
orodji, le pravilen pristop in dobro mero potrpljenja
je potrebno imeti.

X X X
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Detektiv in
posevni met

NA2%
ALES MOHORIC

- Na parkiriS¢u sem opazoval posusSene blatne ka-
pljice na vratih avtomobila in se vprasal, ali znam
iz vzorca ugotoviti, s kolikSno hitrostjo je avto pe-
ljal po blatu.

Pri poSevnem metu je tirnica telesa parabola.
Gibanje v vodoravni smeri je enakomerno
X = v cos @t, v navpicni pa enakomerno pospeseno
s kon¢no zacetno hitrostjo y = v sin pt — %gtz. Telo
vrZzemo iz izhodiSca koordinatnega sistema s hitro-
stjo v, ki oklepa z 0sjo x kot @, g pa je tezni pospe-
Sek. Oblika parabole je odvisna od zacetne hitrosti in
kota, pod katerim telo vrZemo. Telo dosezZe najvecjo
visino h = %, domet pa ima d = vt cospsing
Drug izraz kvadriramo, kvadrat kosinusa izrazimo s
cos?@ =1-— sin® @ in kvadrata sinusa zamenjamo
s sin’@p = Zf—;l, ki ga dobimo iz izraza za viSino.
Enacbo preuredimo in dobimo zvezo med dometom
in najvecjo viSino meta:

2
. d:,/S’;h—lﬁh% 1)

Blatne kapljice se med voznjo po blatu primejo
dna koles in nekoliko viSje, na razli¢nih mestih nad
dotikaliS¢em kolesa s tlemi, odletavajo v loku proti
zadku avtomobila (slika 2). Za voznika je videti tako,
kot bi z oboda kolesa kapljice odletavale z enako hi-

SLIKA 1.
Druzina parabol, ki ustrezajo poSevnim metom z enako zace-
tno hitrostjo in pod razlicnimi koti.

RAZVEDRILO

SLIKA 2.

Vzorec posusenih blatnih kapelj na avtomobilu tvori parabo-
licne nize. Narisanih je nekaj krivulj in oznacena je viSina para-
bole ter domet.

trostjo (obodna hitrost zunanjega dela gume), toda
v razlicnih smereh. Obodna hitrost zunanjega roba
kolesa je za voznika enaka kot hitrost vozila glede
na cesto. Nekatere kapljice letijo dovolj blizu vrat,
da se jih oprimejo in tam posusSijo. MnoZice kapljic
tvorijo vzorec, ki mu lahko prilagodimo druZzino pa-
rabol, podobno tisti na sliki 1.

Iz vzorca na vratih poiS¢emo viSine in ustrezne
domete parabol. Podatke kaZe graf na sliki 3. Iz
enacbe 1 dolo¢imo zacetno hitrost kapljic. Pri analizi
smo privzeli, da parabole izhajajo iz iste tocke, ko-
lesa ne zdrsujejo, avto pelje s stalno hitrostjo in ka-
pljice imajo vse enako zacetno hitrost, spreminja se
le kot, pod katerim odletijo. Rdeca krivulja na grafu
ustreza enacbi 1, Ce je zacetna hitrost 5,5 m/s. To-
rej, avto je peljal po blatu s hitrostjo 20 km/h. Dobili
smo pricakovan rezultat - po blatu obi¢ajno vozimo
pocasi.

o 20 40 60 8o 100
h [cm]
SLIKA 3.
Izmerjeni dometi in viSine parabol ter modelska krivulja, ki
ustreza zacetni hitrosti 20 km/h.
X X X
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- Pravilna reSitev nagra-
dne krizanke iz pete
Stevilke Preseka je Po-
leti pomladi. Izmed pra-
vilnih reSitev so bili iz-
Zrebani JUuS GASPARIC iz
Ljubljane, MAJA CIGLAR
iz Petrov¢ in TOMAZ TER-
CIC iz Nove Gorice, ki
bodo razpisane nagrade
prejeli po posti.
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upihniti svecko na torti

TEKMOVANJA

N2
BoSTjaAN KuzMAN

- LetoSnja slavnostna podelitev nagrad tekmoval-
cem v matematiki, fiziki in astronomiji je potekala
v znamenju 70-letnice DMFA Slovenije v nedeljo,
19. maja, v Gallusovi dvorani Cankarjevega doma
v Ljubljani. Povabilo na prireditev vsem prejemni-
kom zlatih priznanj je sicer povzrocilo nekaj zme-
de in gnece pri rezervacijah in razdeljevanju vsto-
pnic, toda prireditev v imenitno osvetljeni polni
dvorani s 1500 sedeZi je bila res prazni¢na. Zapleti

v preddverju so bili pozabljeni kmalu po zacetku.

Prireditev je z virtuozno skladbo odprla mlada pi-
anistka Tea Jelici¢, dijakinja 4. letnika Konservato-
rija za glasbo in balet ter prvonagrajenka letoSnjega
drzavnega tekmovanja mladih glasbenikov, ki smo
jo na odru skupaj videli kar petkrat - dvakrat kot
glasbenico, nato pa Se kot nagrajenko tekmovanja
v matematiki ter ¢lanico dveh ekip za mednarodna
tekmovanja.

Nato sta na oder stopila voditelja Tomaz Hudo-
malj, znani Sportni komentator, in Mojca Delac, vo-
diteljica poljudnoznanstvenih oddaj na Radiu Slove-
nija. Na vpraSanje, ali se kdo v dvorani Se spomni
leta 1949, ko je bilo druStvo ustanovljeno, se je iz
dvorane oglasil gospod Dusan Modic, 92-letni profe-
sor matematike in fizike iz Novega mesta, brzkone
edini §e zivi ustanovni ¢lan drustva. Crnobeli foto-

Slavnostna podelitev
nagrad drzavnih tekmovanj
iz matematike, fizike in astronomije
ob 70-letnici DMFA Slovenije

Cankarjev dom, Ljubljana, 19. maj 2019

\\
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-

grafiji dijakov pri uri matematike izpred 60 let in
slavnostne prireditve DMFA izpred 40 let sta dali
odli¢no izto¢nico prof. Draganu Mihajlovicu, ki je
priSel na oder kot predsednik DMFA pozdravit go-
ste.

Nato smo si ogledali krajsi film, v katerem so bile
ob izjavam posameznikov predstavljene Stevilne de-
javnosti naSega druStva, s poudarkom na zadnjem
obdobju. Film sta pripravila Andrej Gustin in Maja
Pecar. Posebna atrakcija prireditve pa je bil 15. Ve-
rizni eksperiment, v katerem je tokrat sodelovalo 10
Sol in vrtcev s 15-imi napravami, ki jih je pripravilo
okoli 100 ljudi. Eksperiment je Ze na naslovnici pri-
reditve Saljivo napovedala avtorska ilustracija Cirila
Horjaka. Med prireditvijo so bile naprave veriznega
eksperimenta postavljene na oder in ko je nastopil
pravi trenutek, so iz sedeZev v dvorani na oder prisli
ucenci, ki so jih sprozili, dogajanje pa je bilo preko
videa preneseno na veliko platno, da so ga lahko do-
bro spremljali tudi gledalci v dvorani. Zadnji ¢len
v veriZnem eksperimentu je sprozil glasbeno skri-
njico, ki je zaigrala znano rojstnodnevno melodijo.
Sodelujoci so se priklonili in se vrnili na sedeze v
dvorano, voditelja pa sta predstavila glasovanje za
najboljsi eksperiment ter zacela s podelitvijo.

Med podelitvijo smo opazili veliko izstopajocih
dosezkov. Uc¢enec 8. razreda OS Kozje Brest Lenar-
CiC je osvojil tri prva mesta na tekmovanjih mate-
matike, fizike in astronomije. Ta deseZek je pri sre-
dnjeSolcih ponovil AndrazZ JelinCic¢, dijak 4. letnika

Gimnazije Bezigrad. Velik aplavz je pozel tudi Luka
Horjak, dijak 3. letnika I. gimnazije v Celju, ki je lani
na Mednarodni matematicni olimpijadi (MMO) osvo-
jil srebrno medaljo, Sele ¢etrto za Slovenijo, in to z
najboljsim tockovnim doseZkom doslej. Proti koncu
prireditve, ki sta jo odli¢no usmerjala voditelja, smo
si ogledali Se posnetek reSevanja naloge iz fizikalne
olimpijade, ki ga je posnel Marko Cmrlec, dijak 4.
letnika Gimnazije BeZzigrad, ki se je lani udeleZil kar
Stirih mednarodnih tekmovanj in na njih osvojil Stiri
medalje, tudi srebrno na Mednarodni olimpijadi iz
astronomije in astrofizike (MOAA).

Ob koncu prireditve so bili na oder povabljeni Se
Clani ekip za mednarodna tekmovanja. Poseben
aplavz je Se enkrat poZela Tea JelicCi¢, ki je na lan-
ski Evropski dekliSki matematic¢ni olimpijadi (EDMO)
osvojila srebrno medaljo, kar je naboljSi doseZek Slo-
venije doslej, pa Ana Meta Dolinar, 4. letnik Gimna-
zije Bezigrad, ki je Ze tretji¢ zapored na tem tekmo-
vanju osvojila bron. Da sta pozabila omeniti njeno
medaljo, je morala voditelja kar sama opozoriti Ema
Mlinar, 4. letnik Gimnazije Vi¢, ki je osvojila bron
tako na letosSnji EDMO in kot na lanski MOAA. Na
oder so druga za drugo prisle Se ekipe za MMO, Sre-
dnjeevropske matemati¢ne olimpijade (SMO), Med-
narodne fizikalne olimpijade (MFO), Evropske fizikal-
ne olimpijade (EFO) in Mednarodne olimpijade iz
astronomije in astrofizike (MOAA). Ob skupinski fo-
tografiji je dal kratko izjavo v imenu vseh olimpijcev
Se Luka Horjak.
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Preostale so Se tri odrske tocke. Najprej sta dr. Ju- = TEA JELICIC, Konservatorij za glasbo in balet
rij Bajc in ga. Natalija Polenec (TMS) podelila nagrade Ljubljana,
obcinstva in strokovne komisije za VeriZzni eksperi- = TgvZ LOTRIC, Gimnazija Kranj,
ment. Nato sta se voditelja zahvalila vsem mentor- = MarkO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad.
jem in na oder povabila avtorja prireditve in pisca
teh vrstic. Zahvalil sem se vsem, ki so mi pomagali
pri izvedbi prireditve, predvsem dr. Juriju Bajcu in Srednjeevropska matematicna olimpijada,
dr. Matjazu Zeljku, pa Cirilu Dominku in drugim ¢la- feéka, avgust 2019
nom UO DMFA. Pozel sem bucen aplavz, o tem, ali
je bil upravicen ali ne, pa naj sodijo tisti, ki so se = NEJC AMON, L. gimnazija v Celju,
prireditve udelezili. Cisto na koncu sta se voditelja GAL ZMAZEK, Gimnazija Ptuj,
poslovila in na oder povabila vse nagrajence Se za JAN GENC, II. gimnazija Maribor,

zadnjo skupinsko fotografijo. JUu$ KOCUTAR, II. gimnazija Maribor,
MATIJA LIKAR, II. gimnazija Maribor,
URBAN VESEL, Solski center Velenje, gimnazija.

15. Verizni eksperiment

Nagrado obcinstva jubilejnega 15. VeriZnega ekspe-

rimenta 2019 je prejela naprava Astronomius, ki so Mednarodna fizikalna olimpijada,

jo izdelali ucenci OS Josipa Plemlja Bled. Strokovna Tel Aviv, Izrael, julij 2019

komisija v sestavi prof. dr. Dragan Mihajlovi¢, pred-

sednik DMFA, dr. Orest Jarh, TMS, in mag. Gregor = KLEMEN BOGATAJ, Gimnazija Skofja Loka,

Udovg, pa je podelila Se tri enakovredne nagrade na- = SASo DOMADENIK, II. gimnazija Maribor,

pravam Reciklirani ].eran (OS dr. F. PreSerna, Rib- = ArES GLOBOCNIK, Gimnazija Kranj,

nica), Vodni park (OS Prezihovega Voranca, Jesenice) « TgyvZz LOTRIC, Gimnazija Kranj,

ter Pozor, gr_adbié(:e (QS Loka, Crnomel_j), in_ é(_a PO- & VLADIMIR SMRKOLJ, Gimnazija BeZigrad.

hvalo napravi Rekreacija pod Stolom, ki so jo izde-

lali vzgojiteljici in otroci Vrtca pri OS Zirovnica.

Evropska fizikalna olimpijada,

. Riga, Latvija, maj 2019

Clani ekip za mednarodna tekmovanja 2019
= SIMON BUKOVSEK, Gimnazija Skofja Loka,

Evropska dekliSka matematic¢na olimpijada, = MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZzigrad,
Kiev, Ukrajina, april 2019 = ANDRAZ JELINCIC, Gimnazija Bezigrad,
= TEVZ LOTRIC, Gimnazija Kranj,

= TEA JELICIC, Konservatorij za glasbo in balet » VLADIMIR SMRKOLJ, Gimnazija BeZigrad.

Ljubljana - srebrna medalja,
= ANA META DOLINAR, Gimnazija BeZigrad -

bronasta medalja, Mednarodna olimpijada iz astronomije in
* EMA MLINAR, Gimnazija Vi¢ - bronasta medalja,  astrofizike, MadZarska, avgust 2019

= SPELA POLAK, I. gimnazija v Celju - pohvala. 5
MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad,

JON JUDEZ, Gimnazija Novo mesto,

VITO LEVSTIK, II. gimnazija Maribor,

MATE]J MALI, Gimnazija in srednja Sola Rudolfa
Maistra Kamnik,

= EMA MLINAR, Gimnazija Vic.

Mednarodna matematicna olimpijada,
Bath, Anglija, julij 2019

= LUKA HORJAK, I. gimnazija v Celju,
= JAKA VRHOVNIK, L. gimnazija v Celju,
= [LOVRO DROFENIK, I. gimnazija v Celju, X X X
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