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Predgovor

Prostorska statistika je razsiritev obiCajne statistike, pri kateri nimamo podatka o legi ali ¢asu izvedbe
poskusa ali pa nas to ne zanima. Pri prostorski statistiki obravnavamo slucajne spremenljivke z do-
datno informacijo o legi ali ¢asu, za kateri smo dobili posamezen element vzorca. Takim slucajnim
spremenljivkam pravimo slucajna polja, ¢e imamo podatke o legi v prostoru, ali slucajni procesi, e
poznamo podatke o Casu ali legi v prostoru in ¢asu.

Ucbenik vkljucuje kratko uvodno poglavje, ki opredeli osnovne znacilnosti prostorske statistike, prikaze
razvoj oziroma zgodovino te relativno nove veje uporabne statistike in pojasni, s katerimi vrstami spre-
menljivk in podatkov se prostorska statistika ukvarja. V tem poglavju je tudi seznam razli¢nih geo-
statisticnih podatkov, ki jih Studenti lahko uporabijo za vaje in preizkuSanje razlicnih metod prostorske
statistike. Vecino teh podatkov sem pridobil na svetovnem spletu, primer podatkov iz Slovenije pa sta
prispevala raziskovalca Kmetijskega inStituta Slovenije, Borut Vr$¢aj in Janez Bergant, za kar se jima
iskreno zahvaljujem.

Za razumevanje prostorske statistike je nujno osnovno predznanje verjetnostnega racuna in statistike.
To predvsem vkljuCuje poznavanje in razumevanje osnovnih pojmov, kot so slu€ajna spremenljivka, po-
razdelitev slucajne spremenljivke, porazdelitvena funkcija, slucajni vektor, momenti sluc¢ajnih spremen-
ljivk in vektorjev (pri¢akovana vrednost, varianca, kovarianca), funkcije sluc¢ajnih spremenljivk in mo-
menti funkcij slu¢ajnih spremenljivk, osnovne statistike (povprecje, varianca vzorca, kovarianca vzorca),
preizkuSanje domnev ter regresija. Zato je v uc¢beniku kratko drugo poglavje, kjer so na kratko nasteti in
definirani ti osnovni pojmi. V zakljucku tega poglavja je definirana tudi skalarna in vektorska sluc¢ajna
funkcija.

V poglavju Geostatistika so opisane osnovne metode za analizo slu€ajnih polj in procesov. To vkljucuje
definicijo razsevnih grafov, kovarian¢nih funkcij, variograma in dveh pogosto uporabljenih preizkusov
domnev o lastnostih slu€ajnih polj (Moranov indeks in Gearyjevo razmerje).

Krigiranje je pomembno regresijsko orodje, zato ga tu opiSemo v samostojnem poglavju. OpiSemo tri
osnovne metode krigiranja: preprosto, obi¢ajno in krigiranje s trendom.

Kot alternativa krigiranju lahko uporabimo tudi prostorsko regresijo, ki je pravzaprav obicajna linearna
regresija z uteZmi, ki so doloCene tako, da bliznje tocke mocneje vplivajo na vrednost regresije. Postopki
dolocitve uteZi in parametrov prostorske linearne regresije so opisani v poglavju Prostorsko uteZena re-



gresija.

V poglavju Prostorski vzorci analiziramo razpored to¢k v prostoru, same vrednosti polja pa nas tu ne
zanimajo. OpiSemo dve skupini metod: metoda kvadratov in metoda najbliZjega soseda.

Zadnje poglavje na videz ne sodi v u¢benik Prostorska statistika, saj je metoda Monte Carlo in generira-
nje vzorcev slucajnih spremenljivk bolj splosno podrocje. Kljub temu pa predstavlja osnovni gradnik pri
generiranju slucajnih polj in procesov in zato kot zadnje poglavje ustrezno zakljucuje ucbenik.

Pisanje ucbenika je dolgotrajen postopek, ki se je pri meni vedno zacel s pisanjem zapiskov pred in po
predavanjih. Po nekaj letih je nastal osnutek ucbenika, ki sem ga nato uredil in pripravil v obliki, ki je
bila Ze precej podobna zdaj$nji verziji. V nekaj naslednjih letih smo jaz in moji Studenti uc¢benik upo-
rabljali in ob tem odkrivali razlicne napake, pomanjkljivosti in moZnosti za izboljSanje. Studentom, ki
so s pripombami aktivno sodelovali pri tem, se na tem mestu lepo zahvaljujem. V zakljuéni fazi priprave
ucbenika sta ucbenik skrbno prebrala recenzenta Gregor Dolinar in Samo Drobne. Za njune pripombe,
ki nedvomno izboljSujejo ucbenik, se jima iskreno zahvaljujem. Posebej pa se moram zahvaliti Se Nini
Ambrozic, ki je ucbenik zelo natan¢no lektorirala.

Ze na zatetku pisanja sem se odlo¢il, da u¢benik ne bo $el v klasiéni tisk, temveé bo na voljo prvenstveno
v digitalni obliki. Zato uc¢benik vkljucuje povezave na razli¢ne spletne strani z dodatnimi informacijami,
vkljucene pa so tudi kratke animacije, ki Se dodatno pojasnijo vplive razli¢nih parametrov.

Ucbenik je v prvi vrsti namenjen Studentom druge stopnje pri pouku Prostorske statistike, lahko pa tudi
kot osnovno gradivo Studentom tretje stopnje, ki jih zanima oziroma Zelijo uporabiti metode te veje
statistike. Upam, da vam bo u¢benik pomagal do znanja, ki si ga Zelite pridobiti.

Goran Turk

Ljubljana, jesen 2023
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1 Uvod

1.1 Zgodovina prostorske statistike

Prostorska statistika se je podobno kot druge statisticne metode razvijala vzporedno s potrebami pri raz-
liénih aplikativnih problemih. Elemente prostorske statistike najdemo v 17. stoletju, ko so naredili prvo
karto vetrov na Zemlji (Halley', 1686). Znan je problem Buffonove igle, ki ga prav tako lahko sma-
tramo za enega od zaletkov prostorske statistike (Comte de Buffon”, 1780). Slucajni procesi (ali polja),
kot osnova prostorske statistike, so se prvi¢ uporabili v najpreprostejsi obliki Poissonovega procesa pri
izradunu srednje dolZine poti molekule v plinu (Clausius®, 1858). Poissonov proces $e danes predstavlja
osnovno merilo o enakomerni in neodvisni, a sluajni razporeditvi elementov v prostoru ali asu. Ze v
zacetku 20. stoletja so dolocili porazdelitev razdalje med poljubno tocko v Poissonovem procesu in njeno
najbliZjo sosedo (Hertz*, 1909), kar je $e danes osnova za nekatere metode prepoznavanja prostorskih
vzorcev.

Pomemben napredek v razvoju vseh statisti¢nih metod, tudi prostorske statistike, se je odvijal v prvi
polovici 20. stoletja v Angliji. Gosset’ in Fisher® sta uporabljala metode prostorske statistike in o njih
pisala, prvi v pivovarni Guinness (pod psevdenimom Student), drugi na posestvu Rothamsted Experi-
mental Station v Hertforshiru. Fisher je precej$nji del svojega ¢asa namenil statisti¢ni analizi podatkov s
kmetijskih polj.

Naslednji pomemben napredek se je zgodil v povezavi z geoloskimi raziskavami za potrebe rudarjenja
v Juzni Afriki (Krige’, 1951) in v Franciji (Matheron®, 1954-64) v sredini 20. stoletja. V tem obdobju
je bil pomemben tudi prispevek $vedskega avtorja Matérna’ (1960), ki je deloval na Gozdarski fakul-
teti Svedske univerze za kmetijske znanosti. Z uporabo modela zveznega prostorskega spreminjanja so
postavili osnove za Gaussov'" prostorski slu¢ajni proces, na osnovi katerega temelji pomembna veja

! Edmond Halley, angleski astronom in matematik, znan po izratunu orbite kometa (Halleyev komet) (1656—1742).
2 Georges Louis Leclerc Comte de Buffon, francoski naravoslovec in matematik (1707—1788).

3 Rudolf Clausius, nemski matematik in fizik (1822-1888).

* Heinrich Hertz, nemski fizik (1857-1894).

> William Sealy Gosset, angleski statistik (1876-1937).

8 Sir Ronald Aylmer Fisher, angleski statistik in genetik (1890-1962).

’ Danie Gerhardus Krige, juZnoafridki rudarski inZenir, avtor postopka aproksimacije kriging (1919-2013).

8 Georges Francois Paul Marie Metheron, francoski statistik in geolog (1930-2000).

° Bertil Matérn, §vedski statistik (1907-2007).

10 Johann Friedrich Carl Gauss, nem$ki matematik (1777—1855).
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prostorske statistike: geostatisika.
Danes se prostorska statistika uporablja v razli¢nih aplikacijah:

* epidemioloske Studije,

* analize razvoja bolezni,

* prostorsko nacrtovanje,

* dolocanje kakovosti rudnine v nahajaliscih,

* dolocanje globine in debeline geoloskih plasti,

* dolocanje prepustnosti in poroznosti v nehomogenih poroznih materialih,
* dolocanje gostote dreves doloCene vrste v gozdu,

* dolocanje lastnosti tal na izbranem podrocju,

* analiza padavin na izbranem podrocju,

* doloc¢anje meteoroloskih parametrov v atmosferi,

* dolocanje koncentracije onesnaZevanja na onesnazenem podrocju,
* arheoloska izkopavanja,

* seizmoloske Studije in

* mnoge druge.

1.2 Podatki za prostorsko statistiko

Osnovna razlika med podatki za obicajno statistiko in prostorsko statistiko je v tem, da pri prostorski
statistiki vsakemu elementu vzorca pripada informacija o legi v prostoru in/ali ¢asu, medtem ko pri
obicajni statistiki tega podatka ne upoStevamo. Na preprost nacin lahko to prikaZzemo v dveh vzporednih
preglednicah:

PREGLEDNICA 1.1: Primera podatkov pri prostorski in obi¢ajni statistiki

Prostorska Obicajna
statistika statistika
T[°C] | z[m] y[m] T[°C]
22 112 70 22
15 142 107 15
27 47 78 27
18 30 145 18




1.3 Vrste obravnavnih slucajnih spremenljivk

(O8]

V preglednicah 1.1 prikazujemo temperaturo v dolo¢enem casu na obravnavanem obmocju. V obeh
primerih obravnavamo isto slu¢ajno spremenljivko, torej temperaturo. Razlika je le v tem, da so pri
prostorski statistiki na voljo tudi informacije o tem, kje je bila temperatura merjena.

1.3 Vrste obravnavnih slu¢ajnih spremenljivk

Slucajne spremenljivke, ki jih obravnavamo v okviru prostorske statistike, so lahko diskretne ali zvezne,
podobno kot smo to obravnavali v okviru osnov verjetnostnega racuna in statistike. Informacija o legi v

prostoru in ¢asu ima lahko razli¢ne znacilnosti:

* prostorska informacija je urejena ali neurejena (glej sliko 1.1),

* prostorska informacija je lahko realizacija diskretne ali zvezne slu€ajne spremenljivke,

* prostorska informacija je lahko podana v tockah (na primer vodnjak ali vrtina), na krivuljah (na
primer cesta ali vodotok), ravninskih obmoc¢jih (na primer parcela, ob¢ina ali drzava) ali po pros-

torskih obmodjih (na primer nahajalisce rude).

Prostorsko urejeni podatki
L] L] L] L] L]

SLIKA 1.1:

Prostorsko neurgjeni podatki — enakomerno

Prostorsko neurgjeni podatki — v grucah
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Razli¢ne razporeditve tock, v katerih so merjeni podatki

Vrste prostorskih podatkov so:

 geostatisti¢ni podatki (ang. geostatistical data),

* mreZna struktura podatkov (ang. lattice data),

* prostorski vzorci tock (ang. point patterns).
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1.3.1 Geostatisti¢ni podatki

Podatki so pripravljeni tako, da so vrednosti slu¢ajne spremenljivke, ki jo obravnavamo, merjene v tockah
v prostoru, ki so lahko razporejene urejeno ali neurejeno. Tu opisujemo nekaj primerov geostatisticnih
podatkov, ki jih bralec lahko uporabi pri svojih analizah. Podatke lahko dobite na spletnih straneh UL
FGG.

* Podatki KIS - podatki o pedoloskih profilih predstavljajo vrednosti treh koli¢in na obmocju
Slovenije na globini 0 - 20 cm: vrednost pH (v KCl), koli¢ina izmenljivega fosforja P (mg/100 g)
in koli¢ina izmenljivega kalija K (mg/100 g) v tleh. Podatke so pripravili raziskovalci Kmetijskega
instituta Slovenije (B. Vrs¢aj in J. Bergant). Na sliki 1.2 so z rdeco oznacene tocke, kjer kolic¢ina
prostega fosforja presega 25 mg/100 g.

Lege merskih tock v Sloveniji
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SLIKA 1.2: Razpored tock na obmocju Slovenije z oznacenimi tockami z visjo koncentracijo fosforja

* Podatki GASA - Geostatistical Association of Southern Africa so pridobljeni z meritvami vseb-
nosti zlata v rudnini (g/t) in debeline plasti rudnine (cm) v globokih vrtinah v Juznoafriski repub-
liki. Meritve so predstavljale osnovo za nacrtovanje rudnika zlata Wits.

* Podatki Wolfcamp predstavljajo meritve vodnega tlaka v 85 vodnjakih v New Mexicu in Texasu.
Meritve je naroCil Office for Nuclear Waste Isolation ob nacrtovanju odlagali$¢a radioaktivnih
odpadkov. Meritve so uporabili za oceno, kako hitro bi morebitno puscanje radioaktivnih odpad-
kov onesnaZilo vodo na tem obmocju.

* Podatke Dioxin so izmerili na obmocju okoli ceste v Missouriju, kjer je iz tovornjaka iztekla


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/Slo - ph-p-k.txt
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/gasa.txt
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/wolfcamp.txt
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/dioxin.txt

1.3 Vrste obravnavnih sluc¢ajnih spremenljivk

neznana koli¢ina strupene tekoCine. V Zelji po racionalizaciji meritev so pripravili nacrt meritev v
urejenem vzorcu okoli ceste. Merili so koncentracijo strupene snovi TCDD (tetraklordibenzo-p-

dioksin) v ug/kg.

* Podatki Scallops predstavljajo podatke o Stevilu ulovljenih $koljk na priobalnem obmocju vzhodne
obale ZDA. Poleg koordinat, kjer je bil vzet vzorec, so presteli Stevilo Skoljk, manjsih in vec¢jih od

7 cm, ter skupno Stevilo Skoljk.

* Podatke Jura so zbrali na Swiss Federal Institute of Technology v Lozani (fr. Lousanne) in pred-
stavljajo znacilne geostatisticne podatke. Na znanih koordinatah 359 tock v Svicarskem kantonu
Jura so v tleh merili koncentracije kadmija, kobalta, kroma, bakra, niklja, svinca in cinka. V
teh tockah so dolodili tudi tip kamnine (pet razlicnih kamnin) in trenutno rabo tal (gozd, pasnik,
travnik ali njiva), glej sliko 1.3. Podatke o pokrajini Jura bomo veckrat uporabili pri obravnavanju

razli¢nih geostatisti¢nih metod.

Razli¢ne rabe zemljiS¢ na obmocju kantona Jura

Razli¢ni tipi kamnine na obmoc¢ju kanotna Jura
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SLIKA 1.3: Razpored tock na obmocju kantona Jura z oznakami rabe zemljisca in tipa kamnine
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1.3.2 Podatki v mrezi

MreZe so lahko geometrijsko oziroma prostorsko pravilnih oblik, na primer kvadratne ali trikotne, ali pa
nepravilnih oblik, kot so na primer geografska obmocja, obCine, drzave in podobno.

Prostorska informacija je podana topolosko. To pomeni, da za posamezne elemente vemo, kateri drugi
elementi so obravnavanemu elementu sosed. Na ta nacin lahko ugotavljamo, v kolikSni meri elementi
vplivajo na svoje sosede. Podatki so pripravljeni tako, da imamo za vsak element seznam sosedov.
Soseda opredelimo kot element, ki ima z obravnavanim skupno mejo. Med sosede lahko vklju¢imo
tudi tiste elemente, ki imajo skupno mejo z neposrednim sosedom. Na primer: Avstrija ima s Slovenijo
skupno mejo in je po prvem kriteriju Sloveniji soseda. Ce uporabimo e drugi kriterij, lahko med sosede
Stejemo tudi drzave, ki mejijo na Italijo, Avstrijo, MadZarsko ali Hrvasko, to so na primer Francija,
Slovaska, Ceska, Nem&ija in Srbija (glej sliko 1.4).

SLIKA 1.4: Slovenija s svojimi sosedami v prvem (modre) in drugem kolenu (zelene)
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Sosede lahko definiramo tudi kot elemente, katerih koordinate, na primer geometrijsko sredi$¢e ele-
menta, so dovolj blizu obravnavanega elementa oziroma njegovega geometrijskega sredisca. Tak primer
je prikazan na sliki 1.5, kjer smo med sosede Slovenije 3teli Italijo, San Marino, Avstrijo, Cesko,
Madzarsko, Hrvasko ter Bosno in Hercegovino.

SLIKA 1.5: Slovenija s svojimi sosedami glede na oddaljenost geometrijskih sredis$¢

Tak nacin podajanja in obravnavanja prostorskih podatkov lahko uporabimo na primer pri obravnavanju
pojavov, kot sta Sirjenje nalezljivih bolezni ali razvoj kriminalnih aktivnosti.
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1.3.3 Prostorski tockovni vzorci

O prostorskih vzorcih govorimo, ko ima lega oziroma razporeditev tock v prostoru pomembno vlogo
in jo Zelimo obravnavati. V tem primeru je eno prvih vprasanj, kako so tocke razporejene, slucajno, v
grucah ali urejeno, kar je grafi¢no prikazano na slikah 1.1 in 1.6. Primere take obravnave najdemo v
gozdarskih raziskavah, kjer na primer ugotavljajo razporejenost in lastnosti dreves smreke v meSanem
gozdu, v bioloskih raziskavah rasti celic v pogojih in-vitro in v mnogih drugih.

SLIKA 1.6: Razli¢ni vzorci geometrijske porazdelitve dreves: zgoraj slu¢ajno enakomerno, spodaj levo
v grucah, spodaj desno urejen vzorec (foto: G. Turk)



2 Slucajne funkcije, polja in procesi

V tem poglavju bomo obravnavali osnovne definicije slu¢ajne funkcije, slu¢ajnega polja oziroma procesa.
Najprej pa bomo na kratko ponovili definicije, povezane s slu¢ajno spremenljivko, tako da bodo poseb-
nosti, ki so znacilne za slucajno funkcijo, ki je osnova prostorske statistike, bolj razumljive.

2.1 Slucajne spremenljivke

Slucajno spremenljivko oznacimo z veliko tiskano ¢rko (na primer X, Y, Z), vrednosti, ki jih slu¢ajna
spremenljivka lahko zavzame, pa z malimi ¢rkami (na primer z,y, z). Dogodke, povezane s slucajno
spremenljivko, lahko zapiSemo na primer takole: Z < z, kar bi prebrali kot ,,slucajna spremenljivka Z
zavzame vrednosti manjSe ali enake od vrednosti z*, ali pa Z = 4, kar bi prebrali kot ,,slucajna spre-
menljivka zavzame vrednost 4.

Pomemben pojem pri obravnavanju slucajnih spremenljivk je zaloga vrednosti, ki predstavlja tisto
mnozico vrednosti, ki jih slucajna spremenljivka lahko zavzame. Zaloga vrednosti je lahko diskretna
mnozica vrednosti, v tem primeru govorimo o diskretni slucajni spremenljivki. Zaloga vrednosti je
lahko tudi mnoZica vrednosti na intervalu ali uniji intervalov, v tem primeru govorimo o zvezni sluéajni
spremenljivki. Primer zaloge vrednosti diskretne slucajne spremenljivke so naravna Stevila od 1 do 6
(z € N,1 < z < 6), kar lahko predstavlja zalogo vrednosti rezultata meta kocke. Primer zaloge vred-
nosti zvezne slucajne spremenljivke so pozitivna realna stevila (z € R, z > 0), kar lahko predstavlja Cas
do naslednjega potresa v Ljubljani.

Za popolno predstavitev slucajne spremenljivke moramo poznati njeno porazdelitev. Le-ta je lahko
podana na razli¢ne nacine. S porazdelitveno funkcijo, ki je definirana z enacbo:

Fy(z) = P|Z < 2], @2.1)

lahko opisemo porazdelitev poljubne diskretne in zvezne sluajne spremenljivke. Ce preberemo enatbo
(2.1), je porazdelitvena funkcija Fz(z) sluCajne spremenljivke Z definirana kot verjetnost, da slu¢ajna
spremenljivka Z zavzame vrednosti, ki so manjSe ali enake vrednosti z. Pomembni lastnosti porazde-
litvene funkcije, ki izvirata iz aksiomov verjetnostnega racuna, sta, da je omejena med O in 1 ter da je
nepadajoca:
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0 < FZ(Z) < ]-7
A, Fz ) =0

lim Fz(z) = 1.

Z—r00

Porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke lahko opiSemo z verjetnostno funkcijo, ki je definirana z
enacbo:

pz(z;) = P[Z = z). 2.2)

Verjetnostna funkcija pz(z;) je torej definirana kot verjetnost, da slu¢ajna spremenljivka Z zavzame
vrednost z;. Lastnosti verjetnostne funkcije povzamemo z naslednjima izrazoma:

0 S pZ(Zi) S 17
n

> pzlz) =1,
=1

kjer je n Stevilo vrednosti v zalogi vrednosti slucajne spremenljivke Z.

Porazdelitev zvezne sluCajne spremenljivke lahko opiSemo tudi z gostoto verjetnosti f~(z), s katero
lahko izra¢unamo verjetnost, da slucajna spremenljivka zavzame vrednost na dolo¢enem intervalu:

Pla< Z <l = /b fz(2)dz. 2.3)

Lastnosti gostote verjetnosti lahko povzamemo z naslednjima izrazoma:

0 < fz(2),

JZEE

Pomembni sta tudi enacbi, ki povezujeta gostoto verjetnosti in porazdelitveno funkcijo

sz(Z)
dz

:/_Z B e fhle) =

2.2 Slucajni vektorji

Ce obravnavamo pojav, ki ga moramo opisati z ve¢ kot eno spremenljivko, le-te sestavimo v slu¢ajni
vektor. Slucajni vektor veC slucajnih spremenljivk zapiSemo takole:

Z = {Zl;Z27”'7ZTL}7
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kjer je m Stevilo slucajnih spremenljivk v slu¢ajnem vektorju oziroma $tevilo dimenzij, ki jih sluc¢ajni
vektor opisuje.

Podobno kot pri slu€ajni spremenljivki zaloga vrednosti sluCajnega vektorja predstavlja vse vrednosti,
ki jih slucajna spremenljivka lahko zavzame. Slucajne spremenljivke, ki sestavljajo slucajni vektor, so
lahko tako zvezne kot diskretne.

Tudi slucajni vektor v celoti predstavimo z njegovo porazdelitvijo. Porazdelitvena funkcija slucajnega
vektorja je definirana z enacbo:

FZl,Zg,...,Zn(zlaz2> .. .,Zn) = P[Zl <ziNZy<zN...NZ, < Zn] 2.4)

Nekaj pomembnih lastnosti porazdelitvene funkcije slucajnega vektorja povzamemo z izrazi:

0< Fz 7,,...2,(21,22,...,2n) <1,

lim Fyz 7, ..7.(21,22,...,2,) =0zavsaki =1,...,n,
Zi—>—00

lim F 21,29, ...,2n) = 1
21—00 N 20—00 N... N zp—+00 Zl’ZQ""’Zn( 1) <2, ! n) ’

lim Fz, 7,..72.(21,22,...,2n) = F25, 24, 2, (22, 23, ..., 2n).
Z1—>00

Z zadnjim izrazom definiramo porazdelitev dela slu¢ajnega vektorja, taki porazdelitveni funkciji pravimo
robna porazdelitvena funkcija. Podobno kot pri slucajni spremenljivki definiramo tudi verjetnostno
funkcijo in gostoto verjetnosti slucajnega vektorja. Verjetnostna funkcija je:

PZ1,Z,....%n (211', Ejjgaaasg znk) = P[Zl =21, N Zy = 22j N...N~Z, = an], (2.5)
z gostoto verjetnosti pa lahko izraCunamo verjetnost, da slucajni vektor leZi na dolo¢enem intervalu:

P[a1<Z1Sblﬂag<Zg§b2ﬁ...ﬂan<Zn§bn]:

bi by bn, (2.6)
= / / f7:0, 29,2, Az1d22 . . . dzy.
a1 Jao a

n

Pri slu¢ajnem vektorju lahko definiramo tudi pogojno porazdelitev, ki predstavlja porazdelitev slucajnega
vektorja ob pogoju, da so za nekatere slucajne spremenljivke v slucajnem vektorju izpolnjeni doloceni
pogoji. Na primer, pogojno porazdelitveno funkcijo definiramo kot:

FZ1|(Z2SZQ ﬂ...ﬁZnSZn)(Zl) = P[(Zl S Z]-)|(Z2 S <2 n...n Zn S Zn)] =
_P[Zl S Zl ﬂ Z2 S 22 ﬂ “e e ﬁ Zn S Zn] . FZ1,Z2,...,Zn(Zlﬂ ZQ’ ctty Zn) (27)
P[Zy < 250 ... 0 Zp < 2] Fry.zo(22,.. 0 2n)

V primeru, da je slucajna spremenljivka Z; neodvisna od drugih slucajnih spremenljivk v slucajnem
vektorju, lahko zapiSemo:

FZ1|(Z2SZ2 ﬁ...ﬁanzn)(zl) = FZI (Z]-) —

2.8)
— Fy 7.2, (21,20, .o, 2n) = Fz(21)F g, 2, (22, ..., Zn),
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kar pomeni, da lahko porazdelitveno funkcijo slucajnega vektorja, sestavljenega iz neodvisnih slucajnih
spremenljivk, zapiSemo kot produkt robnih porazdelitvenih funkcij. Torej, ¢e so vse slucajne spremen-
ljivke medsebojno neodvisne, lahko porazdelitveno funkcijo slucajnega vektorja zapiSemo kot produkt
vseh porazdelitvenih funkcij sluc¢ajnih spremenljivk, ki sestavljajo vektor:

Fz, 2,....2.(21,22, ..., 2n) = Fz,(21)Fz,(22) . .. F'z, (2n). 2.9

2.3 Momenti slu¢ajnih spremenljivk in vektorjev

Momenti in centralni momenti slucajnih spremenljivk opisujejo lastnosti sluc¢ajnih spremenljivk in
vektorjev. NajpomembnejSi momenti slucajnih spremenljivk in vektorjev so: pri¢akovana vrednost, vari-
anca in kovarianca ter simetri¢nost in sploscenost. V nadaljevanju bomo obravnavali le momente zveznih
slu¢ajnih spremenljivk in vektorjev.

Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke Z je moment prvega reda, definiran z izrazom:
o0
my = E[Z] = / z fz(z)dz, (2.10)
—0o0

in predstavlja osnovno informacijo o vrednosti slu¢ajne spremenljivke. S ¢rko F smo oznacili pri¢ako-
vano vrednost, povzeto po angleskih virih (angl. expected value).

Varianca slucajne spremenljivke Z je centralni moment drugega reda, definiran z izrazom:

0% = var|Z] = /Oo (z—myz)? fz(2)dz = E[Z% — E[Z]? (2.11)

—0o0

in predstavlja osnovno informacijo o razprSenosti slucajne spremenljivke. Centralna momenta tretje in
Cetrte stopnje predstavljata meri za simetri¢nost in sploS¢enost:

oo
H(Z?’) = / (z—mz)? fz(2)dz, mera simetricnosti,
oo (2.12)
/‘(24) = / (z—my)* fz(2)dz, mera splo$¢enosti.
—00

Brezdimenzijska koeficienta simetri¢nosti in splo§¢enosti definiramo z enacbama:

(3)

Yig = Mig, koeficient simetri¢nosti,
(o2
zZ
z (2.13)
Yoz = ,u%’ kurtosis.
o

Z
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Kovarianca med slucajnima spremenljivkama Z; in Zs je centralni moment drugega reda, definiran z
izrazom:

071,79 = Cov Zl, Z2 / / 21 mz, ( z9 — mZZ) le7z2(21, 22) dz1 dZQ

= E[Z1 25 — E|Z4]E[Za),

(2.14)

in predstavlja mero za linearno povezanost med dvema slucajnima spremenljivkama. Brezdimenzijska
mera linearne povezanosti je korelacijski koeficient pz, 7,, ki je definiran z enacbo:

07,.2
pZ1,Z2 = b2 (215)
07,07,
in lahko zavzame vrednosti med —1 in 1:
1< pz,.2, < 1.

2.4 Slucajne funkcije

Slucajna funkcija je slucajna spremenljivka ali slu¢ajni vektor, ki je odvisna tudi od lege v prostoru in
¢asa. Ce je slucajna funkcija odvisna le od lege v prostoru, ji pravimo slu¢ajno polje. Ce je slu¢ajna
funkcija odvisna tudi od Casa, ji reCemo slucajni proces. Omejili se bomo le na zvezna slu¢ajna polja in
procese, saj le-ti predstavljajo pomembnejsi del prostorske statistike. Skalarno slucajno polje zapiSemo
kot:

Z(s), s € R", (2.16)

skalarni proces pa kot:
Z(s,t),seR" teR, t>0, oziroma Z(t),teR,t>0, (2.17)

kjer s predstavlja krajevni vektor do tocke, kjer zapiSemo obravnavano slucajno polje, ¢ pa Cas, pri
katerem obravnavamo slucajni proces. Definirali smo torej slu¢ajno spremenljivko Z(s) oziroma Z(s, t)
ali Z(t), ki jo lahko obravnavamo podobno kot obi¢ajno slu¢ajno spremenljivko. Pomen zaloge vrednosti
je povsem enak kot pri slucajni spremenljivki, to so vrednosti, ki jih lahko ima slucajno polje. Primer
slu¢ajnega polja so trenutne temperature v Sloveniji, kjer lahko ugotovimo, da so tako pri¢akovane vred-
nosti kot tudi varianca in porazdelitev razli¢ni v razli¢nih tockah.

Najprej bomo obravnavali le skalarna slu¢ajna polja, torej bomo obravnavali le slu¢ajno spremenljivko,
odvisno od lege. Porazdelitvena funkcija slucajnega polja Iz ) (2) je:

Fye)(z) = PlZ(s) < ] (2.18)

in pomeni verjetnost, da slu¢ajno polje v tocki, ki je dolocena s krajevnim vektorjem s, zavzame vred-
nost, manj$o ali enako z. Podobno kot moramo pri slu¢ajnem vektorju {Z, Zs} poznati porazdelitveno
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funkcijo F'z, z,(21, z2) in ne le robnih porazdelitvenih funkcij Fz, (z1) in Fz,(22), moramo za celovit
opis skalarnega slucajnega polja definirati porazdelitveno funkcijo slucajnega polja Z(s) za dve razli¢ni
tocki s1 in so:

Fy(s1),2(s0) (21, 22) = P[Z(s1) < 21 N Z(s2) < 23], (2.19)

kar je povsem analogno definiciji porazdelitvene funkcije slucajnega vektorja po enacbi (2.4). V primeru
slucajnega vektorja smo porazdelitveno funkcijo definirali za dve ali ve¢ sluCajnih spremenljivk, pri
slu¢ajnem polju pa smo v (2.19) definirali porazdelitveno funkcijo za isto slu¢ajno spremenljivko v dveh
razli¢nih tockah. Gostoto verjetnosti slucajnega polja definiramo kot odvod porazdelitvene funkcije:

_ dFz(2)
Iz(s) (2) = 4 (2.20)
oziroma: )
0°Fy Z (21722)
fZ(sl),Z(sQ)(Zl, z9) = (sgzlgz . (2.21)

Podobno kot za slucajne spremenljivke lahko dolo¢imo Se nekaj osnovnih momentov, s katerimi opisSemo
osnovne lastnosti slucajnega polja. Srednja vrednost slucajnega polja je:

Mzs) = E[Z(S)] = / < fZ(s) (Z) dZa (222)
varianca slucajnega polja pa je:
U%(S) =wvar[Z(s)] = /_ (z—my S)) fz25)(2)dz = E[Z(s)?] — E[Z(s)]? = C(s). (2.23)

V primeru slucajnega polja lahko dolo¢imo Se funkcije, ki jih pri slu€ajnih spremenljivkah nismo imeli.
To so kovariancna funkcija, korelacijska funkcija in variogram. Kovarianc¢na funkcija predstavlja
kovarianco med slu¢ajnim poljem v dveh razli¢nih to¢kah s; in s9:

07(s1),2(s2) = COV[Z(s1), Z(s2)] =
/ — ) (22 = Mz(sy)) F2(s1),2(80) (21, 22) d21 dzg = (2.24)

s2)] — E[Z(s1)] E[Z(s2)] = C(s1,82).

I
\

V zadnjih dveh enacbah smo vpeljali oznaki za varianco C/(s) in kovarian¢no funkcijo C(sq, s2), ki sta
obicajni pri prostorski statistiki. Korelacijsko funkcijo dolo¢imo na enak nacin kot korelacijski koeficient
pri slucajnih spremenljivkah:

cov[Z(sl) Z(s2)] C(s1,82)

. _ ‘ 2.25
p(s1,82) = Jvar[Z(sy)| var[Z(sy)] C(s1) C(s2) (2.25)
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Variogram oziroma semivariogram je definiran kot polovica variance razlike vrednosti slu¢ajnega
polja v dveh razli¢nih tockah. Zaradi take definicije (polovica variance) sta se uveljavili obe poimeno-
vanji, a je prvo bolj pogosto in bo dosledno uporabljeno v nadaljevanju uc¢benika.

2v(s1,82) = var[Z(s1) — Z(s2)] = E[(Z(sl)—Z(sQ))z} —E[Z(s1)- Z(s2)]*. (2.26)

Ce se lastnosti sluCajnega polja po prostoru ne spreminjajo, pomeni, da obravnavamo stacionarno
slucajno polje. Primera stacionarnega in nestacionarnega slucajnega polja prikazujemo na sliki 2.1,
kjer s koordinatama x, y opiSemo lego tocke, z pa opisuje vrednost slucajnega polja.

SLIKA 2.1: Stacionarno (levo) in nestacionarno (desno) slucajno polje

Stacionarnost sluc¢ajnega polja opredelimo s pogojem, da je porazdelitvena funkcija za eno ali dve tocki
neodvisna od lege tocke, doloCene s krajevnim vektorjem s:
Fp)(2) = PlZ(s) < 2] = Fz(2),

(2.27)
FZ(51)7Z(52)(217 22) = P[Z(S) < 21 N Z(S + h) < zg] = FZ(h)(zl, 2’2).

Ce veljata pogoja (2.27), sta od lege neodvisni tudi srednja vrednost in varianca, medtem ko sta kovar-
ian¢na funkcija in variogram odvisni le od vektorja h, ki predstavlja vektor med dvema tockama (glej
sliko 2.2):

so =81+ h, h=s9—s;. (2.28)

ZapiSemo enacbe za srednjo vrednost, varianco, kovarian¢no funkcijo in variagram za stacionarna polja:
mzs) = E[Z(s)] = mz,
05 = var|[Z(s)] = o = C(0),
C(s1,82) = C(s1,s1 +h) =C(s,s +h) = C(h),

v(s1,82) = ¥(s1,81 + h) =7(s,s + h) = v(h),
C(h) C(h)

plb) = cCc) C(0)

(2.29)
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SLIKA 2.2: Krajevni vektorji do nekaterih tock v prostoru

Varianco o2 smo zapisali kot C'(0), saj s primerjavo enacb (2.22) in (2.24) vidimo, da lahko varianco

zapiSemo kot kovarian¢no funkcijo, zapisano za isto tocko:
0%s) = ElZ(8)Z(s)] - E[Z(s)|E[Z(s)] = C(s,5) = C(s,5+0) = C(0). (2.30)

Za stacionarno polje lahko izpeljemo tudi zvezo med variogramom in kovarian¢no funkcijo. ZapiSemo
enacbo variograma, izraZeno s pri¢akovanimi vrednostmi:

2(h) = E[(Z(s) — Z(s+ h))2] — E[Z(s) - Z(s + h)]* =

— E[Z(s)?—22(s)Z(s +h) + Z(s + h)*] — (E[Z(s)] — E[Z(s + h)])* =

= E[Z(s)?] —m% —2E[Z(s)Z(s + h)] + 2m% + E[Z(s + h)*] —m% =

= C(0) — 2C(h) + C(0) = 2C(0) — 2C/(h).

Sedaj lahko zapiSemo konéni rezultat:

v(h) =C(0)—C(h) in C(h)=C(0)—(h). (2.31)
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ZapiSemo lahko tudi zvezo med korelacijsko funkcijo in variogramom:

p(h) = ) _ _q- (2.32)

Za obicajna slucajna polja velja, da kovariancna funkcija pada z naras¢anjem razdalje med tockami,
obratno pa variogram z naraS¢anjem razdalje med toCkama obicajno narasca in se pribliZzuje vrednosti
C'(0). Zapisemo lahko:

lim C(h)=0 in  lim ~(h) = C(0). (2.33)

|h|—o0 |h|—o00

Nekaj znacilnih kovarian¢nih funkcij in variogramov prikazujemo na sliki 2.3.

Kovarian¢na funkcija Variogram

— mocno prostorsko povezano (

—— srednje prostorsko povezano

C(h) H(h)

—— prostorsko nepovezano

— mocno prostorsko povezano
— srednje prostorsko povezano
— prostorsko nepovezano

h h

SLIKA 2.3: Kovarian¢na funkcija in variogram

V grafu variograma na sliki 2.4 lahko prepoznamo nekaj znacilnih lastnosti. Variogram obi¢ajno narasca,
saj pricakujemo, da bo varianca razlike med vrednostima slucajnega polja z razdaljo naras€ala do neke
meje, ki jo imenujemo prag (ang. sill). Opazimo lahko tudi, da je prag doseZen na neki doloCeni razdalji,
do katere lahko prepoznamo prostorsko odvisnost. Tej razdalji reCemo doseg (ang. range) slucajnega
polja in predstavlja razdaljo med to¢kama, kjer vrednost v eni tocki Se opazno vpliva na vrednost druge
tocke. Zadnja in morda najbolj presenetljiva lastnost variograma je tako imenovan ucinek zrna (ang.
nugget effect), ki odraza variabilnost vrednosti slucajnega polja v tocki. Pri¢akovali bi, da je varianca
razlike med vrednostima slucajnega polja v isti tocki enaka ni¢, a je zaradi merskih napak in moZnih
nezveznosti le-ta od ni¢ razli¢na. Ime tega ucinka izvira iz rudarstva, ki je bilo eno od podrocij, v
okviru katerega se je prostorska statistika hitro razvijala. Predstavljamo si zrno zlata, ki ima seveda
povsem druge lastnosti kot kamnina, v kateri zrmo leZi. Ce bi torej merili lastnosti na meji med zrnom in
kamnino, bi morali ugotoviti nezveznost oziroma variabilnost vrednosti v isti tocki.
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Variogram

doseg

y(h)

prag

TLuéinek "zrna"
A

h

SLIKA 2.4: Variogram in njegove znacilnosti

2.5 Vektorske slucajne funkcije

Kot je omenjeno v razdelku Geostatisticni podatki in bomo podrobneje spoznali v naslednjem poglaviju,
lahko podatki obsegajo vrednosti veC slu€ajnih spremenljivk. Tako na primer geostatistiCni podatki s
podro&ja Jura v Svici, ki jih bomo uporabili v razliénih analizah prostorske statistike, poleg opisnih
podatkov, kot so raba tal in tip kamnine, vsebuje tudi numeri¢ne podatke o koncentraciji razli¢nih kovin
(Cd, Cu, Pb, Co, Cr, Ni in Zn) v izbranih tockah. To je zelo znacilen primer slucajnega vektorskega polja
oziroma slucajne vektorske funkcije.

Vektorsko slucajno polje zapiSemo kot:
{Z1(s), Z5(s), Z3(s), ..., Zn(s)} e RN, s € R, (2.34)
vektorski slucajni proces pa kot:

{Z1(s,1), Za(s,1), Z3(s,t),..., Zn(s,)} e RN, s € R", t € R, t >0, oziroma

(2.35)
{Z1(t), Zo(t), Z3(t),..., ZN(@t)} e RN, t € R, t > 0,
kjer s predstavlja krajevni vektor v n-razseZnem prostoru do tocke, kjer zapiSemo obravnavano slu¢ajno
polje, ¢ pa Cas, pri katerem obravnavamo slucajni proces. Stevilo N predstavlja razseZnost slu¢ajnega
vektorskega polja, torej Stevilo slucajnih spremenljivk, ki so vkljucene v slucajni vektor oziroma slu¢ajno
vektorsko funkcijo. V primeru podatkov iz Jure obravnavamo sedem razli¢nih slucajnih spremenljivk
(N = T7) v dvorazseznem prostoru geografske dolZine in §irine (n = 2).

Zaradi preprostejSega zapisa bomo v nadaljevanju obravnavali le vektorska slucajna polja z dvema
slu¢ajnima spremenljivkama (N = 2), saj v takem polju lahko opiSemo vse pomembne znalilnosti
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analize vektorskih polj in je posploSitev na vecje Stevilo slucajnih spremenljivk relativno preprosta.
Zapisimo vektorsko polje dveh slucajnih spremenljivk:

{Z1(8), Z2(s)}, s € R™. (2.36)
Ker obravnavamo zvezno vektorsko slu¢ajno polje, je zaloga vrednosti neko zvezno obmoéje na R?.

Porazdelitvena funkcija vektorskega slucajnega polja ', ) 7,(s)(21, 22) je:

FZl(s),Zg(s)(Zh Zz) = P[Zl(s) <z N ZQ(S) < 22] (2.37)

in pomeni verjetnost, da sluc¢ajno vektorsko polje v tocki s, zavzame vrednost na obmocju Z; < z3 N
Zo < zo. Podobno kot pri skalarnem sluc¢ajnem polju lahko v analizo vpeljemo dve tocki, doloCeni z
vektorjema s; in sg, in definiramo novo porazdelitveno funkcijo:

F7,(s1),25(s2) (21, 22) = P[Z1(s1) < 21 N Za(s2) < 23], (2.38)

s ¢imer postavljamo osnovo za obravnavo dveh razli¢nih slu¢ajnih spremenljivk Z; in Z» v dveh razli¢nih
toCkah s; in so.

Gostoto verjetnosti vektorskega slucajnega polja definiramo kot odvod porazdelitvene funkcije:

O Fz,(s),2:(5) (21, 22)
[21(s),22(s) (21, 22) = - 8z128z2 , (2.39)

oziroma

P Fz, (1), 25(s0) (215 22)
[21(81),22(s0) (21, 22) = - 182128;2 . (2.40)

Podobno kot za skalarno slu¢ajno polje lahko za vektorsko slucajno polje dolo¢imo osnovne momente,
s katerimi opiSemo osnovne lastnosti vektorskega slucajnega polja. Srednji vrednosti komponent vek-
torskega slucajnega polja sta

my, sy = E[Z1(s)] = / / 21 f7,(s),22(s) (21, 22) d21 d 22,

o oo (2.41)
Mz, s) = E[Z2(s)] = / / 22 [7,(s),2a(s) (21, 22) dz1 dza,
—oo J —0o0
varianci komponent vektorskega slucajnega polja pa sta
0%, (s) = var[Zi(s / / 21— Mz (s) ) f7,(8),22(5) (21, 22) dz1 22,
(2.42)

0%, () = var(Za(s / / 22— M)’ f21(5), 200 (21, 22) d21 d2a,
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ki ju lahko zapiSemo tudi takole:

O-%l(s) = E[Zl(s)2
0%(s) = ElZ2(s)?

\
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Analogno kot pri skalarnem sluc¢ajnem polju dolo¢imo tudi kovarian¢ni funkciji in variograma za kom-
ponenti vektorskega slucajnega polja:

071 (s1), 21 (s2) = cov[Zy(s1), Z1(s2)] =
= /Z /Z (21 =Mz (s1) (22 = Mzy(s0)) [20(51),21(50) (215 22) dz1 dzo = (2.44)
= E[Z1(s1)Z1(s2)] — E[Z1(s1)] E[Z1(s2)] = Ci(s1, 82),

0 Za(s1), Za(s2) = €0V Z22(81), Z2(s2)] =

- / / (Zl - mZ2(Sl)) (22 - mZz(S2)) fZ2(Sl),Zz(sQ)(Zla 22) dz1 dzg
—00 J —00

= E[Z5(s1)Z2(s2)] — E[Za(s1)] E[Z2(s2)] = Ca(s1,82),

(2.45)

21 (s1,82) = var|[Zi(s1) — Zi(s2)] = E [(Zl(sl) - 21(52))2} ~ E[Zi(s1) - Zi(s2)]?,  (2.46)

275 (s1,82) = var[Za(s1) — Za(ss)] = E[(Zg(sl) - 22(52))2} — E[Zy(s1) — Za(s2)]”.

Pri vektorskem sluc¢ajnem polju lahko definiramo Se krizno kovarianéno funkcijo, ki je definirana kot
kovarianca slu¢ajne spremenljivke Z; v toc¢ki s; s slucajno spremenljivko Z5 v tocki so:

(2.47)

0Z1(s1),Z2(s2) = COU[Zl (Sl)a Z2(52)] =
N / / G le(Sl)) (22 = mZz(S2)) [2:(s1),22(s2) (71, 22) d21 dzp = (2.48)
= E[Z1(s1)Z2(s2)] — E[Z1(s1)] E[Z2(s2)] = Cha(s1,82)
in krizni variogram oziroma kovariogram, ki je definiran kot kovarianca razlik (Z;(s1) — Z1(s2)) in
(Z2(s1) — Za(s2)):
2712(s1, 82) = cov[(Z1(s1) — Z1(s2)), (Z2(s1) — Za(s2))] =

=F |:(Z1 (Sl) — Z1 (Sg)) (ZQ(Sl) — ZQ(SQ)):| — (249)
— E[Z\(s1) — Z1(s2)] E[Za(s1) — Za(s2)].
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Podobno kot pri skalarnih slu€ajnih poljih lahko tudi pri vektorskih slu¢ajnih poljih opredelimo sta-
cionarnost, za taka vektorska slucajna polja velja:

mz,s) = E[Z1(s)] = mz,, Mzas) = ElZ2(5)] = mz,,
0%1(5) - ’UCLT[Zl(S)] = 0%1 = 01(0), 0%2(5) = UCLT[ZQ(S)] = U%g = 02(0)7
Ci(s1,s2) = Ci(s1,81 + h) = C1(h), Co(s1,s2) = Ca(s1,s1 + h) = Cy(h) (2.50)
71(s1,82) = 71(s1,81 +h) = (h), Y2(s1,82) = 72(s1,81 + h) = 12(h),

Cia(s1,s2) = Cia(s1,81 + h) = Ci2(h), m2(s1,82) = 712(s1,81 +h) = y12(h).

Z upostevanjem enacbe (2.31) lahko zapiSemo zveze med variogramoma ~y; (h), 72 (h) in korelacijskima
funkcijama C4 (h), Co(h):

71(h) =C1(0) = Ci(h) in  72(h) =C5(0) — Ca(h). (2.51)

Za stacionarno vektorsko polje lahko izpeljemo tudi zvezo med kovariogramom in kriZno kovarian¢no
funkcijo. ZapiSemo enacbo kovariograma, izraZeno s pri¢akovanimi vrednostmi:

2312(h) = E[(Z1(5) ~ Zi(s + 1)) (Za(s) — Zo(s + ) | -
— E[Zi(s) — Z1(s + h)|E[Z5(s) — Zs(s + h)| =

= E[Z1(8)Z2(s) — Z1(s) Za(s + h) — Zy(s + h) Zy(s) + Zi(s + h) Zo(s + h) | —
— (BE[Z1(s)] - E[Z1(s + h)]) (E[Z2(s)] — E[Z2(s + h)]) =

= E[Zl(S)ZQ(S)] — Mz mz, — E[Zl(S)ZQ(S + h)] + mz, Mz, —
— E[Zl(s + h)ZQ(S)] + mz,mz, + E[Zl(s + h)E[ZQ(S + h)} — Mz Mz, =

= 012(0) — Clg(h) — Cgl(h) + 012(0).

Sedaj lahko zapiSemo konéni rezultat:

’712(}1) = 012(0) (Clg(h) + Cgl(h)) (2.52)

1

2
Obicajno predpostavimo simetri¢nost C2(h) = Cs;(h), zato sledi enaka zveza kot pri zvezi med vario-
grami in korelacijskimi funkcijami (2.51)

y12(h) = C12(0) — Ci2(h). (2.53)
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3 Geostatistika

V prej$njem poglavju smo opisali slu¢ajno polje oziroma slucajni proces in njihove osnovne znacilnosti,
porazdelitve, momente, mere prostorske povezanosti. V tem poglavju prehajamo na statisticno analizo,
obravnavali bomo vzorce slucajnih polj oziroma procesov in opisali ustrezne statisticne metode.

3.1 Geostatisticni podatki

GeostatistiCne podatke sestavljajo podatki o legi tocke, kjer je bila opravljena meritev kolicine, ki jo
obravnavamo, in vrednosti meritev te koli¢ine. Primer, ki ga bomo uporabili za prikaz razli¢nih geo-
statisticnih metod, so podatki iz severozahodnega Svicarskega kantona Jura na meji s Francijo. Tam je
Svicarski zvezni ingtitut za tehnologijo iz Lozane (EPFL) na priblizno 14 km? v 359 to¢kah ocenil tip
kamnine, rabo tal in izmeril koncentracijo tezkih kovin v tleh [mg/kg]. Geostatisti¢ni podatki so v tem
primeru sestavljeni iz koordinat merskih tock, podatkov o tipu kamnine in rabi tal ter rezultatov meritev
koncentracij teZkih kovin v tleh.

Lege merskih tock
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SLIKA 3.1: Razpored merskih tock in histogram koncentracije dveh kovin

Na sliki 3.1 je prikazan razpored merskih toc¢k. Vidimo, da je ve€ina tock razporejenih v pravilni mreZi,
poleg tega pa je dodanih Se nekaj merskih mest, ki so dodana v neurejeni obliki. Lahko predvidevamo, da
so bile te dodatne merske tocke postavljene v blizino potencialnih onesnaZevalcev ali pa v bliZino zajetja
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pitne vode, bliZino vrtcev ali podobno. Zanimiva je tudi primerjava v porazdelitvi koncentracije bakra in
cinka, saj vidimo, da so koncentracije cinka bistveno viSje, njihova porazdelitev pa je bolj simetri¢na od
porazdelitve koncentracije bakra. Lastnosti sluc¢ajnih polj koncentracije bakra in cinka bomo prikazali v
nadaljevanju.

Zacetnih nekaj vrstic podatkov prikazujemo v preglednici 3.1. Razlikovali so med petimi tipi kam-
nine: prvi Stirje (Argovian, Kimmeridgian, Sequanian in Portlandian) pripadajo jurskim apnencem, peta
(Quartarnary) pa je mlajSa kamnina iz obdobja kvartarja. Rabo tal so klasificirali v §tiri razrede: gozd,
pasnik, travnik in polja.

PREGLEDNICA 3.1: Prvih nekaj vrstic podatkov za obmocje Jure

X y Tip Raba Cd Cu Pb Co Cr Ni Zn
[km]  [km] | kamnine | tal | [mg/kg] [mg/kg] [mg/kg] [mg/kg] [mg/kg] [mg/kg] [mg/kg]
2.386 3.077 3 3 1740 2572 7736 932 3832 2132  92.56
2.544 1.972 2 2 1335 2476 7788 10.00 4020 29.72  73.56
2.807 3.347 3 2 1.610 888 3080 10.60 47.00 2140 64.80
4308 1.933 2 3 2.150 2270 56.40 1192 4352 2972 90.00
4.383 1.081 5 3 1.565 3432 6640 1632 3852 2620 88.40
3.244 4519 5 3 1.145 3128 7240 350 4040 2204 7520
3.925 3.785 5 3 0.894 2744 60.00 1508 30.52 2176  72.40
2.116 3.498 1 3 0.525 66.12 141.00 420 2540 972  72.08
1.842 0.989 1 3 0240 2232 5240 452 2796 1132  56.40
1.709 1.843 3 3 0.625 1872 41.60 12.08 3332 1688  75.60

Iz podatkov lahko dolo¢imo ocene srednjih vrednosti (povprecja) in variance (vzoréne variance) ter
nekaj drugih statisticnih podatkov, kar prikazujemo v preglednici 3.2. Iz te lahko preberemo, da naj-
vi§je povprecne koncentracije izkazujeta svinec in cink, ki imata tudi najvecjo razprSenost. Verjetnostne
porazdelitve koncentracije kobalta, kroma in niklja so najbliZje normalni porazdelitvi, saj so te porazde-
litve precej simetri¢ne (koeficient simetri¢nosti je blizu ni¢) po obliki pa niso niti Spicaste niti sploS¢ene
(kurtosis je blizu vrednosti tri), kar je znacilnost normalne porazdelitve.
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PREGLEDNICA 3.2: Nekaj osnovnih statisti¢nih podatkov

Slu€ajne spremenljivke - elementi
Statistika Cd Cu Pb Co Cr Ni Zn
Povprecje 1.30 23.6 54.6 9.48 350 200 759
Standardni odklon | 0.873 22.3 33.1 3.63 10.7 814 30.8
Mediana 1.11  17.2 46.8 9.84 348 206 73.6
Simetri¢nost 149 301 334 -0.0705 0.295 0.104 149
Kurtosis 5,66 14.7 18.6 2.72 332 317 7.0
5. centil 032 572 263 3.55 18,5 6.08 35.1
95. centil 3.15 652 116. 14.6 52.8 326 136.
Minimum 0.135 355 18.7 1.55 332 198 250
Maksimum 5.13  166. 300. 22.7 70.0 532  260.

Pomembna je tudi informacija, v kolik$ni meri so sluajne spremenljivke povezane. Mera za linearno
povezanost je kovarianca oziroma korelacijski koeficient. V preglednici 3.3 so prikazani korelacijski
koeficienti, ki prikazujejo linearno povezanost med spremenljivkami. Korelacijski koeficient, ki se po
absolutni vrednosti pribliZuje vrednosti 1, predstavlja moc¢no linearno povezani slu€ajni spremenljivki.
Vidimo lahko, da sta moc¢no linearno povezani koncentraciji bakra in svinca, zelo Sibko pa sta povezni
koncentraciji svinca in kadmija.

PREGLEDNICA 3.3: Korelacijski koeficienti med obravnavanimi slu¢ajnimi spremenljivkami

Cd Cu Pb Co Cr Ni Zn
Cd 1. 0.139 0.221 0.259 0.566 0.475 0.601
Cu | 0.139 1. 0.824 0.183 0.215 0.222 0.657
Pb | 0.221 0.824 1. 0.148 0.256 0.271 0.665
Co | 0.259 0.183 0.148 1. 0472 0.703 0.441
Cr | 0566 0215 0.256 0.472 1. 0.705 0.61
Ni | 0475 0.222 0.271 0.703 0.705 1. 0.591
Zn | 0.601 0.657 0.665 0441 0.61 0.591 1.

3.2 Priprava podatkov

Ob predpostavki, da je polje stacionarno, lahko iz podatkov dolo¢imo ocene srednjih vrednosti in varianc
za vse merjene koli¢ine. Pri dolocitvi ocene kovariancne funkcije in variograma pa bomo morali poiskati
pare toc¢k z enako ali priblizno enako medsebojno oddaljenostjo. Zato izberemo vektor h z dolZino
h = |h| in smernim kotom «. Za ta vektor poiS¢emo vse tiste pare tock, za katere velja, da je medsebojna
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razdalja znotraj intervala h = Ah in da je smerni kot med prvo in drugo tocko znotraj intervala o += Acv.
Stevilo teh parov oznaimo z N (h). Na sliki 3.2 prikazujemo mnoZico 359 tock in lahko ugotovimo,
da za izbrani vektor oddaljenosti med tockama h toc¢ko 17 lahko poveZemo s tocko 45 (obe sta obarvani
v modro), medtem ko tocka 18 za izbrani vekor h nima para (obarvana je rdece). Na desni strani slike
3.2 je prikazanih vseh N (h) = 29 parov tock s priblizno enako medsebojno oddaljenostjo in priblizno
enakim smernim kotom med tockama. Vidimo, da je lahko ena tocka povezana z ve¢ tockami.

V prikazanem primeru smo iskali le tiste pare tock z medsebojno oddaljenostjo h + Ah in s smernim
kotom daljice od prve do druge toCke v intervalu o = Aa. Pogosto predpostavimo, da je polje izotropno,
torej da se lastnosti v razlicnih smereh ne razlikujejo. Tedaj pare tock s podobno oddaljenostjo iS¢emo
ne glede na smerni kot daljice med dvema tockama. Tak izbor parov za istih 359 tock je prikazan na
sliki 3.3. Ceprav smo velikost intervala Ah zmanjsali za 8-krat, je Stevilo parov sedaj bistveno vegje,
N (h) = 117. Tudi na sliki 3.3 so z modro oznacene tocke, ki so v parih, z rdeCo pa tiste, ki nimajo para.

Najpogosteje bomo obravnavali primere, ki niso odvisni od smeri vektorja h, zato bomo v nadaljevanju
v teh primerih namesto vektorja h pri zapisu N (h) upostevali le dolZino vektorja h in zapisali

N([h[) = N(h.)
Jura — iskanje parov . |l Jura — iskanje parov
h=0.8 km B 1t N(h) =29 parov
Ah=009km . s Ao 0 h=08km . > -
. a=04 vy, 1l AR =0.04km oo i
- Aa=0.1 8.2 - 1h =04 vt ) -

i _. .;5 " Ao=0.05 '/’.// . _
z IO T -

SLIKA 3.2: Iskanje parov tock, ki so oddaljene za priblizno h
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Jura — iskanje parov

N(h) =117 parov

h=0.8 km
Ah =0.005 km

»

SLIKA 3.3: Pari tock s priblizno oddaljenostjo & ne glede na smer daljice

V vsaki tocki sy poznamo tudi vrednost Z; sluCajnega polja Z(s). Zato lahko ob iskanju parov za
nek izbran h za vsak par tock na razdalji h zapiSemo par vrednosti (Z;;, Z2;), kjer je Z;; vrednost
slucajnega polja v prvi tocki i-tega para, Z; pa vrednost polja v drugi tocki tega para. Na primer, Ce
smo na sliki 3.2 ugotovili, da tocki 17 in 45 predstavljata par dveh tock na ustrezni oddaljenosti glede na
izbrani vektor h, potem je vrednost Z1 1 = Zy7 (vrednost Z v prvi toCki prvega para je enaka vrednosti
Z17), vrednost v drugi tocki pa je Zo 1 = Z45 (vrednost Z v drugi tocki prvega para je enaka vrednosti
Zy5). S tem smo podatke na novo uredili tako, da smo iz geostatisti¢ih podatkov {zy,yk, Zr}, k =
1,...,n izlu§¢ili pare vrednosti {Z; ;, Z2;},7 = 1,..., N(h) za dolocen vektor h, kot je prikazano v
preglednici 3.4. V primeru s slike 3.2 je bilo vseh tock n = 359, ustreznih parov tock za izbrani vektor
z dolzino A = 0.8 km in smerjo o = 0.4 pa je N (h) = 29.

Zaradi preglednosti bomo v nadaljevanju vrednost slucajnega polja za dolocen par 7 pisali brez vejic med
indeksi
Zl,i — Zli in Zgyi — Zgi.


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/gs04.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/gs04.mov
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PREGLEDNICA 3.4: Preurejevanje podatkov za geostatisti¢no analizo

Geostatistiéni podatki

Pari vrednosti
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Yk
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Zn

Z11 Z
Z12 Z99
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ZiNm)  Z2N(h)
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S tako urejenimi podatki lahko grafi¢no ali numeri¢no prikaZemo prostorsko povezanost. Najpreproste;jsi
grafini prikaz je razsevni graf, ki ga lahko nariSemo za razli¢ne razdalje h. Za vsako razdaljo h lahko
izraCunamo tudi oceno kovarian¢ne in korelacijske funkcije (C'(h) in p(h)) ter oceno variograma (h).

3.3 Razsevni graf

Z razsevnim grafom nariSemo pare to¢k {Zy;, Z2;} za izbrane razdalje h med tockami. Na sliki 3.4
prikazujemo razsevni graf za krom za dve razli¢ni razdalji i med to¢kami.

Ce so toke razsevnega grafa blizje simetrijski osi prvega kvadranta, pomeni, da je sluajno polje za
izbrani h prostorsko bolj povezano (glej sliko 3.4 za h = 0.2km). Za prostorsko neodvisno slucajno
polje je znacilno, da so tocke razsevnega grafa razporejene po celotnem obmocju in niso zbrane v bliZini
simetrijske osi (glej sliko 3.4 za h = 1.6 km).

——————————— . T 80
I Razsevni graf za Cr
h=0.2 km
60 1 60
V4 V2
401 .o 1 40
L ° f . L
» R —
200 . 0. 1 20
0 Il L Il L Il L L
0 20 40 60 80

Z

Razsevni graf za Cr
h=16km * °°

el s :\‘!"s'};*;;_; -t
BN PRD
C %0 2800 Nt o °
. .‘f‘ lcg: o oo . T
20 40 60

SLIKA 3.4: Razsevni graf za Crpri h = 0.2km in h = 1.6 km

80 .)
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3.4 Kovariancna funkcija

Za dolocitev ocene kovariancne in korelacijske funkcije moramo najprej oceniti srednje vrednosti in
variance slucajnega polja. Te dolo¢imo z naslednjimi enacbami:

1 N(h)
1= W Zz; Zlu
N(h)

(3.1)

N(h)
1 1

~2 Z a2 Z 2 9

01 = (h) — (le ml) N(h) — Zl’b m17

1 N(h) 1 N(h)
53 = o S (Zyg —rig)? = S 23—,
03 N(h) i:1( 2 m2) N(h) ; 21 ma

Predpostavka o stacionarnih poljih sicer zahteva, da sta enaki srednji vrednosti in varianci m; = mg in

0? = 03, a zaradi naklju¢ne narave slu¢ajnih procesov ne moremo pri¢akovati, da bosta enaki tudi oceni

srednjih vrednosti in varianc v prvih oziroma drugih tockah parov. Velja torej:

ml 7é m?a
62 + 63

V primeru, da sta oceni srednje vrednosti in variance za prve tocke parov zelo razli¢ni, predpostavka o
stacionarnosti ne velja in moramo slu€ajno polje obravnavati kot nestacionarno.

Oceno kovarian¢ne funkcije oziroma vzoréno kovarianéno funkcijo izracunamo po naslednji enacbi:

X 1 N (h) A A 1 N (h) o
C(h) = N ; (Z1i — m1)(Zo; — ) = W ; Z1; Zo; — mimMa, (3.2)
oceno korelacijske funkcije pa po enacbi:
p(h) = 51(2 kjerje —1<p(h) <1 (3.3)
Ocene kovariancne in korelacijske funkcije za h = 0.1,...,2.0 km prikazujemo na sliki 3.5. Vidimo

lahko, da je povezava nekoliko bolj izrazita za razdalje do 0.4 km, nato pa vrednost funkcije pade in pros-
torska povezanost slu¢ajnega polja ni ve¢ znagilna. Ce primerjamo sliko 3.5 s sliko 3.6, kjer sta prikazani
kovarian¢na in korelacijska funkcija za prostorsko neodvisno polje z enakima srednjo vrednostjo in vari-
anco kot prostorsko povezano polje, vidimo, da imata v primeru neodvisnih polj tako kovarian¢na kot
korelacijska funkcija za vse vrednosti i nizke vrednosti, ki so od ni¢ razli¢ne le zaradi naklju¢ne narave
slucajnega polja.
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SLIKA 3.5: Oceni kovarian¢ne in korelacijske funkcije za Cr
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SLIKA 3.6: Oceni kovariancne in korelacijske funkcije za Cr (prostorsko neodvisno polje)

3.5 Variogram

Oceno variograma oziroma vzor¢ni variogram izraCunamo po naslednji enacbi:

LN
Q;Y(h):m

(h)
Z (Z1i — Zai — (11 — 1ha))?,
i=1

(3.4)
1 N(h)
25(h) = N > (Zii — Zw)?.
=1

Variogram predstavlja polovico variance razlike med vrednostjo slucajnega polja v dveh tockah na od-
daljenosti h. Pricakujemo lahko, da bodo razlike med vrednostmi polja pri vecjih razdaljah vecje, torej
da bo variogram nara$¢ajoca funkcija h. Ce pa je polje prostorsko neodvisno, lahko pri¢akujemo, da bo
variogram konstanten. Na sliki 3.7 vidimo, da variogram pri dejanskih podatkih o koncentraciji kroma
na podrocju Jure naras¢a, medtem ko je pri podatkih, ki so bili generirani kot prostorsko neodvisno polje,
variogram konstanten v okviru nezanesljivosti zaradi nakljucne narave slu¢ajnih polj.
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SLIKA 3.7: Oceni variograma za Cr (prostorsko odvisno in neodvisno polje)

3.6 Dolocitev empiri¢ne funkcije variograma

V naslednjem poglavju bomo obravnavali krigiranje, pri katerem bomo potrebovali vrednosti variograma
oziroma kovariancne funkcije v odvisnosti od razdalje med tockami h. Zato bomo iz vzorénih vrednosti
variograma, ki so podane po tockah, dolocili priblizno funkcijsko zvezo. Nastejmo nekaj znacilnih
funkcij, ki so glede na obicajno obliko variograma primerne za njegovo aproksimacijo:

gi(h) =1 konstanta
3h _ B3 o
3h _ h?® a y
ga(h) = ¢ %@ 2a° - sferi¢na
1 h>a (3.5)
g3(h) =1 — ¢ 3k eksponentna
ga(h) =1— e 3h*/a Gaussova
1.2
1.0 =
g(h) g
0.8+ 27 . 1
e ,/ —gh) =1
0.61 7’/ 3 LB ]
7 / " :{ e~ 2@ h=<a
0.4+ /, 9(h) 12 ’ h>a
1/ 7
cemg(h) =1 — ¢~ 3Ha
02r /) / ]
II / --—-g(h) =1 -e3Wa
0.0« ‘ ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 A 2.0

SLIKA 3.8: Nekaj funkcij, primernih za aproksimacijo variograma

Empiri¢no funkcijo variograma izraunamo s seStevanjem funkcij iz (3.5) po naslednji enacbi:

g(h) = bigi(h) + baga(h,az) + bzgz(h,a3) + - - -,

(3.6)
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pri emer neznane koeficiente by, ba, as, . . . dolo¢imo po metodi najmanjsih kvadratov. Ce se na primer
odloc¢imo za kombinacijo konstante in eksponentne funkcije, je empiri¢na funkcija variograma:

g(h) = by + by(1 — e~3h/e2), (3.7)
¢e pa izberemo kombinacijo konstante in Gaussove funkcije, je empiri¢na funkcija:

g(h) = by + by(1 — e~31"/73), (3.8)

pri ¢emer moramo dolocCiti Se parametre b1, bo in ag tako, da se empiri¢na funkcija ¢im bolj prilega
tockovnim vrednostim vzorénega variograma. Pri metodi najmanjSih kvadratov moramo poiskati take
parametre empiri¢nih funkcij variograma, da je vsota kvadratov razlik med vrednostmi vzorénega vario-
grama in izbrano funkcijo ¢im manjsa:

Ty Ny 9
SS = Z (vi — g(hi))2 = Z <'y¢ — by — ba(1 — 6_3}”/“2)) za eksponentno funkcijo,  (3.9)
i=1 i=1

kjer n, predstavlja Stevilo tock vzorénega variograma. Vrednosti h; izberemo glede na lege tock, saj
tako za premajhne kot za prevelike vrednosti h; ne moremo najti ustreznega para, torej je N(h) = 0 in
kovarian¢ne funkcije oziroma variograma ne moremo izracunati.

Za dolocitev empiri¢ne kovarian¢ne funkcije uporabimo zvezo med kovarian¢no funkcijo in variogramom
(2.31) in upostevamo, da vsota vseh b; predstavlja najvecjo vrednost variograma, ki je enaka varianci
slu¢ajnega polja C'(0). Empiri¢no kovarian¢no funkcijo zapiSemo z enacbo:

C(h) = (b1 +by +---) = (b1 g1(h) + b2 g2(h, a2) + b3 g3 (h, a3) + - --). (3.10)

Ucinek zrna je v empiric¢ni funkciji variograma opisan s parametrom by, ki predstavlja konstantni del
variograma.

Sedaj dolo¢imo empiri¢ni variogram za krom za razdalje med toCkami od 0 do 2.5km ob uporabi
dveh razli¢nih nastavkov po enacbah (3.7) in (3.8). Rezultat aproksimacije so vrednosti parametrov
za obe enacbi, ki jih podajamo v preglednici 3.5, aproksimacijo variograma z vzornim variogramom pa
prikazujemo na sliki 3.9.

PREGLEDNICA 3.5: Parametri aproksimacije variograma za krom po enacbah (3.7) in (3.8)

Funkcija | n, by by ao Vsota kvadratov S'S
(3.7) 49 36.5 77.3 0.604 5529
(3.8) 49 63.1 50.1 0.498 5496

Iz preglednice 3.5 in s slike 3.9 lahko razberemo, da sta prag in doseg obeh funkcij variograma podobni,
saj je ta vrednost pri eksponentni funkciji 113.8, pri Gaussovi pa 113.1. Razlika v ucinku zrna je bolj
izrazita: v primeru eksponentne funkcije je enak 36.5, v primeru Gaussove pa 63.1. Vsota kvadratov
odstopanj S'S' je v obeh primerih zelo podobna (5529 in 5496), Gaussova aproksimacija kaze nekoliko
boljse prileganje, a je razlika zanemarljiva.
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SLIKA 3.9: Aproksimacija variograma

3.7 Geostatisticna analiza z indikatorji

Pri analizi geostatisticnih podatkov nas pogosto zanimajo le vrednosti, ki so manjSe ali ve¢je od izbrane
kriticne vrednosti. Tako nas na primer lahko zanima, ali so vrednosti, ki presegajo zakonsko dovoljene
koncentracije onesnaZenja, prostorsko odvisne ali ne. Podobno nas lahko zanima, ali je vsebnost rude
v kamnini, manjSa od dolo¢ene kriti¢ne vrednosti, prostorsko odvisna in kako. Ce zelimo opraviti tako
analizo, moramo iz osnovnih geostatisti¢nih podatkov dolociti takoimenovane indikatorje po naslednji
enacbi:

)1 zaZy < zirt,

= { 0 zaZi > Zirit, @11
ali pa:

.1 zaZy > zpeis

= { 0 zaZy < Zipit (3.12)

Geostatisticne podatke smo sedaj razsirili za indikatorje iy (zx.;+) glede na izbrano kritiéno vrednost
Zkrit- Ob dolo€itvi parov za izbrano razdaljo med tockami i dobimo nove pare vrednosti {i1;, i2; }, kot
prikazujemo v preglednici 3.6.

PREGLEDNICA 3.6: Preurejevanje podatkov za geostatisti€no analizo z indikatorji

Geostatisti¢ni podatki Pari indikatorjev

oy | 21 @ i1 i21

Ty Y2 | Z2  i2 112 122
—

Tk Yk | Lk Uk 015 i2;

T Yn | n  in ilN(h) Z'2N(h)

Glede na to, da indikatorji lahko dosezZejo le dve vrednosti (ena ali nic), razsevnega grafa ne riSemo, saj


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig05.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig05.mov
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lahko vsebuje najvec 4 tocke ({0,0}, {1,0},{0,1},{1,1}). Zato pa lahko izratunamo vse druge mere:
srednjo vrednost, varianco, kovarian¢no in korelacijsko funkcijo ter variogram:

L V@
mp = W z; U134,
1= (3.13)
1 N(h)
1 N(h)
6%1 - (h) g Z%’L - m%la
L Nw
&%2 = (h) gt Z%z m%%
N(h)
R 1 . A4 .
Cr(h) = N 11402 — MI1M ]2, G149
=1
N h)
o (B — 1(
pr(h) 0110712’
1 N(h)
291(h) = O] (i1; — iai)%
=1

Na slikah 3.10 in 3.11 prikazujemo ocene za kovarian¢no in korelacijsko funkcijo ter variograma za
kriti¢no vrednost zx,.;; = 25mg/kg koncentracije kroma, pri ¢emer smo indikatorje dolo¢ili po enacbi
(3.12). Vidimo lahko, da je za izbrano kriti¢no vrednost 25 mg/kg prostorska povezanost podobna kot,
¢e obravnavamo vrednosti koncentracije.

0.10 ‘ ‘ ‘ 1.0 w \ ;
0,081 Kovarian¢na funkcija | Korelacijska funkcija
Ci(h) ) Cy(h) za Cr 05r.. pr(h) za Cr
0.06 | 1
pi(h)

0.04 | . ] 00—+
0.02¢ Ziri= 25 mg/kg
0.00 -0.5¢

' : Ziie = 25 mg/kg

-0.02 : . ! : -1.0 L L .
00 05 10,15 20 00 05 o, 1S 2.0

SLIKA 3.10: Oceni kovarian¢ne in korelacijske funkcije z indikatorji za Cr



3.8 Preizkusanje domnev o prostorski povezanosti 35

0.20
015, ‘ . o o ° °« ° e, .
7i(h) .. ’
0.10f . * = °
Zirie = 25 mg/k
0.051 krit gKg |
Variogram y;(h) za Cr
0.00 : : :
0.0 0.5 1.0 h 1.5 2.0

SLIKA 3.11: Ocena variograma z indikatorji za Cr

Na sliki 3.12 prikazujemo kovariancno funkcijo z indikatorji za razli¢ne kriti¢ne vrednost. Opazimo
lahko, da je prostorska povezanost izrazitejSa za kriti¢ne vrednosti med 25 in 35mg/kg, za manjSe ali
vecje kriticne vrednosti pa je povezanost manjsa.

0.10 ‘ ‘ ‘
0.081 Kovarian¢na funkcija

C1(h)0 061 ) Ci(h) za Cr

0.04¢1

0.02¢ ", = 25 mg/ke
0.00 — —

-0.02 : : rle

00 05 10, LS 20 |mp

SLIKA 3.12: Kovarian¢na funkcija z indikatorji za Cr za razli¢ne vrednosti 2y

3.8 PreizkuSanje domnev o prostorski povezanosti

Geostatisti¢ne analize, ki smo jih opisali do sedaj, so pokazale prostorsko odvisnost preko oblike raz-
sevnega grafa, preko oblike kovarianCne, korelacijske funkcije ali variograma. Mnenje o tem, ali je
slu¢ajno polje prostorsko povezano ali ne, pa je prepus€eno subjektivni presoji grafi¢nih prikazov. V
nadaljevanju bomo pokazali, da lahko pri presoji o prostorski povezanosti slu¢ajnega polja uporabimo
obicajno statisticno orodje: preizkusanje domnev (tudi testiranje hipotez, angl. hypothesis testing).
Postopek preizkusanja domnev o prostorski povezanosti slucajnega polja je povsem enak kot pri vseh
drugih preizkusSanjih statisticnih domnev:


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/gs11.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/gs11.mov
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1) Postavitev nicelne Hy in alternativnhe domneve H;. Alternativna domneva ne sme biti
zdruzljiva z nicelno.

2) Izbira najvecjega tveganja a, ki ga dovolimo pri zavrnitvi ni¢elne domneve (obi¢ajne vrednosti
so o = 0.01, & = 0.05 ali o = 0.10).

3) Zapis statistike, ki je skladna z nicelno domnevo.
4) Dolocitev mej kriticnega obmocja oziroma obmocja zavrnitve nicelne domneve.

5) Glede na izracunano statistiko v primerjavi z mejami kriticnega obmocja odlocitev o zavrnitvi
nicelne domneve in zapis koncne izjave.

Nicelna domneva je pri vseh preizkusih o prostorski povezanosti enaka: ,,Sluc¢ajno polje je prostorsko
neodvisno.* Poleg prostorsko neodvisnega slucajnega polja so lahko vrednosti v slu¢ajnem polju urejene
po neki zakonitosti. Tedaj re¢emo, da so vrednosti slu¢ajnega polja urejene. Slucajno polje je lahko
tudi tako, da so vrednosti na manjSem obmocju bistveno drugacne od vrednosti polja na drugih delih
obravnavanega obmoc¢ja. V tem primeru pravimo, da so vrednosti polja zbrane v gruc¢ah. Na sliki 3.13
prikazujemo primere treh polj, prostorsko neodvisnega, urejenega in polja v grucah.

urejeno

SLIKA 3.13: Prostorsko neodvisno, urejeno slu€ajno polje in slucajno polje z vrednostmi v grucah

Alternativna domneva je ,,Slucajno polje je prostorsko odvisno.*, e Zelimo izvesti dvostranski preizkus,
ter ,,Slucajno polje je urejeno.” ali ,,Vrednosti slucajnega polja so v grucah.“, ¢e Zelimo izvesti eno-
stranski preizkus. V geostatistiki sta se uveljavila dva preizkusa o prostorski povezanosti slucajnega
polja Moranov indeks 7, ki temelji na korelacijski funkciji, ter Gearyjevo razmerje C, ki temelji na
variogramu.
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3.8.1 Moranov indeks

Moranov indeks I je mera za oceno prostorske povezanosti vrednosti slu¢ajnega polja. Pomembna raz-
lika glede na razsevni graf, kovarian¢no funkcijo in variogram je, da Moranov indeks ni odvisen od
razdalje med dvema tockama, temvec so v njem zajete vse razdalje med tockami. Definiran je z enacbo:

- é é wis(Zi — 2)(Z; - 2)
I=—— - : (3.15)
(£50) (B2
i=1j5=1 =1

kjer so z w;; oznaCene utezi, Z; in Z; so vrednosti sluCajnega polja v vseh n toCkah, Z pa je povpredje
vrednosti sluajnega polja, ki ga izraunamo po enacbi:

- 1
Z =— E Z;. (3.16)
n
1=1

UteZi w;; so lahko binarne:

wi — { 1 &e sta toCki sosedi, (3.17)

0 Ce tocki nista sosedi.

Dolocitev sosede je lahko vezana na razdaljo med toCkami. Pogoj je torej, da je razdalja d;; med sosed-
njima toc¢kama manjs$a od neke doloCene razdalje di. Sosednjo tocko lahko dolo¢imo tudi glede na
skupno mejo obmocja, ki pripada doloceni tocki. Poleg tega naj velja, da tocka sama sebi ni soseda, kar
pomeni, da je wy; = 0.

UteZi so lahko tudi zvezne funkcije razdalje med tockami:

Obicajno uporabimo padajoce eksponentne ali racionalne funkcije:

fld) = e,
1 (3.19)
J(d) = l+ad

Na sliki 3.14 prikazujemo dve pogosto uporabljeni funkciji, s katerima dolo¢amo vrednosti utezi. Raz-
daljo d obi¢ajno ra¢unamo kot Evklidovo' razdaljo med dvema to¢kama, lahko pa namesto tega upora-
bimo tudi druge mere razdalje med tockami, kot so: razdalja Manhattan, razdalja po poteh ali cestah,
Cas, potreben za premik iz ene v drugo tocko, stroski, potrebni za premik iz ene v drugo tocko, razdalja
Mahalanobis” in drugo.

! Evklid, griki matematik (pribllizno 325-265 pred na§im 3tetjem).
2 Prasanta Chandra Mahalanobis, indijski (bengalski) statistik (1893-1972).


https://www.britannica.com/biography/Euclid-Greek-mathematician
https://www.britannica.com/biography/P-C-Mahalanobis
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Zvezne utezi wij

f(d)

— f(d) =exp(-ad)
— fld=1/1+ad

d

SLIKA 3.14: Dve funkciji, ki ju lahko uporabimo za doloCitev vrednosti uteZi w;;

Utezi lahko zapiSemo v matriko utezi:

0 w2 wig -+ Wip
w1 0 woz - woy
W= | wan wsz 0 - wz | (3.20)
| Wnl Wn2 Wp3 - 0 ]

Moranov indeks I izraCunamo iz geostatistinih podatkov, torej iz slu¢ajnega vzorca, zato je slucajna
spremenljivka. Zaloga vrednosti je I € [—1,1], pri ¢emer vrednosti okoli 0 predstavljajo prostorsko
neodvisno polje, pozitiven I nakazuje na to, da so vrednosti polja zbrane v grucah, negativne vrednosti
I pa nakazujejo na prostorsko pravilno urejeno polje. Srednja vrednost Moranovega indeksa je

E[l] = — ~0, (3.21)

enacba za varianco pa je bistveno bolj zapletena:

’I”LS4 — 5355 -1 2
Il = - 3.22
vl = e T =2 (=35 (n—l) ’ (:22)
kjer .S; pomenijo naslednje:
So=Y > wy,
i=1 j=1
1 n n 5
S1=5 > (wy—wy)?, (3.23)
i=1 j=1

2

n n n
8=3 (Sws+ 3w ),
=1

i=1 \j=1
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1\ 714
w2 (Zi—2)

= 1 " B 2 5
(- 27)

S4 = (n2 —3n+ 3)51 — nSQ + 35(2),

(3.24)

S5 = (n* —n)S; — 2nSy + 6SZ.

V nadaljevanju Se predpostavimo, da so geostatistini podatki taki, da je I slu€ajna spremenljivka

——— ~ N(0,1), (3.25)

porazdeljena standardizirano normalno. To je osnova za preizkus domneve o prostorski neodvisnosti na
osnovi Moranovega indeksa.

Hy: Slucajno polje je prostorsko neodvisno (I = —1/(n — 1)).
Hj: Slu¢ajno polje je prostorsko odvisno (I # —1/(n — 1)).

a=5%.

ZapiSemo statistiko Z:

I1—-FE[I
Z = U] (3.26)
var[I]
in postavimo meje kriticnega obmocja za dvostranski preizkus domneve:
Z > k]_,a/g V 7 < _klfa/Z — H() zavrnemo. (327)

Cejetorej Z > ki_, 2 ali Z < —k;y_4/9, ni¢elno domnevo zavrnemo. Za o = 0.05 je kriti¢na vrednost
ko.975 = 1.96. V tem primeru izjavimo: ,,Slucajno polje je statisticno znacilno prostorsko odvisno! ali
pa,,S tveganjem, manjSim od oo = 5 %, lahko trdimo, da je slu¢ajno polje prostorsko odvisno!*

Ce statistika Z ne pade v kritiéno obmodje (—ki_, 2 < Z < ki, /2), potem nicelne domneve ne
zavrnemo. Tedaj izjavimo: ,,Slucajno polje ni statisti¢no znacilno prostorsko odvisno!* ali pa ,,S tvega-
njem, manj$im ali enakim od o« = 5 %, ne moremo trditi, da je slu¢ajno polje prostorsko odvisno!*
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3.8.2 Gearyjevo razmerje

Gearyjevo® razmerje C je $e ena mera za oceno prostorske povezanosti vrednosti slu¢ajnega polja.
Definirano je z naslednjo enacbo:

Zn: i wij(Zi — Z;)?
(n — 1) i=1j=1
¢= 2 ' n o n n _ ’ (3.28)
oe) e
1=1j5=1 =1

iz katere je razvidno, da Gearyjevo razmerje izhaja iz definicije variograma. Tudi Gearyjevo razmerje je
podobno kot Moranov indeks slucajna spremenljivka. Zaloga vrednosti je interval od ni¢ do priblizno
dve. Vrednosti C' v bliZini ena nakazujejo na prostorsko neodvisno slucajno polje, vrednosti C', manjSe
od ena, predstavljajo slucajno polje, katerega vrednosti so zbrane v grucah, medtem ko vrednosti C,
vecje od ena, predstavljajo prostorsko odvisna urejena polja. Srednja vrednost in varianca slu€ajne spre-
menljivke C' pa sta:

E[C] =1 (3.29)
in: S — 57+ Ss
var[C| = n(n—2)(n—3)5% (3.30)
kjer so
Se =S1(n—1)(n* —3n+3— (n—1)S3),
Sy = %Sg(n—l)(n2+3n—6—(n2—n+2)53), (3.31)

Sg = S2(n* — 3 — (n —1)2S3),

pomen ¢lenov od Sy do S3 pa je enak kot pri Moranovemu indeksu. Podobno kot pri Moranovem indeksu

predpostavimo, da so geostatisti¢ni podatki taki, da lahko tvorimo standardizirano normalno statistiko Z

po enacbi:

_C-E[C]
var|C]|

To je osnova za preizkus domneve o prostorski neodvisnosti na osnovi Gearyjevega razmerja. PokaZimo
sedaj primer enostranskega preizkusanja domneve o prostorski neodvisnosti. Ni¢elna domneva je enaka,
kot pri dvostranskem preizkus, ki smo ga pokazali ob uporabi Moranovega indeksa. Pri enostranskem
preizkusu v alternativni domnevi zapiSemo, da so vrednosti zbrane v gruc¢ah ali pa da so vrednosti urejene
po dolocenem vzorcu. V nadaljevanju bomo prikazali primer, ko so vrednosti zbrane v grucah.

Z ~ N(0,1). (3.32)

3 Robert Charles Geary, irski statistik (1896—1983).


https://web.archive.org/web/20050417074646/http://www.universityscience.ie/pages/scientists/sci_robert_geary.php
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Hy: Slucajno polje je prostorsko neodvisno (C' = 1).
H;: Vrednosti slucajnega polja so zbrane v grucah (C' < 1).

a=>5%.

ZapiSemo statistiko Z:
C-1
7 = — (3.33)
var[C]|

in postavimo meje kritiCnega obmocja za ta enostranski preizkus domneve:
Z < —ki_o — Hy zavrnemo. (3.34)

Ce jetorej Z < —ki_q, nicelno domnevo zavrnemo. Za o = 0.05 je kriti¢na vrednost kg g5 = 1.645. V
tem primeru izjavimo: ,, Vrednosti so statisticno znacilno zbrane v gru¢ah!“ ali pa ,,S tveganjem, manjsim
od oo = 5%, lahko trdimo, da so vrednosti slu¢ajnega polja zbrane v gruc¢ah! “

Ce statistika Z ne pade v kriti¢no obmogje (—ki—o < Z), potem nicelne domneve ne zavrnemo. Tedaj
izjavimo: ,, Vrednosti niso statisticno znacilno zbrane v grucah!* ali pa ,,S tveganjem, manjsim ali enakim
a = 5%, ne moremo trditi, da so vrednosti slucajnega polja zbrane v gruc¢ah!“

Dolo¢imo vrednost Moranovega indeksa I in Gearyjevega razmerja C' ter naredimo preizkus domneve
o prostorski neodvisnosti za koncentracijo kroma (Cr). Nalogo bomo opravili z razli¢no definiranimi
utezmi: v primeru binarnih uteZi za kritino razdaljo vzamemo d; = 1km. V primeru zveznih uteZi po
enacbi (3.19) pa vzamemo, da je a = 1 km™!. Vse tri funkcije so prikazane na sliki 3.15.

127 ' ‘ ‘

10: — f(d) = exp(—a d)
f(d())g— —f@=11+ad |

o f(d) = binarno 1 ali 0

0.6: 1

LN

90 05 10 15 20 25 L 30

SLIKA 3.15: Grafi funkcij, s katerimi smo dolocili uteZi w;;

Ce uporabimo binarne uteZi, lahko le-te prikaZemo v mreZi tako, da povezavo (w;; = 1) oznaimo s
¢rnim kvadratkom. V enacbi (3.35) in na sliki 3.16 zapiSemo matriko binarnih uteZi. Na sliki prikazu-
jemo celotno matriko za vseh 359 tock ter v poveCanem merilu dva dela te matrike od tocke 1 do 100 in
od tocke 131 do 230.
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SLIKA 3.16: Matrika binarnih uteZi za vseh 359 tock ter za dva dela (1-100 in 131-230)

SO HrH OO ook OO
_ O OO OO oo oo

OO OO OO oo
[N elelNeNel = Nelloll]

(el es i en e Mo ol =l el
OO OO OO oo oo

DO OO OO oo oo

N eoleoNeoNeoNeoNel =l

_ O OO OO oo oo

ORr OO OO oo+~ Oo
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(3.35)

Podoben je prikaz v enacbi (3.36) in na sliki 3.17, kjer opiSemo matriko uteZi, ki so doloCene z ekspo-
nentno funkcijo (3.19). Na sliki 3.17 z razlicnimi stopnjami sivine prikazujemo stopnjo povezanosti med
tockami. Opazimo lahko razlike v prikazu na slikah 3.17 in 3.19.

[0
0.328
0.606
0.107
0.059

W = | 0.187

0.184

0.606

0.116

0.245

0.328 0.606 0.107

0
0.247
0.171
0.130
0.071
0.102
0.205
0.299
0.430

0.247
0
0.127
0.063
0.286
0.301
0.493
0.078
0.155

0.171
0.127
0
0.425
0.061
0.151
0.068
0.071
0.074

0.059
0.130
0.063
0.425
0
0.027
0.064
0.036
0.079
0.062

0.187
0.071
0.286
0.061
0.027
0
0.367
0.218
0.022
0.046

0.184
0.102
0.301
0.151
0.064
0.367
0
0.160
0.031
0.053

0.606
0.205
0.493
0.068
0.036
0.218
0.160
0
0.080
0.182

0.116
0.299
0.078
0.071
0.079
0.022
0.031
0.080
0
0.421

0.245
0.430
0.155
0.074
0.062
0.046
0.053
0.182
0.421
0

(3.36)
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SLIKA 3.17: Matrika utezi za eksponentno funkcijo (3.19) za vseh 359 tock ter za dva dela

Za vajo lahko eno vrednost utezi, prikazano v enacbah (3.35) in (3.36), izracunamo iz podatkov v pre-
glednici 3.1. UteZ med 1. in 2. to¢ko w2 dolo¢imo takole:

koordinati 1. tocke: {2.386,3.077},
koordinati 2. tocke: {2.544,1.972},

razdalja med tockama: d = \/(2.544 — 2.386)2 + (1.972 — 3.077)2 = 1.116 km,
binarna utez: kerjed > 1 — wi2 =0,

zvezna uteZ (eksponentna funkcija): wio = e 11116 — ().398.

Vidimo, da sta vrednosti uteZi enaki kot v izrazu (3.35) oziroma (3.36).

V naslednji preglednici 3.7 prikazujemo povpredje Z, vzoréno varianco S2 in statistike S do Sg za krom
za tri razli€ne nacine dolocitve uteZi.

PREGLEDNICA 3.7: IzraCun statistik za krom

Statistika 7 52 So S So S3
Cr /binarna 35.02 113.4 22080 44160 5.75-10  3.316
Cr /eksponentna 35.02 113.4 26701 20551 8.22-10%  3.316
Cr /racionalna 35.02 113.4 48340 41937 2.62-107 3.316
Statistika Sy S Se S7 Sg

Cr /binarna 5.04-10° 4.47-10° 2.00-10'2 —1.53-10% —1.44-10™

Cr /eksponentna | 1.82-10° 1.02-10° 9.32-10" —2.18-10" —2.11-10"
Cr/racionalna | 2.95-10° 5.66-10% 1.90-10'2 —6.96-10"* —6.92.104

1z zapisanih statistik lahko izracunamo Moranov indeks  in Gearyjevo razmerje C ter oceni standardnih
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deviacij o7 in o ter statistiki Z7 in Z¢. Te rezultate prikazujemo v preglednici 3.8.

PREGLEDNICA 3.8: Izra¢un Moranovega indeksa in Gearyjevega razmerja za koncentracijo kroma

Statistika I o Zr Qdej

Cr /binarne 0.0732 0.00855 8.88  6.49-1071
Cr /eksponentna | 0.0329 0.00349 1021 1.73-10%*
Cr/racionalna | 0.0113 0.00146  9.62  6.86- 10722

Statistika C gc Zc Qe

Cr /binarne 0.918 0.0214 —3.821 0.00013
Cr /eksponentna | 0.952  0.01564 —3.148 0.00164
Cr /racionalna 0.979 0.00739 —2.885 0.00391

Ugotovimo lahko, da je ne glede na tip uteZi w;; vrednost Moranovega indeksa I mnogo vi§ja od kriti¢ne
vrednosti k1, /2 = 1.96, zato moramo ni¢elno domnevo zavrniti. Dejansko tveganje, da smo sprejeli
napacno odlogitev, je zanemarljivo majhno (manj od 10~18). Izjavimo lahko, da je koncentracija kroma
statisti¢no znacilno prostorsko odvisna. Pri preizkusu s Gearyjevim razmerjem pridemo do podobnih
zaklju€kov, ni¢elno domnevo moramo zavrniti, saj je statistika Z¢ po absolutni vrednosti vedno vecja
od k1_q/2 = 1.96. Dejansko tveganje, da smo sprejeli napacno odloCitev, pa je nekoliko visje kot pri
preizkusu z Moranovim indeksom (od 0.0039 do 0.016), a je vseeno manjSe od doloCenega tveganja
a = 5 %. Zato tudi v tem primeru zaklju¢imo, da je koncentracija kroma statisti¢no znacilno prostorsko
odvisna.
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Krigiranje je ena od pomembnejsSih metod, ki jih uporabljamo v prostorski statistiki. Imenuje se po
juznoafriskem rudarskem inZenirju D. G. Krigeju'. V razli¢nih disciplinah se pogosto najdemo pred
problemom, kjer poznamo vrednosti slu¢ajnega polja Z(s;) v kon¢no mnogo to¢kah s;. NaSa naloga
je, da ocenimo oziroma interpoliramo vrednosti polja v poljubi tocki s obravnavanega obmocja, v kateri
nimamo meritev. Interpolacijo lahko opravimo na razli¢ne nacine: z linearno regresijo oziroma interpo-
lacijo, nelinerano interpolacijo, interpolacijo z zlepki (angl. spline), interpolacijo z radialnimi baznimi
funkcijami, interpolacijo z umetnimi nevronskimi mreZami in seveda, s Krigiranjem.

Ideja interpolacije s krigiranjem je dokaj preprosta, saj izhaja iz enacbe za utezeno povprec¢je vrednosti
polja Z(s;) v doloenem Stevilu n(s) tock v okolici tocke s:

n(s)
Z*(s) =m(s)+ 21 Ai(s) (Z(s;) —m(s;)), 4.1)

=
kjer je Z*(s) interpolirana oziroma krigirana vrednost polja v tocki s, A;(s) so utezi, ki jih moramo
doloditi za vsako interpolacijo posebej, Z(s;) so znane vrednosti polja v tockah s;, m(s) in m(s;) so
srednje vrednosti polja za toc¢ke s in s;. Razli¢ni nacini krigiranja se lo¢ijo po nainu dolocitve sred-
nje vrednosti m(s): preprosto, obicajno krigiranje in krigiranje s trendom. Podrobnosti razli¢nih
nacinov krigiranja so podane v nadaljevanju.

Celoten postopek krigiranja lahko zajamemo v naslednjih tockah:

1) Iz geostatisti¢nih podatkov Z(s;) dolo¢imo vzor¢ni variogram (glej sliko 3.7).

2) Na osnovi vzorénega variograma zapiSemo empiri¢no funkcijo variograma, njene koeficiente
doloc¢imo po metodi najmanjsih kvadratov (glej sliko 4.4).
3) Zaizbrano tocko s = {zx, yx } naredimo:
3.1) Pois¢emo n(s) sosedov (glej sliko 4.1).
3.2) Dolo¢imo vrednosti uteZi in srednjih vrednosti.
3.3) IzraCunamo krigirano (interpolirano) vrednost.
3.4) Se vrnemo na 3), dokler ne interpoliramo v vseh izbranih toc¢kah.

4) Grafi¢no ali numeri¢no prikazemo rezultate interpolacije.

! Daniel Gerhardus Krige, juZnoafriki rudarski inZenir, avtor interpolacijske metode — krigiranja (1919-2013).


https://www.gislounge.com/danie-krige-kriging/
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Na sliki 4.1 prikazujemo tocko ali tocke, v katerih Zelimo opraviti interpolacijo, ter sosede, ki so v tem
primeru definirane kot prvih n(s) najblizjih tock.

6 L - R A
- Jura — iskanje sosedov
| {xkyk} ={3.3,2.8} km _ ]
5 | najblizjih 15 tock R .
Yo AP
4l B ]
3+ - N .
L X .
L e ®
2l . ]
1k . -]
0 [ oo b e e e b e e
0 1 2 3 L4 5 (mp

SLIKA 4.1: Iskanje najblizjih tock v okolici tocke, kjer Zelimo interpolirati vrednost polja

4.1 Preprosto krigiranje

Pri preprostem krigiranju predpostavimo, da je srednja vrednost enaka na celotnem obmocju krigiranja:
m(s) = m(s;) = m. Oceno srednje vrednosti 72 dolo¢imo vnaprej s preprostim povprecjem vseh
merjenih vrednosti slu¢ajnega polja:

= 1
m=Z=-> Z. 4.2)
n
i=1
Enacba krigiranja se sedaj nekoliko poenostavi:
n(s)
Z*(s) =m+ > Ni(s) (Z(si) —m). (4.3)
i=1

Cilj postopka krigiranja je, da pois¢emo take utezi \;(s), da bodo razlike med Z*(s) in Z(s) kar naj-
manjse. Ta pogoj izpolnimo tako, da dolo¢imo utezi A;(s) tako, da je varianca razlike med krigirano in
pravo vrednostjo najmanjsa:

var[Z*(s) — Z(s)]... ¢&im manj3a. 4.4)


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig02.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig02.mov
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Zato da bomo imeli pri izpeljavi enostavnejSe zapise, vpeljemo novo koli¢ino R(s), ki jo imenujemo
ostanek ali rezidual in predstavlja razliko med vrednostjo funkcije in njeno srednjo vrednostjo m:

R(s) = Z(s) —m,
R*(s) = Z*(s) —m, 4.5)
R(si) = Z(s;) —m.

Iz definicije reziduala sledi, da je pri¢akovana vrednost reziduala enaka nic:
E[R(s)]=E[Z(s) —m|=FE[Z(s)] —m=m —m = 0. (4.6)

Hitro lahko tudi ugotovimo, da je razlika med krigirano in pravo vrednostjo slucajnega polja enaka razliki
med krigirano in pravo vrednostjo reziduala:

Z*(s) = Z(s) = (Z7(s) —m) — (Z(s) —m) = R*(s) — R(s), 4.7)
zaradi Cesar je enaka tudi varianca teh razlik:
var[Z*(s) — Z(s)] = var[R*(s) — R(s)]. (4.8)

Ker so vrednosti reziduala le za konstanto spremenjene vrednosti slucajnega polja, lahko pricakujemo, da
so vse lastnosti raziduala R, povezane z variabilnostjo in prostorsko odvisnostjo, enake kot za slucajno
polje Z. To pomeni, da so kovarian¢na funkcija Cr(h), variogram g (h) in varianca Cr(0) reziduala
enake kovarian¢ni funkciji C'(h), variogramu +(h) in varianci C'(0) slu¢ajnega polja:

Cr(h) = C(h), Ar(h)=~(h), Cgr(0)=C(0). (4.9)

Zadnjo trditev preprosto dokaZemo tako, da primerjamo kovarian¢ni funkciji slu¢ajnega polja in rezidu-
ala med dvema tockama s; in s;. ZapiSimo najprej kovarianCno funkcijo slu¢ajnega polja Z:

C(si —sj) = cov[Z(si), Z(s;)] = E[(Z(si) —m)(Z(s;j) — m)] = E[Z(s:)Z(s;)] = m®,  (4.10)

podobno zapiSemo Se za kovariancno funkcijo reziduala R:

Cr(si —s;) = covlR(si), R(s;)] = E[(R(s;) — 0)(R(s;) —0)] = E[R(s)R(s)l.  (&.11)
Ce v enatbo (4.11) vstavimo tretjega od izrazov (4.5), dobimo:

Cr(si —sj) = E[(Z(s;) — m)(Z(sj) — m)] = E[Z(s;)Z(sj)] — m? = O(s; — s;). (4.12)
Zato bomo v nadaljevanju tudi kovarian¢no funkcijo reziduala oznacili kar s C'(h). Na enak nacin lahko
pokaZemo enakost tudi za variogram in varianco.
S primerjavo enacb (4.3) in (4.5) izpeljemo enacbo krigiranja za rezidual:

n(s)
R*(s) =) _ Ni(s)R(si). (4.13)
=1



48

4 Krigiranje

Zapisimo varianco razlike med krigirano in pravo vrednostjo reziduala v odvisnosti od neznanih uteZi
Ai(s) in znanih vrednosti kovarian¢ne funkcije C'(h):

var[R*(s) — R(s)] = var[R*(s)] + var[R(s)] — 2 cov[R*(s), R(s)], (4.14)

kjer smo uporabili znano zvezo za izracun variance linearne kombinacije slu€ajnih spremenljivk
(varla Z1 +b Zs] = a® var|[Z1] + b2 var[Za] + 2 ab cov| Z1, Z3)). Po vrsti bomo zapisali ¢lene iz enatbe

(4.14):

var[R*(s)] = E[R*(s) R*(s)] =

4.13

L= (4.15)

Z drugim ¢lenom nimamo dosti dela, saj varianco reziduala preprosto zapiSemo kot kovarian¢no funkcijo

zah=0:

var[R(s)] = C(0). (4.16)
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Tretji ¢len izpiSemo podobno, kot prvega:

2cov[R*(s), R(s)] = 2 E[R*(s) R(s)] =
4.13
n(s)

=2FE | ) Xi(s)R(si)R(s)
i=1

“4.17)

Varianca razlike krigiranega in pravega reziduala je odvisna le od neznanih uteZi \;(s) ter znanih vred-
nosti kovarian¢ne funkcije C'(s; — s;) in C(s; — s) in variance C'(0):

(s) n(s) n(s)
var[R*(s) — R(s)] = > Y " Ni(s)Aj(s) Csi —s5) + C(0) =2 Y Ni(s) C(s; — s). (4.18)
i=1 j=1 i=1

Z odvajanjem enacbe (4.18) po utezeh \;(s) lahko dolo¢imo take vrednosti uteZi A;(s), da bo varianca
najmanjsa:

d(var[R*(s) — R(s)]) . <&

O (5) :Q;Aj(S)C(Sk—Sﬁ—QC(Sk—S) =0, (4.19)
kjer je k = 1,...,n(s). Zgornja enacba predstavlja sistem n(s) linearnih enacb za prav toliko neznank

Ai(s). IzpiSimo nekaj enacb tega sistema v razviti obliki:

C(O))\l(s) + C(Sl—SQ))\Q(S) + -+ C(Sl—Sn(s))
+ C )

)‘n(s)(s) = C(Sl - S)v
C(SQ — Sl))\l (S) + C(O))\Q(S) + .- A

n(s)(s) = C(SQ - S),

C(sn(s) —‘Sl))\l(s) + C(sn(s) - s2)A2(s) + + C(O))"n(s)(s) = C(Sn(s') —s).

Sistem linearnih enacb obicajno zapiSemo v matri¢ni obliki:

C(O) C(Sl - Sg) T C(Sl - Sn(s)) )\1(5) C(Sl — S)
C(Sg — Sl) C(O) cee C(SQ — Sn(s)) )\g(s) _ C(SQ — S)
Clsn(s) —s1) Clsn(s) —s2) C(‘O) An(s)(8) C(Sn(s) — )
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Z resitvijo sistema enacb (4.20) dolo¢imo vrednosti uteZi, ki jih uporabimo pri izraCunu interpolacije
slucajnega polja po enacbi (4.3).
4.2 Obicajno krigiranje

Pri obi¢ajnem krigiranju predpostavimo, da je v okolici tocke, za katero interpoliramo vrednost, srednja
vrednost m(s) konstantna, a neznana. Zato predpostavimo:

m(s) = m(s;) = u(s). (4.21)

Enacbo krigiranja lahko zapiSemo takole:

po manjsi preureditvi pa v naslednji obliki:

n(s) n(s)
Z*(s) = p(s) <1 - ; Ai(s)) + ; Ai(s)Z(si). (4.22)

Ker ne Zelimo, da bi izbira srednje vrednosti vplivala na krigirano vrednost, zahtevamo, da je prvi ¢len v
enacbi (4.22) enak ni¢. To lahko dosezemo le, Ce je izpolnjen pogoj:

> Aifs) =1 (4.23)

Prili smo do problema vezanih ekstremov, kjer mora biti ob dolocitvi minimuma var[Z*(s) — Z(s)]
izpolnjen tudi pogoj (4.23). Problem re§imo z uvedbo Lagrangevega’ mnoZitelja 2/(s):

n(s)

L(\i(s), p(s)) = var[Z*(s) — Z(s)] + 2u(s Z i (4.24)
oziroma v razviti obliki:

L(Ai(s), p(s)) = Z Y Ail8)As(s) C(si —85) + C(0)—

4.25
n(s) (4.25)

—22&(3)6’( —s) 4+ 2u(s ZA

=1

2 Joseph-Louis Lagrange, francoski matematik, rojen v Torinu (1736-1813).


http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lagrange/
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Z odvajanjem L(\;(s), u(s)) po Ai(s) in p(s) dobimo sistem n(s) + 1 lineranih enacb za prav toliko
neznank:

OLONE).p(s) _
OAk(s) ’

ILO(s). 1)) *20
Ap(s) '

IzpiSimo nekaj znacilnih enacb sistema, pri Cemer zaradi preglednejSega zapisa upostevamo \;(s) = A
in p(s) = p:

C(0> At + C(SI_SQ) Ay + o+ C(Sl —sn(s))An(s) + 1lp = C<Sl —S),
C(SQ—Sl)/\l + C(O))\Q + -+ C(SQ_Sn(s))/\n(s) + 1p = C(SQ—S),
Csps) —S1) M+ Clspe) —S2) A2 + - + C(0) Angs) + 1pu = C(sye) —8),

LA + IV + -+ 1 Ans) + 0p = L.

Sistem linearnih enacb obicajno zapiSemo v matri¢ni obliki:

C(0) C(si—s2) - C(si—sue) L[ M ] [ C(sy—s) ]
C(SQ — Sl) C(O) s C(Sg — Sn(s)) 1 )\2 C(SQ — S)
C(sns) —51) C(Spe) —s2) -+ C(0) 1 An(s) C(Sn(s) — S)
| 1 1 e 1 0] [ p | | 1 ]

(4.27)
Ker z dodatno enacbo izpolnimo pogoj (4.23), pri doloditvi krigirane vrednosti Z*(s) po enacbi (4.22)
lahko izpustimo prvi ¢len in se enacba krigiranje Se poenostavi:

Z*(s) = n(ZS) Ai(8)Z(s). (4.28)
i=1

4.3 Krigiranje s trendom

Pri krigiranju s trendom predpostavimo, da je v okolici tocke, za katero interpoliramo vrednost, srednja
vrednost m(s) oziroma m(s;) znana funkcija z neznanimi koeficienti. Zato predpostavimo:

m(s) =

M=

K
ai(s)fr(s) oziroma m(s;) = Z ak(s) fr(si), (4.29)
k=1 k=1

kjer je K Stevilo neznanih koeficientov «y(s) oziroma Stevilo funkcij fi(s), ki sestavljajo funkcijo
trenda. Koeficiente trenda dolo¢imo v postopku krigiranja skupaj z utezmi \;(s). Enacbo krigiranja
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lahko zapiSemo takole:

K n(s) K
Z¥(s) =Y ax +Z)\ ( Z%(S)fk(&)) :
k=1 k=1

po manjsi preureditvi pa v naslednji obliki:

n(s)

K n(s)
Z*(s) =) op(s) Z Xi(s) fr(si) |+ Ai(s)Z(si). (4.30)
k=1 =1

Ker ne zelimo, da bi izbira funkcije trenda vplivala na krigirano vrednost, zahtevamo, da je prvi ¢len v
enacbi (4.30) enak ni¢. To lahko doseZemo le, €e so izpolnjeni pogoji:

ZA ) fr(si) = fi(s), 4.31)

zak =1,..., K. Prisli smo do problema vezanih ekstremov, kjer morajo biti ob dolocitvi minimuma
var[Z*(s) — Z(s)] izpolnjeni tudi pogoji (4.31). Problem resimo z uvedbo Lagrangevih mnoZiteljev
20u,(8):

K
L(Xi(s), ax(s)) = var[Z*(s) = Z(s)] +2)_ oy, ZA ) fi(si) — fi(s) (4.32)
k=1

oziroma v razviti obliki:

L(Ai(s), o (s)) = Ai(s)Aj(s) C( )+ C(0)
i=1 j=1

n(s)

—2> Xi(s) C(si — s)+ (4.33)
=1
K n(s)

+2) anls) | D Ni(s)fr(si) — fuls)
k=1 i=1

Z odvajanjem L()\;(s), ax(s)) po Ai(s) in ay(s) dobimo sistem n(s) + K lineranih enacb za prav toliko
neznank:

OL(Ai(s), ax(s))
O\ (s)
OL(Ai(s), ax(s))
O (8)

=0,
(4.34)
=0.
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Izberemo lahko razli¢ne enacbe trenda. Pogosto uporabimo najpreprostejsi linearni trend, ki ga za dve
dimenziji zapiSemo z naslednjo enacbo:

m(s) =m(z,y) = a1 +azx +azy. (4.35)
V primeru, da Zelimo uporabiti kvadratni trend, je enacba trenda enaka:
m(s) =m(z,y) = a1 +azx +azy + as2* + a5 y* + ag v . (4.36)

Pri linearnem trendu v dveh dimenzijah moramo dolociti tri neznane koeficiente K = 3, pri kvadratnem
trendu pa je K = 6. Na sliki 4.2 prikazujemo tri razlicne funkcije trenda, ki bi jih lahko uporabili pri
krigiranju s trendom: linearni, kvadratni in kubi¢ni trend. V primeru, da izberemo konstantno funkcijo
trenda:

m(s) = m(z,y) = a1, (4.37)

se primer poenostavi v obicajno krigiranje, ki smo ga obravnavali v prejSnjem poglavju.

SLIKA 4.2: Primeri funkcij trenda (linearna, kvadratna in kubi¢na funkcija)

IzpiSimo nekaj znacilnih enacb sistema za linearno enacbo trenda (4.35), pri Cemer zaradi preglednejSega
zapisa upoStevamo \;(s) = A; in ag(s) = ax:

C0) M + 0+ C(s1—8ps)) Ans) + a1 + 10 + yraz = C(s1—8),
C(s2 —s1) A1 + -+ + C(s2 —8p)) Ans) + 1ar + z200 + yoaz = C(s2—s),
C(Sn(s) - Sl) A1+ -+ C(O) )‘n(s) + lag + Tn(s) 2 + Yn(s) @3 = C'(Sn(s) - S),
1)\ + -+ 1 /\n(s) + 0 + O0as + 0Oagz = 1,

T1 M + + Tp(s) An(s) + 01 + O0as + 0Oag = x,
Y1 A1 + + Yn(s) )‘n(s) + 0a; + Oaz + 0Oaz = Y.
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Sistem linearnih enacb obicajno zapiSemo v matri¢ni obliki:

[ C(O) C(Sl — Sg) cee C(Sl — Sn(s)) 1 I Y1 1T )\1 i i C(Sl — S) i
C(s2 —s1) c(0) oo Cs2—sp)) [1]| 22 w2 A2 C(s2 —s)
C(Sns) —51) C(sns) —s2) C(0) 1|Zn(s) Yn(s) | | Mnge) | = | ClSns) =)
1 1 1 0| O 0 oq 1
T T Zn(s) 0| O 0 (e%) T
| Y1 Y2 Yn(s) 0 0 0 | [ as | L y i
(4.38)

Ker z dodatnimi K enacbami zagotovimo, da so izpolnjeni pogoji (4.31), lahko prvi ¢len v enacbi (4.30)
izpustimo in se enacba krigiranja Se poenostavi:

Z*(s) = %(3) Ai(8)Z(s;). (4.39)
=1

~

S primerjavo enacb (4.20), (4.27) in (4.38) vidimo, da prvih n(s) enacb v (4.27) in (4.38) predstavlja
sistem preprostega krigiranja, prvih n(s) + 1 enacb v (4.38) pa predstavlja sistem enacb obiCajnega
krigiranja. Razli¢ni deli sistema so v enacbi (4.38) loCeni z rdeCimi Crtami.

4.4 Primeri Kkrigiranja

Vrnimo se na Ze veckrat obravnavani primer geostatisti¢nih podatkov z obmoc¢ja Jure. Ocenimo vrednost
koncentracije kroma v tocki Ty (xr = 3.3km in y; = 2.8km), ki leZi pribliZzno na sredini obravna-
vanega obmocja. Tocka s pripadajocimi tockami v okolici je prikazana na sliki 4.1. Na podlagi podatkov
o koncentraciji kroma smo ocenili variogram, pripravili empiri¢ni variogram in ustrezno kovarian¢no
funkcijo, ki sta prikazana na sliki 4.3. Pri aproksimaciji variograma smo uporabili enacbo (3.7), vred-
nosti koeficientov pa so prikazane v preglednici 3.5. Pri dolocitvi empiri¢ne kovariancne funkcije, ki jo
potrebujemo pri krigiranju, smo uporabili zvezo:

C(h) = C(0) — y(h) = 77.3e~ 49", (4.40)



4.4 Primeri krigiranja

120} Cebelnllndg e ]
gy |, 7T
80F ,/°
L.
]
i
40 ¢
0 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 L5 5 20 2.

55

120

C(hy |
80

401

5

~
L

0
0.0

0.5 1.0

15 5, 20 25

SLIKA 4.3: Empiri¢ni variogram in ustrezna kovarian¢na funkcija

V krigiranje vklju¢imo deset najbliZjih to¢k v okolici tocke 7). Koordinate teh tock in koncentracije
kroma v teh toCkah so prikazane v preglednici 4.1. Za izraCun uteZi \; moramo izraCunati razdalje med
temi desetimi tockami, razdalje med temi desetimi tockami in tocko 7}, ter uporabiti enacbo empiri¢ne
kovarian¢ne funkcije (4.40).

4.4.1 Preprosto krigiranje

Pri preprostem krigiranju moramo oceno srednje vrednosti dolociti vnaprej:

(4.41)

PREGLEDNICA 4.1: Koordinate in vrednosti koncentracije kroma v 10 najbliZjih tockah tocki T},

T Yi Z;
3.316 2.987 | 33.00
3.077 2.926 | 35.32
3.312 2.991 | 32.60
3.347 2.505 | 33.20
3.322 3.001 | 35.00
3.308 2.963 | 36.00
3422 2.851 | 38.72
3.557 2.640 | 25.72
3.212 2.716 | 35.52
3.287 3.061 | 45.92
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Sistem enacb za dolocitev uteZi pri preprostem krigiranju je:

70 6.4

9.5 438

reSitev tega sistema

[77.3 227 75.2
22.7 713 23.0
75.2 23.0 77.3

6.9

71.7 216 721
68.2 24.2 67.2
32.8 134 319

9.2

18.3 224 18.1
| 52.1 224 534

paje:

7.0 717
6.4 21.6

6.9 72.1
77.3 6.6

6.6 77.3
79 63.2
13.3 31.6

224 9.1

22.3 169
4.8 54.7

68.2
24.2
67.2
7.9
63.2
77.3
34.9
10.2
20.7
47.0

A1 ]
A2
A3
A4
As
A6
A7
Ag
Ag

32.8 9.5
13.4 438
31.9 9.2
13.3 224
31.6 9.1
34.9 10.2
77.3 223
223 773
224 134
224 64

18.3
224
18.1
22.3
16.9
20.7
224
13.4
77.3
13.4

52.17
224
53.4
4.8
04.7
47.0
224
6.4
13.4
77.3]

A10

[ —0.0102 7
0.0586
0.0026
0.0327

—0.0224
0.2103
0.3036
0.0328
0.3784

L —0.0090

4 Krigiranje

[30.47
21.7
29.9
17.5
28.3
344"
40.1
17.2
42.2

| 21.1 |

Vrednost koncentracije kroma v tocki T}, pri preprostem krigiranju izracunamo po enacbi (4.3):

Z*(3.3,2.8) = 35.02 + (—0.0102 (33.00 — 35.02) + 0.0586 (35.32 — 35.02) + - - - ) = 36.11.

4.4.2 Obicajno krigiranje

Na podoben nacin izraCunamo tudi uteZi in oceno srednje vrednosti pri obi¢ajnem krigiranju. Sistem
enacb se poveca za eno enacbo in eno neznanko y:

68.2
24.2
67.2

[77.3
22.7
75.2

7.0
71.7
68.2
32.8
9.5
18.3
52.1
1.0

22.7
77.3
23.0
6.4
21.6
24.2
13.4
4.8
224
224
1.0

75.2
23.0
77.3
6.9
72.1
67.2
31.9
9.2
18.1
53.4
1.0

7.0
6.4
6.9
77.3
6.6
7.9
13.3
224
22.3
4.8
1.0

717
21.6
72.1
6.6
77.3
63.2
31.6
9.1
16.9
54.7
1.0

7.9

63.2
77.3
34.9
10.2
20.7
47.0

1.0

32.8
13.4
31.9
13.3
31.6
34.9
7.3
22.3
224
224
1.0

9.5 18.3
4.8 224
9.2 18.1
224 223
9.1 16.9
10.2  20.7
22.3 224
77.3 134
134 77.3
6.4 134
1.0 1.0

52.1
224
93.4
4.8
54.7
47.0
224
6.4
13.4
7.3
1.0

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
0.0

A1
A2
A3
A
As
A6
A7
Ag
Ag
A10
U

= | 344/,

30.4 |
21.7
29.9
17.5
28.3

40.1
17.2
42.2
21.1

1.0
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reSitev tega sistema pa je:

Vrednost koncentracije kroma v tocki T}, pri obicajnem krigiranju izraunamo po enacbi (4.28):

Z*(3.3,2.8) = (—0.0099 - 33.00 + 0.0628 - 35.32 + 0.0021 - 32.60 - - - ) = 36.11.

A1
A2
A3
A4
As
A6
A7
Ag
Ag
A10
u

—0.0099
0.0628
0.0021
0.0370

—0.0211
0.2106
0.3060
0.0371
0.3809

—0.0055

—0.5671
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Vidimo, da smo prisli do enakega rezultata kot pri preprostem krigiranju, kar pa ni pravilo. Pri razli¢nih

tockah oziroma podatkih se rezultati preprostega in obicajnega krigiranja lahko razlikujejo.

4.4.3 Krigiranje s trendom

Ponovimo izracun Se za krigiranje s trendom, pri ¢emer se odlo¢imo za linearni trend. Sistem enacb se

Se nekoliko razsiri:

[77.3
292.7
75.2

7.0
71.7
68.2
32.8

9.5
18.3
52.1

1.0

3.3

3.0

22.7
7.3
23.0
6.4
21.6
24.2
13.4
4.8
22.4
224
1.0
3.1
2.9

75.2
23.0
77.3
6.9
72.1
67.2
31.9
9.2
18.1
53.4
1.0
3.3
3.0

3

7.0
6.4
6.9
77.3
6.6
7.9
13.3
224
22.3
4.8
1.0
3.3
2.5

71.7
21.6
72.1
6.6
7.3
63.2
31.6
9.1
16.9
54.7
1.0
3.3
3.0

68.2
24.2
67.2

7.9

63.2
77.3
34.9
10.2
20.7
47.0

1.0
3.3
3.0

32.8 9.5
13.4 4.8
319 9.2

13.3
31.6
34.9
7.3
22.3
22.4
224

1.0
3.4
2.9

224

9.1

10.2
22.3
7.3
13.4

6.4
1.0
3.6
2.6

18.3
224
18.1
22.3
16.9
20.7
22.4
13.4
7.3
13.4
1.0
3.2
2.7

52.1
224
53.4
4.8
04.7
47.0
224
6.4
13.4
77.3
1.0
3.3
3.1

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
0.0
0.0
0.0

3.3
3.1
3.3
3.3
3.3
3.3
3.4
3.6
3.2
3.3
0.0
0.0
0.0

3.0]
2.9
3.0
2.5
3.0
3.0
2.9
2.6
2.7
3.1
0.0
0.0

0.0}

A1
A2
A3
A4
As
A6
A7
A8
Ag
A10
]
Qg
as

[30.4]
21.7
29.9
17.5
28.3
34.4
40.11 ,
17.2
42.2
21.1
1.0
3.3

2.8 |

3Elementi matrike so zaradi omejenega prostora zapisane le na eno decimalko natan¢no, zaradi Gesar se izgubijo prave
vrednosti koordinat to¢k. V izra¢unu smo upostevali natanc¢nejSe vrednosti.
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reSitev tega sistema pa je:

a1 [ —0.0105 ]
A 0.0665
A3 0.0032
A\ 0.0414
A5 —0.0233
X6 0.2108
A | =1 0.3030
s 0.0335
Ao 0.3843
Ao —0.0088
a1 —9.4340
s 1.6570

Lo | | 1.2100 |

Vrednost koncentracije kroma v tocki 7}, pri krigiranju s trendom izracunamo po enacbi (4.39):
Z*(3.3,2.8) = (—0.0105 - 33.00 + 0.0665 - 35.32 + 0.0032 - 32.60 - - - ) = 36.09,
ki je le malo drugacna od vrednosti, ki smo jo pridobili s preprostim oziroma obi¢ajnim krigiranjem.

Pri modeliranju neznanih vrednosti sluc¢ajnega polja najpogosteje dolo¢amo aproksimacijo vzdolZe neke
osi ali po nekem obmocju. Na sliki 4.4 prikazujemo rezultate krigiranja vzdolz osi y pri z = 3.15 km.
Uporabili smo vse tri vrste krigiranja: preprosto (modra), obi¢ajno (rdeca) in krigiranje z linearnim
trendom (Crtkana zelena). Poleg tega smo krigirali z razli¢nim Stevilom okoliskih tock, od n(s) = 6 do
n(s) = 42. Opazimo lahko, da so razlike med preprostim in obicajnim krigiranjem zelo majhne, pa Se
to le pri manjSem Stevilu okoliskih toc¢k. Krigiranje s trendom se nekoliko bolj razlikuje Se posebej za
manjse Stevilo okoliskih tock in na obeh robovih obmodja, kjer je lahko vpliv trenda vecji.



4.4 Primeri krigiranja 59

6 L B L B R B L A B L R R
- Izbira tock vzdolzosiy .
[ n(s)=15 oL |
St ]
af = 1
100 i -
Krigiranje vzdolz osi y ] = 30 R I
80r n(s)=6 ] i T T s
. ] i e
,y I e
. 60 - g NS 2k . ]
Q - "l 1 I. I ../'M'\..
40’ " N b . '# 0. e
M g 1k NI -]
20+ . ] : :
0 1 1 1 1 1 \7 0-1 ) ) ) )

SLIKA 4.4: Krigiranje vzdolZ osi y pri x = 3.15km

Na sliki 4.5 prikazujemo rezultate krigiranja za celotno obmocje Jura pri preprostem in obi¢ajnem krigi-
ranju za n(s) = 10. Vidimo, da krigiranje sledi spreminjanju vrednosti slu¢ajnega polja pri obeh nacinih
krigiranja. Na spodnji sliki vidimo, da se rezultati preprostega in obiCajnega krigiranja na nekaterih
mestih razlikujejo.

SLIKA 4.5: Rezultati krigiranja koncentracije kroma na celotnem obmocju Jura


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig09.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig09.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig09a.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/krig09a.mov




5 Prostorsko utezena regresija

S pojmom regresija opisujemo postopek za dolocitev ocen parametrov dolo¢enih matemati¢nih modelov.
Ce pojav Z opisujemo z linearnim modelom f, ki ga v k-dimenzionalnem prostoru zapiSemo z naslednjo
enacbo:

2" (1, @, ..., xk) = f(x1,22,...,2k) = ao+ a1 x1 +agxe + - - + ag Tk, 5.1

potem z regresijsko analizo dolo¢imo ocene parametrov a;,¢7 = 0,1,2...k%. Taki regresiji pravimo
linearna regresija. Podatke, ki jih potrebujemo za regresijo, lahko zapiSemo v naslednji preglednici in
imajo enako strukturo kot geostatisti¢ni podatki (glej preglednico 3.1).

PREGLEDNICA 5.1: Struktura podatkov za regresijo

X, Xo - Xy | Z
T ri2 o Tik | <l
21 22 te T2k z2
Tnl Tp2 - Tnk | ?n

5.1 Linearna regresija

OpiSimo najprej preprost primer linearne regresije za eno samo neodvisno spremenljivko z. V tem
primeru se enacba (5.1) poenostavi:

2" () = f(z) = a0+ a1 . (5.2)

Na sliki 5.1 je prikazan primer linearne regresije za eno neodvisno spremenljivko. Oznacena sta tudi
ena od toCk (z;,y;) in odstopanje oziroma rezidual ¢;. Ordinata z; je vsota vrednosti funkcije f(x;) in
reziduala &;:

zi = f(x;)) +ei — ei=2z— f(x;) =2 — (a0 + a1 ;). (5.3)

Za doloditev ocen G in G; parametrov ag in a; postavimo pogoj, da bi bila odstopanja ; ¢im manjsa.
Ob predpostavki, da se odstopanja porazdeljujejo normalno s srednjo vrednostjo nic, je najprimernejsa
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metoda najmanjsih kvadratov, pri kateri postavimo pogoj, da je vsota kvadratov odstopanj ¢im manjsa:

n

S = Zs = Z — f(@:))? =) (2 — G0 — 41 x;)” naj bo &im manjsa. (5.4)

=1 =1

0
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SLIKA 5.1: Linearna regresija za eno neodvisno spremenljivko

V primeru, da se odstopanja ne porazdeljujejo normalno oziroma vklju€ujejo osamelce (angl. outlier),
pa je bolje uporabiti eno izmed razlicic robustne regresijske metode:

absolutne vrednosti:

n
S= lei| najbo &im manja, (5.5)
=1
Huberjeval metoda:
n
— 1/2622 |€1,| éh ) . .
77 Z; { Bei| = 1/202 |e;| > p "2 boCim manjsa, (5.6)
1=

bikvadratna enacba:

g Z{h/6 1= (1= (ei/h)*)?) leil <h

h2/6 5] > h naj bo ¢im manjsa, 5.7
(2

kjer s h oznacimo velikost obmocja, na katerem je funkcija S nelinearno odvisna od ¢;.

V nadaljevanju se bomo omejili le na metodo najmanjsih kvadratov. Iz sistema linearnih enacb, ki jih
izpeljemo iz pogoja (5.4):

n n
n E T; ao E Z;
i=1

— =1
n n =" ) (5.8)
Z; Z; dl 23 Lj
i=1 =1 =1

! Peter Jost Huber, §vicarski statistik, utemeljitelj robustne statistike (1934-).


https://en.wikipedia.org/wiki/Peter_J._Huber
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dolo¢imo vrednosti ocen ag in aq:

.. Sxz. .5
ao = 7 — SL;X, = SLE(Z (5.9)

kjer sta X in Z povpre&ji vzorcev z; in z;, Sxz je vzoréna kovarianca med X in Z, Sg( pa je vzoréna
varianca X.

V primeru, da izvajamo linearno regresijo za k spremenljivk, iz sistema normalnih enacb

[ n Y > Tio o Ywge | [ do ] [ >z ]
S Yad DT DL Tik Tl aq > 2T
Sxie S razio Y. Th ce )Tk T2 ay | = | 2o ziTi (5.10)
Yz Y wawa Y mowg oo Yk | | ak | >z |
izraCunamo neznane ocene parametrov dag, ai, - .., Gk, Ki so enake na celotnem obravnavanem obmocju.

Linearno regresijo ve¢ spremenljivk lahko zapiSemo tudi v matricnem zapisu. Definiramo naslednje
matrike: matriko podatkov X, matriko neznanih koeficientov a, matriko vrednosti odvisnih spremenljivk
Y in matriko odstopanj e. Matrike zapiSemo z naslednjimi izrazi:

1 z11 z12 -+ Tk ao z1 €1

1 xo1 mg -+ T ai 29 €2

X=|1 @1 @2 -+ @3 |, a=| a2 |, Z= % |, e—= | €3
_1 Tnl Tp2 - Tnk | | Ak | L #n L €n |

Linearni model zapiSemo z enacbo:
Z =Xa +e, (5.11)

iz katere lahko izpeljemo enacbo odstopanj:
e =7Z— Xa.
Po metodi najmanjsih kvadratov zapiSemo najprej vsoto kvadratov odstopanj .S:
S=ele=(Z—-Xa)" (Z—-Xa). (5.12)

Minimum vsote kvadratov odstopanj dobimo z odvajanjem .S po neznanih koeficientih a in upostevaje,
da je ta odvod enak nic:
ds T A T T~ 4
—=0 — 2X (Z—Xa):2(X Z-X Xa)zO,
da (5.13)

- X'xXa=XT2z,

kar predstavlja sistem normalnih enacb v matricnem zapisu.
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5.2 UtezZena linearna regresija
Zaradi prostorske odvisnosti, nestacionarnosti in drugih vplivov parametri ag, a1, . . . niso enaki na celot-
nem obravnavanem obmocju. To je osnovna ideja uteZene linearne regresije, pri kateri za vsako tocko, v

kateri Zelimo dolociti regresijo, izracunamo drugacne ocene parametrov. Razlika izhaja iz spremenjene
enacbe metode najmanjSih kvadratov (5.4), ki ji dodamo utezZi w;:

n
S = Z w; 7 naj bo &im manjsa. (5.14)
i=1

Ob upostevanju, da uteZi w; uredimo v matriko W:

wp 0 - 0
0 wy -+ 0
w=| . (5.15)
0 0 W,
vsoto kvadratov odstopanj zapisemo takole:
S=e"We=(Z—-Xa)l W(Z-Xa). (5.16)

Minimum vsote kvadratov odstopanj dobimo z odvajanjem S po neznanih koeficientih a in zahtevo, da
je ta odvod enak nic:
dsS

— =0 — 2X"W(Z-Xa)=2 (X"WZ-X"WXa)=0,

da (5.17)

-~ X'"WXa=X"WZz,

kar predstavlja sistem normalnih enacb v matri¢nem zapisu ob upoStevanju razli¢no uteZenih odstopan;.

5.2.1 Dolocitev utezi

Poseben izziv pri uteZeni linearni regresiji je dolocitev uteZi w;. Intuitivno bomo predpostavili, da naj
vrednosti v tockah, ki so blizje tocki 1" s koordinatami (xr1, 79, . . ., Z7L), bolj vplivajo na izraunano
vrednost z* kot vrednosti v bolj oddaljenih tockah. UteZi w; dolo¢imo s padajoco funkcijo razdalje d;
med tockami 73, kjer poznamo vrednosti Z;, in tocko T, za katero vrednost dolo¢imo z modelom (5.1).

Razdaljo d; obicajno izra¢unamo kot Evklidovo razdaljo med to¢kama T in 7;:

d; = \/(l'Tl — :L‘Z'l)z + (l‘TQ — SL‘Z'Q)2 + -+ (:L‘Tk — :L‘ik)z = \/(XT — XZ')T(XT — Xz) (5.18)

Vrednosti utezi lahko dolo¢imo z eno od naslednjih enacb:

L d<h
w(d):{ pasn (5.19)
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2
w(d)Z{ (1-(7) asn (5.20)

w(d) = e (1), (5.21)

Enacba (5.19) predstavlja binarno odvisnost, kjer je vrednost uteZi enaka 1, ¢e je razdalja manjSa od
kriti¢ne razdalje oziroma praga h. Pri enacbi (5.20) vrednost utezi w zvezno pada proti ni¢, ki jo doseze
pri kriti¢ni razdalji d = h. Pri enacbi (5.21) vrednost uteZi w zvezno pada proti nic, a je nikoli ne dosezZe.
Kriti¢na razdalja h pri tej enacbi predstavlja parameter, ki pove, kako hitro pada vrednost uteZi.

12 | ‘
———— enacba (6.19)
wl.l'o ————————— enacba (6.20) |
08 enacba (6.21) |
0.6
04+
|
02f |
|
0.0 ‘ L ‘
0 1 2 4 3 !
1

SLIKA 5.2: Vrednosti uteZi v odvisnosti od razdalje med tockami

5.2.2 Izbira funkcije za dolocitev utezi in kriti¢ne razdalje

V prej$njem razdelku smo pojasnili, kako dolo¢imo uteZi v odvisnosti od razdalje tocke, kjer poznamo
vrednost slucajnega polja, in tocke, za katero Zelimo to vrednost oceniti. Prikazali smo tri razli¢ne
funkcije (5.19)—(5.21), ki so odvisne tudi od parametra h. Katera funkcija in kolikSen parameter h je
optimalna reSitev, moramo Se doloditi.

Ena od moZnosti je izracun vrednosti navzkriZzne validacije (angl. crossvalidation score), pri kateri opra-
vimo prostorsko uteZeno regresijo za razli¢ne funkcije in razli¢ne vrednosti A v vseh tockah, kjer po-
znamo vrednost slu¢ajnega polja. Pri vsakokratni dolo€itvi uteZene regresije s seznama tock s poznanimi
vrednostmi sluc¢ajnega polja izklju¢imo prav tocko, za katero dolo¢amo uteZeno regresijo. V tem primeru
torej dolocamo regresijo z n—1 tock, kjer je n Stevilo tock, v katerih poznamo vrednosti sluc¢ajnega polja.
Tako dolocene ocene vrednosti slucajnega polja primerjamo z izmerjenimi oziroma tvorimo naslednjo
cenilko:

CV(h) = (2 — 2 (1)) (5.22)
=1

NajniZja vrednost C'V (h) ustreza optimalni funkciji in vrednosti h. Izra¢un vrednosti C'V'(h) za razli¢ne
enacbe bomo prikazali v naslednjem razdelku.
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5.2.3 Primeri

Vzemimo Ze znane podatke z obmocja Jura. Za vrednosti koncentracije kroma opravimo obi¢ajno li-
nearno regresijo in utezZeno regresijo za vse tri tipe uteznih funkcij (enacbe (5.19)—(5.21)) pri dolocenih
kriti¢nih razdaljah h. Model linearne regresije za celotno obmodje je:

Z(x,y) = 37.0827 — 0.842091x + 0.163621y. (5.23)

V preglednici 5.2 prikazujemo izracun razdalj med desetimi najbliZjimi to¢kami, kjer poznamo vrednosti,
in tocko T, ki je podana s koordinatama 7 = 2km in yr = 2km. V isti preglednici so tudi uteZi,
izraCunane po enacbah (5.19)—(5.21), s kriticnimi razdaljami ~ = 0.3km za prvi dve enacbi in h =
0.1 km za zadnjo.

PREGLEDNICA 5.2: IzraCun uteZi za nekaj to¢k za tocko 7" = (2, 2) km

p ” 7 d JwG19) w(G20) wG2D)
[km|]  [km] / [km] / / /

1.948 1.906 | 49.60 | 0.107 1 0.7600 0.3154
2.159 2.041 | 37.72 | 0.164 1 0.4906 0.06746
1.813 2.116 | 33.48 | 0.220 1 0.2134 0.007887
2.024 2.251 | 38.00 | 0.252 1 0.0862 0.001733
2.083 1.695 | 29.28 | 0.316 0 0 4.579-107°
1.720 1.833 | 31.68 | 0.326 0 0 2.421-107°
1.709 1.843 | 33.32 | 0.331 0 0 1.786-10°
1.706 1.848 | 34.84 | 0.331 0 0 1.749-10°
2294 1.830 | 46.80 | 0.340 0 0 9.795-10~6
1.690 1.858 | 38.72 | 0.341 0 0 8.927-10~¢

Ob upostevanju vseh 359 tock, kjer so podane vrednosti slucajnega polja, lahko po enacbi (5.17) ocenimo
parametra ag in a; ter izraCunamo vrednost polja v toc¢ki T. V preglednici 5.3 prikazujemo rezultate
obicajne in utezene regresije v tocki 7' = (2, 2) km.

PREGLEDNICA 5.3: Vrednost Z* v tocki 7' = (2, 2) km z razli¢nimi linearnimi regresijami

Obicajna | Utezena | UteZena | UteZena
regresija | regresija | regresija | regresija
(5.19) (5.20) (5.21)
35.73 42.49 42.80 42.52

Vidimo, da je rezultat uteZene regresije v vseh treh primerih visji od vrednosti, ki smo jo dobili z obicajno
regresijo. To je rezultat dejstva, da so vrednosti v okolici tocke 7" = (2,2) km izmerjene vrednosti
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slu¢ajnega polja visje od vrednosti, ki jo dobimo s preprosto linearno regresijo, kar je razvidno tudi iz
preglednice 5.2.

Na sliki 5.3 prikazujemo tri regresijske ploskve, ki smo jih dolo¢ili z uteZeno linearno regresijo (5.17) s
tremi razlicnimi enacbami za uteZi, z rumeno ploskvijo pa je prikazan rezultat obicajne linearne regresije.
Na spodnji desni sliki na istem grafu primerjamo vse tri razliice uteZene linearne regresije in obicajno
linearno regresijo. Opazimo lahko, da razli¢ni nacini dolocitve uteZi pripeljejo do razli¢nih ploskev, ki
bolj ali manj intenzivno sledijo podatkom, ki odstopajo od linearne ploskve, ki jo dobimo z obicajno
linearno regresijo.

Utezi po enacbi (5.19) /7=0.3 UteZi po enacbi (5.20) h=0.3

Utezi po enacbi (5.19) h=0.3
Utezi po enacbi (5.20) 4~=0.3
Utezi po enacbi (5.21) h=0.1

L)

SLIKA 5.3: Prostorsko uteZena regresija z razli¢nimi funkcijami w(d)

S ciljem, da bi ocenili, kateri nacin prostorsko uteZene regresije je najboljSi, smo opravili postopek
navzkrizne validacije. Za vseh 359 tock, v katerih poznamo vrednosti slucajnega polja (koncentracije
kroma) smo izraunali prostorsko uteZeno regresijo, pri emer pa nismo upostevali vrednosti v tocki,
za katero smo opravili regresijo. Za vsako od 359 tock smo torej uporabili podatke na preostalih 358
tockah. Tako pridobljene ocene vrednosti slucajnega polja smo primerjali z izmerjenimi in po enacbi
(5.22) izraCunali vrednost navzkrizne validacije C'V. Rezultate za vse tri predlagane enacbe ((5.19)—
(5.21)) in razli¢ne vrednosti h prikazujemo na sliki 5.4. Vidimo lahko, da je dala enacba (5.21) najboljse
rezultate, saj so tu razlike med izmerjenimi in napovedanimi vrednostmi slucajnega polja najmanjse. S
slike tudi opazimo, da je za enacbi (5.19) in (5.20) optimalna razdalja h priblizno 0.3 km, medtem ko
je za enacbo (5.21) optimalna razdalja h priblizno 0.1 km. Ti vrednosti smo uporabili tudi za prikaz
prostorske regresije na sliki 5.3.


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/figsi1.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/figsi1.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/figsi2.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/figsi2.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/figsi3.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/figsi3.mov
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SLIKA 5.4: Dolocitev optimalne vrednosti /& z uporabo navzkrizne validacije
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Pri analizi prostorskih podatkov so lege tock, kjer merimo vrednosti slucajne funkcije oziroma sluc¢ajnega
polja, zelo pomemben podatek. Razpored tock je lahko rezultat nacrta poskusa ali pa je sluajen. Zaradi
razlicnih dejavnikov so lahko tocke enakomerno razporejene po prostoru ali pa so v grucah oziroma
klastrih. Pri razporedu tock po prostoru lahko govorimo o treh znacilnih primerih:

* slucajno enakomerno porazdeljene tocke v prostoru,

* slucajno porazdeljene tocke v grucah (v nadaljevanju v grucah),

* deterministiéno enakomerno razporejene tocke v prostoru.

(b)

.......................

-----------------------

SLIKA 6.1: Trije tipi razporeditve tock: (a) sluc¢ajno enakomerno, (b) v grucah in (c) enakomerno

Osnovna naloga tega podrocja prostorske statistike je, da znamo lociti med temi tremi primeri oziroma
da lahko s statistiCnimi preizkusi in izbranim tveganjem « zavrZzemo ali ne zavrZzemo dolocene dom-
neve o porazdeljenosti tock v slu¢ajnem polju in zapiSemo odlocitve. Pri preizkusanju domnev bomo za
nicelno domnevo vedno izbrali izjavo, da so to¢ke porazdeljene slu¢ajno enakomerno. Oblika alterna-
tivne domneve pa je odvisna od tega, ali opravljamo enostranski ali dvostranski preizkus. Poznamo torej

tri moznosti nicelne in alternativne domneve:

Hy: Tocke so razporejene sluc¢ajno enakomerno.
Hj: Tocke niso razporejene slucajno enakomerno.

ali


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/pattern01.mov
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Hy: Tocke so razporejene sluc¢ajno enakomerno.
H,: Tocke so razporejene v grucah.

ali
Hj: Tocke so razporejene slucajno enakomerno.

H: Tocke so razporejene deterministi¢no enakomerno.

Analizo prostorskih vzorcev lahko naredimo z metodo kvadratov ali pa z metodo razdalj oziroma
metodo najbliZjega soseda.

6.1 Metoda kvadratov

Pri metodi kvadratov na obmocje analize postavimo kvadrate ali druge like ter prestejemo, koliko tock
je znotraj posameznih likov. Na sliki 6.2 prikazujemo razli¢ne moZnosti postavitev likov razli¢nih oblik.
Lahko se odlo¢imo za povsem slu€ajno postavitev likov ali pa like postavimo tako, da z njimi prekrijemo
celotno obmocje. Ne glede na obliko lika, bomo v okviru razlag te metode vse like imenovali ,,kvadrati®.

SLIKA 6.2: Razli¢ne oblike likov, ki jih lahko uporabimo pri metodi kvadratov

Stevilo totk v posameznem kvadratu oznacimo z Y;,¢ = 1,...,n, kjer je n Stevilo kvadratov, ki jih
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uporabimo v analizi. Ob predpostavki, da so toc¢ke razporejene slu¢ajno enakomerno, je verjetnost, da je

tocka znotraj kvadrata, enaka razmerju plos¢in kvadrata Ay in celotnega obmocja A:
b= Za

Stevilo tock znotraj kvadrata pa je slu€ajna spremenljivka, porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi. Ver-

jetnostna funkcija Poissonove porazdelitve je:

6.1

e
py(y): T, y:0,172,..., (62)

kjer parameter v predstavlja priCakovano Stevilo to¢k v posameznem kvadratu in je enako v = p N. Z
N smo oznacili Stevilo vseh tock na obravnavanem obmocju. Zanimiva lastnost Poissonove porazdelitve
je, da sta srednja vrednost in varianca enaki parametru porazdelitve v:

ElY] =varlY] =v. (6.3)

Na osnovi te lastnosti lahko pripravimo eno od moZnih statistik za preizkus domneve o prostorski ure-
jenosti:
*2

H* Y g2 6.4
Y Xn—lﬂ ( )

kjer smo s S{,Q oznaili varianco vzorca, z Y pa njegovo povpredje. Statistika H* se porazdeljuje po
normirani porazdelitvi x*2, ki se od obi¢ajne porazdelitve x? lo¢i po tem, da ima srednjo vrednost enako
ena, oziroma da je H* le (n — 1)-krat manjSa od H:
H
n—1

H* =

—  Fype(h) = Fe((n—1)h). 6.5)

V zadnji enacbi smo upoStevali enacbo za dolocitev porazdelitve funkcije slucajne spremenljivke za
primer monotono naraS¢ajoce funkcije, kar zveza v (6.5) za n > 1 seveda je. Enacbo za dolocitev poraz-
delitvene funkcije slucajne spremenljivke Y, ki je monotono naras¢ajoca funkcija X, namre¢ zapiSemo
takole:

Y=g(X) — F(y)=Fx(g'Ww). (6.6)

Poleg statistike H™, ki jo dolo¢imo z enacbo (6.4), so razli¢ni avtorji uporabili tudi druge statistike. Te
SO na primer:

S*Z
ICS = }E// -1 (David, Moore, 1954),
. _ S*Q
Y=Y+ )2// -1 (Lloyd,1967),
Y 6.7
IP = — (Lloyd,1967), ©7)
Y
> Yi(Y;—1)
I = :?1 7T (Morisita, 1959).
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Porazdelitve vseh teh statistik niso splo$no znane. Eden od nacinov za uporabo le-teh je uporaba simu-
lacij. Porazdelitev statistike /C'S je sicer podobna porazdelitvi x*2, le da je zamaknjena za ena proti levi.
Za porazdelitev statistike Y lahko za nekoliko vecje Stevilo kvadratov, na primer, ¢e je Stevilo kvadra-
tov vecje od 80, uporabimo normalno porazdelitev s srednjo vrednostjo v in standardnim odklonom

Vv/n+2/(n—1).

Pri metodi kvadratov lahko uporabimo eno od statistik v enacbah (6.4) ali (6.7), lahko pa uporabimo
preizkus domneve o porazdelitvi. Ce vemo, da se §tevilo totk v posameznem kvadratu ob predpostavki,
da so tocke razporejene slucajno enakomerno, porazdeljuje po Poissonovi porazdelitvi, lahko nicelno
domnevo preizkusimo s testom Poissonove porazdelitve. To lahko naredimo s preizkusom x?2, s preizku-
som Kolmogorova in Smirnova ali kak§no drugo metodo za preizkus domnev o porazdelitvi.

Pri preizkusu x? prestejemo, koliko kvadratov vsebuje doloceno §tevilo tock. Glede na pri¢akovano
Stevilo tock znotraj kvadrata in Stevilo kvadratov se odlo¢imo, na koliko razredov razdelimo podatke in
kaj predstavljajo ti razredi. VCasih je primerno, da prvi razred predstavlja kvadrate, ki nimajo nobene
tocke, drugi kvadrate z eno tocko in tako naprej. Zadnji K -ti razred pa predstavlja vse tiste kvadrate, ki
vsebujejo K — 1 ali veg tock. Ce je pri¢akovano §tevilo tock v kvadratu vedje, je smiselno, da prvi razred
predstavlja kvadrate, ki vkljucujejo manj kot doloceno Stevilo tock. V preglednici 6.1 prikazujemo dva
znacilna primera razporeditev razredov.

PREGLEDNICA 6.1: Dva primera razporeditve razredov glede na Stevilo to¢k v kvadratu

Razred | Stevilo tock Razred | Stevilo tock

1 0 1 0-3

2 1 2 4

3 2 3 5

4 3 4 6

5 4 5 7

6 5 6 8-9

7 6 ali vec 7 10 ali vec

Za vsak razred izraCunamo teoreti¢na Stevila kvadratov, ki vsebujejo doloceno Stevilo tock (teoretine
velikosti razredov) n;:

n; = PIStevilo to¢k v kvadratu ustreza razredu i| n, (6.8)

kjer je n Stevilo vseh kvadratov. Empiricne velikosti razredov 7; doloCimo tako, da prestejemo kvadrate,
ki ustrezajo razredu ¢. Nato lahko izra¢unamo statistiko H po naslednji enacbi:

(ni — ;)
H= Z S e (6.9)

K
=1 i

)



6.2 Primeri — metoda kvadratov 73

kjer smo oznacili, da se statistika H porazdeljuje po porazdelitvi xy2 s K — 1 prostostnimi stopnjami.
Pri tem preizkusu ne moremo lociti med razporeditvijo v gruce in urejeno deterministi¢no razporedit-
vijo. Ugotovimo lahko le, ali razporeditev tock statistiéno znacilno odstopa od slu¢ajne enakomerne
razporeditve. Kriticno obmocje je H > X%@Lka. Ce je vrednost statistike v kritiénem obmo&ju,
moramo ni¢elno domnevo zavrniti.

6.2 Primeri - metoda kvadratov

Analizirajmo tri razli¢ne primere razporeditve tock: slu¢ajno enakomerno (primer A), v grucah (primer
B) in deterministiéno enakomerno (primer C). Postavimo nicelno in alternativno domnevo ter izberimo
tveganje «, pri katerem bi Se zavrnili ni¢elno domnevo:

Hy: Tocke so razporejene sluc¢ajno enakomerno.
H: Tocke niso razporejene slucajno enakomerno.

a=0.05

Razporeditev tock prikazujemo na slikah 6.3 in 6.4. Kvadratno obmocje razdelimo na 16 kvadratov in
prestejemo Stevilo tock v posameznih kvadratih. Skupno Stevilo to¢k N je enako 100 za vse tri primere.
Na slikah so oznaceni tudi kvadrati s Stevilkami od 1 do 16.

474,‘ A A T
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SLIKA 6.3: Enakomerna slucajna razporeditev toc¢k — primer A
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SLIKA 6.4: Razli¢ne razporeditve to¢k — primera B in C

V preglednici 6.2 je zapisano, koliko tock je v posameznem kvadratu. Iz teh podatkov lahko izraCunamo
povprecje in varianco ter dolo¢imo statistiko H* po enacbi (6.4).

PREGLEDNICA 6.2: Stevilo to¢k v posameznih kvadratih

Kvadrat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
PrimerA |7 7 3 4 4 12 4 5 4 7 7 9 5 9 6 7
PrimerB |3 3 4 2 7 10 9 3 3 10 13 1 5 5 10 O
PrimerC |8 7 7 8 6 4 5 5 7 8 7 8 4 6 4 6

V preglednici 6.3 prikazujemo vrednosti statistike z mejami kriticnega obmocja. V zadnjem stolpcu
so vrednosti dejanskega tveganja ob zavrnitvi ni¢elne domneve. V primeru, da je statistika manjSa od
spodnje meje H* < H ali vecja od zgornje meje H* > Ho, ni¢elno domnevo zavrnemo. V teh primerih
je dejansko tveganje age; < a = 0.05.

PREGLEDNICA 6.3: Izracun statistik in kriti¢cnih obmocij

Y S| H*| Hi H Qe
Primer A | 6.25 6.42 | 1.01 | 0.417 1.83 | 0.874
Primer B | 5.50 14.8 | 2.69 | 0.417 1.83 | 0.000799
Primer C | 6.25 0.77 | 0.35 | 0.417 1.83 | 0.021
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V na$ih primerih lahko ugotovimo naslednje: v primeru A statistika ni v kriticnem obmocju, dejansko
tveganje je veéje od 5 %, saj znaSa kar 87.4 %, ni¢elne domneve ne moremo zavrniti in s tveganjem « ne
moremo trditi, da tocke niso porazdeljene slu¢ajno enakomerno. V primerih B in C je enkrat statistika
veja od zgornje meje, drugi¢ pa manjSa od spodnje. V obeh primerih je dejansko tveganje manjSe od
5 %, nielno domnevo moramo zavrniti in s tveganjem «, manj$im od 5 %, lahko trdimo, da tocke niso
porazdeljene slucajno enakomerno.

Analizirajmo Se porazdelitev tock, v katerih so bile opravljene meritve v obmocju Jura. Naredili bomo
enostranski preizkus, zato je alternativnha domneva drugacna, kot v prejSnjem primeru:

Hy: Tocke so razporejene sluc¢ajno enakomerno.
H;: Tocke so zbrane v grucah.

a=0.05

Nalogo ponovimo z dvema razli¢nima postavitvama kvadratov. V prvem primeru uporabimo kvadrate
velikosti 1 km x 1km tako, da je bilo pokrito obmocje tock, v drugem primeru pa uporabimo manjse
kvadrate velikosti 0.5 km x 0.5 km, razporejeni pa so tako, kot kaze slika 6.5 (desno).
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SLIKA 6.5: Dva nacina postavitve kvadratov

V preglednici 6.4 prikazujemo izracun statistike, mej kriticnega obmocja in dejanskega tveganja. Ugo-
tovimo, da postavitev kvadratov odlocilno vpliva na kon€en rezultat in odlocitev o tipu razporeditve tock.
Vidimo, da je ob prvi postavitvi kvadratov tveganje za zavrnitev ni¢elne domneve zelo velika. Zato ne
moremo trditi, da razporeditev tock ni slucajna enakomerna. Sele ob uporabi druge postavitve manjSih
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kvadratov metoda prepozna, da so toCke zdruZene v grue. V tem primeru je statistika v kriticnem
obmodju, saj je H* = 2.10 > Hy = 1.48. Dejansko tveganje je seveda manjse od dovoljenega
age; = 0.0006 < o = 0.05. Zato lahko s tveganjem, ki je precej manjse od 5 %, trdimo, da se tocke
zdruZujejo v gruce.

PREGLEDNICA 6.4: IzraCun statistik in kriti¢nih obmocij

Y S| H* | Hy | qej

Postavitev A | 24.7 25.9 | 1.05 | 1.72 | 0.400
Postavitev B | 7.21 15.1 | 2.10 | 1.48 | 0.0006

Pri razporedu A Stevilo kvadratov ne zado$¢a za uporabo preizkusa 2, zato ga bomo opravili le za
razpored B. Odlo¢imo se, da bodo v prvem razredu kvadrati, ki vsebujejo od ni¢ do §tiri toc¢ke, v drugem
kvadrati s pet tockami, v tretjem kvadrati s Sest tockami in tako naprej do Sestega razreda s kvadrati, ki
vsebujejo devet tock. V sedmem, zadnjem razredu so kvadrati, ki imajo vec kot devet tock. V preglednici
6.5 prikazujemo razporeditev v razrede, teoreti¢ne velikosti razredov n; in empiri¢ne velikosti razredov
;.

PREGLEDNICA 6.5: IzraCun statistik in kriticnih obmocij

razred ¢ | razporeditev n; N
1 04 4.493 16
2 5 3.483 4
3 6 4.184 4
4 7 4.308 0
5 8 3.881 2
6 9 3.108 0
7 10 ali vec 5.542 3

Postavimo nicelno in alternativno domnevo ter izberimo tveganje «, pri katerem bi Se zavrnili nicelno
domnevo:

Hj: Tocke so razporejene slucajno enakomerno.
Hy: Tocke niso razporejene slucajno enakomerno.

a=0.05

Statistiko H izratunamo po enacbi (6.9) in dobimo:

(4.493 — 16)?  (3.483 — 4)? (5.542 — 3)?

H= N
4.493 3.483 5.542

= 39.05. (6.10)
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Meja kritinega obmocja je X%,o.gs = 12.59. Ker je vrednost statistike bistveno visja od meje kriticnega
obmocja H = 39.05 > 12.59, dejansko tveganje pa je zanemarljivo age; = 7.01 - 10~", moramo
ni¢elno domnevo zavrniti in s tveganjem, manj$im od 5 %, trdimo, da toCke niso razporejene slu¢ajno
enakomerno.

6.3 Pomanjkljivosti metode kvadratov

Zadnji primer, ko smo zaradi razli¢ne razporeditve in velikosti kvadratov pri§li do povsem nasprotujocih
si rezultatov, kaZe na pomanjkljivosti metode kvadratov. Te lahko opredelimo v naslednjih tockah:

* Rezultat je lahko odvisen od velikosti in razporeditve kvadratov. Zato je pri uporabi metode
kvadratov primerno, da se preizkus ponovi pri razliénem Stevilu, velikosti in razporeditvi kvadra-
tov.

 Ker statistiko izraCunamo iz Stevila tock v kvadratih, dejansko primerjamo le povprecne gostote
tock v kvadratih, ne pa razporeditev ene tocke glede na druge.

* Pri analizi izgubimo informacijo o razporeditvi to¢k znotraj kvadrata. Zato gru¢, ki so manjse od
kvadratov, ta metoda ne zazna.

Da bi premostili pomanjkljivosti metode kvadratov, lahko uporabimo alternativno metodo najbliZjega
soseda.

6.4 Metoda najblizjega soseda

Pri metodi najbliZjega soseda za vsako tocko izraCunamo razdaljo d do najbliZje sosednje tocke:

n

di = mi{ldij, 1 75 ] (6.11)
]:

Na sliki 6.6 so prikazane tocke z enakomerno razporeditvijo in razporeditvijo v gruce. Prikazane so
tudi razdalje od posamezne to¢ke do najbliZje sosede. Ze povrSna primerjava odkrije, da so razdalje do
najblizjih sosedov vecinoma krajSe v primeru, ko so tocke razporejene v grucah.
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SLIKA 6.6: NajbliZji sosedi za dve razli¢ni razporeditvi tock

V primeru, da je razporeditev tock slucajna enakomerna, porazdelitev razdalje do najbliZjega soseda
lahko zapiSemo z naslednjo gostoto verjetnosti:

fo(d) =2r Ade™™% | zad >0, (6.12)
kjer
A= % (6.13)

predstavlja gostoto tock (n je Stevilo tock, A pa plosCina analiziranega obmodja). Graf te gostote verjet-
nosti prikazujemo na sliki 6.7. ZapiSimo Se srednjo vrednost in varianco slucajne spremenljivke D:

1 /A 1 /1
mD_E[D]_z\/n_z\[x
A /1 1

(6.14)
9 _ _ 1 1 1
op = varlD] =75 <7T - 4> ) <7T - 4> '



6.4 Metoda najbliZjega soseda

1.5

Jp(d)
1.0f

0.5F

0.0
0.0

SLIKA 6.7: Gostota verjetnosti razdalje do najbliZzjega soseda za A = 1
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Pri metodi najbliZjega soseda lahko izberemo tudi alternativno pot, da namesto iskanja najbliZjega soseda
vsake tocke dolo¢amo razdaljo od navidezne tocke do njej najbliZje dejanske tocke. Pri tem pred-
postavimo, da je navidezna tocka kjerkoli na obmocju, ki ga analiziramo. To pomeni, da je porazdelitev
lege navidezne tocke slucajna enakomerna. Na sliki 6.8 prikazujemo najkrajSe razdalje od navideznih
toCk (obarvanih sivo) do dejanskih tock za dve razli¢ni razporeditvi tock. Tudi tu lahko Ze na prvi pogled
opazimo razlike med razdaljami do tock, ¢e so dejanske toCke razporejene enakomerno ali v grucah.
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SLIKA 6.8: Najkrajsa razdalja od navideznih do analiziranih tock za dve razporeditvi dejanskih tock

Porazdelitev razdalje X od navidezne do najbliZje dejanske tocke je enaka porazdelitvi razdalje D do
najblizjega soseda za primer slucajne enakomerne razporeditve, saj navidezna tocka, od katere merimo
razdaljo, predstavlja le Se eno to¢ko med slu€ajno enakomerno razporejenimi tockami. Edina, skoraj
zanemarljiva razlika je v izracunu gostote tock, ki je v tem primeru enaka

n+1

A=

(6.15)
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MozZnosti za dolocitev ustrezne statistike, na osnovi katere bomo lahko izpeljali statisti¢ni preizkus, je
veC. Temeljijo tako na slucajni spremenljivki D, to je razdalji med najblizjimi sosedami, kot tudi na
slucajni spremenljivki X, torej razdalji med navidezno in njej najbliZjo dejansko tocko. ZapiSimo nekaj
razli¢nih statistik z ustreznimi porazdelitvami:

)\ — 4

—f§ "d; ~ N <1, “) (Clark, Evens, 1954), (6.16)
=1 &

H=2m\Y dl ~ x3, (Skellam, 1952), (6.17)

- 1
= EE z? ~ N<1,> (Pielou, 1959), (6.18)

n n

=1

n
g _ =1 porazdehtve ne poznamo, uporabiti 6.19)
o < n )2 moramo simulacije (Eberhardt, 1967), )
12n ( ( ) — iln (x2)> ~ X2, (Pollard, 1971),  (6.20)
(A n— 1) ) .
T Tn+1 pt
1 1 1 .
- Z + ~ > Tom (Byth, Ripley, 1980), (6.21)
n
> a?
F="2=1 ~ Fyyon (Hopkins, 1954). (6.22)

> d
i=1

Nekateri avtorji pa so pri definiciji statistike uporabili Se sluajno spremenljivko X5, ki predstavlja raz-
daljo med navidezno in drugo najbliZjo dejansko tocko.

U= l Zn: LZQ N } L (Holgate, 1965) (6.23)
n — x%z 2’ 12n £ate, ’ )
E a7
B = = ~ ﬂnn (Holgate, 1965), (6.24)

me

kjer x; predstavlja razdaljo med navidezno tocko in njej najbliZjo tocko, x9; pa razdaljo med navidezno
tocko in njej drugo najbliZjo tocko.
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6.5 Primeri — metoda najblizjega soseda

Analizirajmo enake primere kot pri metodi kvadratov v podpoglavju Primeri - metoda kvadratov. Obrav-
navamo tri razliCne primere razporeditve to¢k na kvadratnem obmocju velikosti 4 x 4: slu¢ajno enako-
merno (primer A), v grucah (primer B) in deterministi¢no enakomerno (primer C). Postavimo nic¢elno in
alternativno domnevo ter izberimo tveganje «, pri katerem bi Se zavrnili ni¢elno domnevo:

Hy: Tocke so razporejene sluc¢ajno enakomerno.
H,: Tocke niso razporejene slucajno enakomerno.

a = 0.05

Pripravili smo vzorce s stotimi tockami za razli¢ne razporeditve dejanskih tock. Nato smo pripravili e
vzorec stotih navideznih tock, ki so razporejene sluc¢ajno enakomerno. 1z teh vzorcev smo lahko dolocili
razdalje d;, x; in x;, iz katerih lahko izraCunamo statistike po enacbah (6.16)—(6.24).



82 6 Prostorski vzorci

Razli¢ne razporeditve stotih tock graficno prikazujemo na sliki 6.9, kjer so oznacene najkrajsSe razdalje
med dejanskimi tockami — vzorec d;.
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SLIKA 6.9: Najkrajse razdalje med toCkami za tri razporeditve dejanskih tock
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Na sliki 6.10 prikazujemo podobno razporejene tocke kot na sliki 6.9, poleg njih pa Se enako veliko
skupino slucajno enakomerno razporejenih navideznih tock, ki so oznacene s svetlejSo sivo barvo. Tu
oznacujemo Se razdalje od navideznih tock do najbliZje dejanske tocke z zelenimi Ertami — vzorec x; in
razdalje od navideznih do druge najbliZje dejanske tocke z rdeCimi ¢rtami — vzorec xo;.
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SLIKA 6.10: NajkrajSe razdalje med navideznimi in dejanskimi to¢kami za tri razporeditve tock

V preglednici 6.6 prikazujemo izracun statistik, mej kriticnega obmocja in dejanskega tveganja za tri
razli¢ne tipe razporeditve toc¢k in za osem razli¢nih nacinov dolocitve statistike. Vidimo lahko, da
je v primeru A, ko so dejanske to¢ke porazdeljene slu€ajno enakomerno, statistika vedno v srednjem
obmocju, ki nam ne narekuje zavrnitve ni¢elne domneve. Zato v tem primeru ni¢elne domneve ne za-
vrnemo in zaklju¢imo, da s tveganjem o« = 5 % ne moremo trditi, da tocke niso razporejene slu¢ajno ena-
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komerno. V tem primeru je za vse razli¢ne statistike dejansko tveganje vecje od izbranega. V primeru B
vidimo, da je statistika v kriticnem obmocju vedno, razen pri uporabi statistike (6.21). V primerih, ko je
statistika v kritiénem obmodju in je s tem tudi tveganje manjSe od izbranega tveganja 5 %, ni¢elno dom-
nevo zavrnemo in zaklju¢imo, da s tveganjem, manj$im od 5 %, lahko trdimo, da tocke niso razporejene
slu¢ajno enakomerno. V primeru C, ko so toc¢ke razporejene deterministiéno enakomerno, vsi preizkusi
kaZejo na to, da moramo nicelno domnevo zavrniti, saj je statistika v kriticnem obmocju, dejansko tvega-
nje pa niZje od izbranega. Tudi v tem primeru pridemo do enakega zakljucka, da s tveganjem, manjSim
od 5 %, lahko trdimo, da tocke niso razporejene slu¢ajno enakomerno.

PREGLEDNICA 6.6: Izracun statistik, kriticnih obmocij in dejanskega tveganja za tri razporeditve tock

Enacba | spodnja zgornja Primer A Primer B Primer C

meja meja |statistika | tveganje |statistika| tveganje |statistika| tveganje
(6.16) 0.898 1.102 | 1.022 0.668 0.789 5.61-107° 1.827 0.
(6.17) 162.7 241.1 | 222.3 0.268 160.2 0.0351 535. 0.
(6.18) 0.804 1.196 | 0.959 0.688 4.093 0. 0.639 0.000303
(6.20) 73.36 128.4 | 88.98 0.490 238.5 | 3.23-10713 | 63.77 0.00460
(6.21) 0.443  0.557 | 0.493 0.818 0.541 0.156 0.404 0.000904
(6.22) | 0431 0.569 | 0.456 | 0.215 | 0.684 | 7.78-107% | 0.331 | 8.15-10""
(6.23) 0.443  0.557 | 0.499 0.976 0.651 1.79-1077 0.190 0.
(6.24) 0.757 1.320 | 0.863 0.301 5.111 0. 0.239 0.

Naredimo Se preizkus domneve o razporeditvi tock, v kateri so bile opravljene meritve na obmocju Jura.
Naredimo enak preizkus kot za prejSnji primer, ko smo obravnavali porazdelitev tock v kvadratu 4 x 4.
Stevilo tock je enako 359, prav toliko tock tudi generiramo, in sicer tako, da so razporejene slucajno
enakomerno. Gostota to¢k je A = 23.3 tock/km?. Razporeditev tock, kjer so bile opravljene meritve, in
enakomerno porazdeljenih navideznih tock ter razdalje do najbliZjih tock so prikazane na sliki 6.11. Na
tej sliki so s sivo oznaCene razdalje med najblizjimi sosednjimi tockami, kjer so bile opravljene meritve,
z zeleno pa razdalje od navideznih do najbliZjih tock meritev.

Hy: Tocke so razporejene sluc¢ajno enakomerno.
Hj: Tocke niso razporejene slucajno enakomerno.

a=0.05
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SLIKA 6.11: Razporeditev tock meritev in navideznih tock za primer Jura

V preglednici 6.7 prikazujemo izracune za preizkuSanje domneve o razporeditvi merskih tock za primer
Jura. Ugotovimo lahko, da metode razli¢nih avtorjev pripeljejo do razliénih zaklju¢kov. V primeru
uporabe enacb (6.16), (6.17) ter (6.20)—(6.22) je tveganje manjSe od izbrane vrednosti o = 5 %, zato
lahko ni¢elno domnevo zavrnemo in izjavimo, da s tveganjem, manj$im od 5%, lahko trdimo, da
to¢ke niso razporejene slucajno enakomerno. Ce pa radunamo po enacbi (6.18), ni¢elne domneve ne
moremo zavrniti. V tem primeru izjavimo, da ob tveganju 5 % ne moremo trditi, da to¢ke niso razpore-
jene slucajno enakomerno. Poudariti moramo, da so statistike, pri katerih uporabimo navidezne tocke,
odvisne od slucajno generiranega vzorca navideznih tock. Zato ponovitve teh izracunov lahko vodijo do
razli¢nih rezultatov in zato tudi do razli¢nih zakljuckov.
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6 Prostorski vzorci

PREGLEDNICA 6.7: PreizkuSanje domneve o razporeditvi to¢k v primeru Jura

Enacba | spodnja meja zgornja meja | statistika tveganje
(6.16) 0.946 1.054 1.209 | 3.62-10714
(6.17) 645.6 794.1 1358. 0.
(6.18) 0.897 1.103 1.084 0.114
(6.20) 307.5 412.3 302.6 0.0305
(6.21) 0.470 0.530 0.550 0.00115
(6.22) 0.864 1.158 0.551 |2.32-1071°




7 Metoda Monte Carlo

Integriranje je zelo pomembna in uporabna operacija na mnogih podrocjih tehnike, tudi v prostorski
statistiki. Ker sta v mnogih primerih tako integrant kot integracijsko obmocje taka, da le za posamezne
preproste primere ta integral lahko izracunamo analiti¢no, moramo uporabiti numeri¢ne metode. Metoda
Monte Carlo je ena od metod numeri¢nega integriranja, ki temelji na generiranju vzorca slucajnih spre-
menljivk in vektorjev.

Osnovni postopek metode Monte Carlo je preprost:

. Definiramo problem, definiramo osnovne lastnosti slu¢ajnih spremenljivk, ki jih uporabimo pri

reSevanju problema. Dolo¢imo Stevilo simulacij (Stevilo ponovitev).

. Zacetek zanke simulacij (ponavljanje poskusov).

2.1 Generiramo vzorec slucajnih spremenljivk.
2.2 Opravimo analizo, s katero reSimo osnovni problem v okviru ene simulacije.

Konec zanke simulacij.

4. Opravimo kon¢no analizo ter numeri¢ni in graficni prikaz rezultatov.

Vzorec slucajne spremenljivke tu razumemo kot vrednosti, ki jih slu€ajna spremenljivka zavzame ob
ponavljanju poskusa. Vzemimo, da Zelimo s to metodo dolociti verjetnost, da je rezultat meta poStene
kocke manjsi ali enak dve. Rezultat seveda poznamo in je enak 1/3:

1.

Pri definiciji problema zapiSemo, kaj Zelimo dolociti in da je slucajna spremenljivka diskretna
in enakomerno porazdeljena od 1 do vklju¢no 6. Dolo¢imo $tevilo simulacij, na primer 10000.
Postavimo Stevec ugodnih izidov na nic.

Zacetek zanke simulacij (ponavljanje poskusov).

2.1 Generiramo Stevilko od ena do Sest po diskretni enakomerni porazdelitvi.
2.2 Ugotovimo, ali je generirana 3tevilka manjia ali enaka dve. Ce je, povetamo §tevec ugod-
nih izidov za ena.
Konec zanke simulacij.

Oceno iskane verjetnosti dobimo tako, da Stevilo ugodnih izidov delimo s §tevilom vseh simu-
lacij.
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Ime metode Monte Carlo se je prvi¢ pojavilo med drugo svetovno vojno, ko so znanstveniki von Neu-
man, Ulam, Fermi in drugi v laboratorijih v Los Alamosu tudi s pomocjo simulacij skonstruirali prvo
atomsko bombo. Sicer pa sta ideja o generiranju slu¢ajnih spremenljivk in njihova uporaba pri reSevanju
problemov bistveno starejsi. Prvi dobro dokumentiran primer je opravil Comte de Buffon leta 1777, ko je
v problemu, poznanem kot Buffonova igla, s simulacijami poskusal doloditi vrednost Stevila 7. Pozneje
so generiranje slucajnih Stevil uporabili tudi Lord Kelvin (1901), Gosset (Student) (1908), Fermi (1930)
in drugi (Kalos et al., 1986, Rubinstein, 1981). Z razvojem boljSih, hitrejSih racunalnikov postaja metoda
Monte Carlo uporabna za vse $irsi krog ljudi. Trenutno, v jeseni 2023, lahko v sistemu Web of Science
najdemo vec kot 143000 ¢lankov, ki vkljucujejo podrocje metode Monte Carlo.

Pri primeru, ki ga poznamo kot Buffonova igla, na povrSino, na kateri so narisane vzporedne Crte z
medsebojno razdaljo d, postopoma mecemo igle. Comte de Buffon je pokazal, da je verjetnost, da igla
dolzine [ seka eno izmed vzporednih Crt, enaka:

2] 21
Pligla seka ¢rto| = — ? - '
[igla seka ¢rto] rd T PJigla seka ¢rto] d

Ce torej s poskusanjem ocenimo verjetnost, da igla seka &rto, lahko po zgornji enabi ocenimo §tevilo 7.
Animacija takega postopka dolocitve Stevila 7 je prikazana na sliki 7.1.
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SLIKA 7.1: Animacija dolocitve Stevila 7


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/buffon01.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/buffon01.mov
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7.1 Generiranje vzorca slucajne spremenljivke

Generiranje vzorca slucajne spremenljivke X temelji na vzorcu enakomerno porazdeljene slucajne spre-
menljivke U s porazdelitveno funkcijo Fyy(u) = u (za 0 < uw < 1). Vzorca povsem slucajne spre-
menljivke ni lahko generirati. Zato z racunalniki obi¢ajno generiramo vzorce tako imenovanih psev-
doslucajnih Stevil, ki so pravzaprav zaporedja deterministi¢nih Stevil z zelo veliko periodo ponovitve. Ta
zaporedja imajo enake lastnosti kot zaporedja povsem slucajnih Stevil. Skoraj vsi racunalniSki programi,
namenjeni raCunanju (na primer prevajalniki: FORTRAN, C++, PASCAL, BASIC in drugi programi:
MATLAB, MATHEMATICA, EXCEL, R, PYTHON), vkljucujejo tudi ,,generatorje slucajnih Stevil“, s ka-
terimi generiramo zaporedja psevdoslucajnih stevil, ki ustrezajo vzorcu slucajne spremenljivke U, ki je
porazdeljena enakomerno od 0 do 1. Vzorec poljubno porazdeljene slucajne spremenljivke ali vektorja
lahko generiramo z razlicnimi metodami: z inverzno metodo, metodo sprejema in zavrnitve, polarno
metodo, metodo trakov, z mreZno metodo in drugimi. Najpogosteje uporabljamo inverzno metodo.

7.1.1 Inverzna metoda generiranja vzorca

Vzemimo, da imamo enako velika vzorca dveh slucajnih spremenljivk. Prva slu¢ajna spremenljivka, X,
je porazdeljena po porazdelitvi F'x (x), druga, U, pa je enakomerno porazdeljena od 0 do 1: Fyy(u) = u
(za 0 < uw < 1). Elemente v obeh vzorcih razvrstimo po velikosti in predpostavimo, da sta verjetnosti,
da sta slucajni spremenljivki X in U manjsi od ¢-tega elementa ustreznega vzorca, enaki, ne glede na
porazdelitev. To predpostavko v enacbi za vsak 7 zapiSemo takole:

P[X S .I’Z] = Fx(.fvz) = P[U S ul] = FU(ul) = Uj;.
1z zadnje enacbe lahko izpeljemo izraz za dolocitev elementa vzorca slucajne spremenljivke:

Fx(z)=w — xi=Fx'(u). (7.1)

Ce torej poznamo porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke oziroma njeno inverzno funkcijo in
imamo vzorec (u;, ¢+ = 1,...,n) enakomerno porazdeljene slucajne spremenljivke U, lahko po zad-
nji enacbi dolo¢imo vzorec slucajne spremenljivke X, kjer je n velikost vzorca. Inverzno metodo na-
zorno prikaZzemo tudi grafino na sliki 7.2. Z modro je oznafena enakomerno porazdeljena slucajna
spremenljivka U s pripadajo¢im vzorcem. Vsakemu elementu vzorca slucajne spremenljivke U ustreza
element vzorca slucajne spremenljivke X. Na zgornjem delu slike metodo opiSemo na primeru treh
generiranih vrednosti, na spodnjem delu pa je prikazan nekoliko vecji vzorec. Na spodnji sliki lahko
opazimo, da so tocke v okolici srednje vrednosti mx = 6 bolj zgoS€ene kot na obeh repih, kjer je tock
manj.
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SLIKA 7.2: Inverzna metoda generiranja vzorca

V preglednici 7.1 podajamo nekaj znadilnih primerov uporabe inverzne metode za generiranje vzorcev
sluc¢ajnih spremenljivk, katerih porazdelitvene funkcije poznamo v zakljuceni obliki.

PREGLEDNICA 7.1: Uporaba inverzne metode

Porazdelitev Nacin generiranja
Dogodek, ki se zgodi z verjetnostjo p Dogodek se zgodi, Ce je u; manjsi od p
Enakomerna zvezna X od a do b zi=a+u; (b—a)
Eksponentna porazdelitev T’ t; = —% In(1 — u;)

Gumbelova porazdelitev maksimuma Y | y; = u — é In(—Inw;)

Gumbelova porazdelitev minimuma Z | z; = u + 2 In(—In(1 — w;))

. . _1
Fréchetova porazdelitev maksimuma Y | y; = u(—lnwu;) "%

Fréchetova porazdelitev minimuma Z zi=u(—In(1l - ul))_%

Weibullova porazdelitev maksimuma ¥ | y; = w — (w — u) (—In ul)%

Weibullova porazdelitev minimuma Z | z; =€ + (u —¢) (In(1 — uz))%



http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/inverzna.mov
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7.1.2 Generiranje vzorca normalno porazdeljenih slucajnih spremenljivk

Porazdelitvene funkcije normalne porazdelitve v zakljuceni obliki ne poznamo, prav tako ne poznamo
njene inverzne funkcije. Zato za generiranje vzorca normalno porazdeljene slucajne spremenljivke ne
moremo uporabiti analiti¢ne inverzne metode. Ce ra¢unalniski program omogo¢a numeriéni izralun in-
verzne porazdelitvene funkcije normalne porazdelitve, lahko uporabimo inverzno metodo, ¢etudi funkcije
F! (u;) ne poznamo v eksplicitni obliki.

Na primer: v programu EXCEL je funkcija vgrajena kot norminv, v programu MATHEMATICA lahko
problem reSimo z ukazom InverseCDF [NormalDistribution[mx, sx]].

Ce programska oprema ne omogoca uporabe funkcije Fy ! (u;), lahko vzorec normalno porazdeljene slu-
¢ajne spremenljivke generiramo z Box-Miillerjevo polarno metodo. S to metodo vzorec standardizirano

normalno porazdeljene slucajne spremenljivke izraCunamo iz dveh vzorcev (u1;, ¢ = 1,...,n) in (ug;,
i = 1,...,n) slucajnih spremenljivk U; in Us, ki sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno od 0 do 1,
po naslednjih enacbah:
21i =V —21Inwuy; sin(2 7w uy;), a2
z9; = v/ —21nwuy; cos(2muy;), '

kjer z1; in z9; predstavljata vzorec neodvisnih standardizirano normalno porazdeljenih slucajnih spre-
menljivk Z; in Zy. Vzorca xy; in z9; poljubnih normalno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk X5 in
Xy s pricakovanima vrednostima mx, in mx, ter standardnima deviacijama ox; in oxg iz vzorcev zy;
in 2; dolo¢imo s transformacijo:

Ty =mMx1+ 211 0X1, (7.3)
T2 = Mx9 + 22; 0X2.
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7.1.3 Metoda sprejema/zavrnitve

Pri inverzni metodi smo uporabili porazdelitveno funkcijo oziroma inverzno porazdelitveno funkcijo,
metoda sprejema in zavrnitve pa temelji na gostoti verjetnosti. Vzemimo, da Zelimo generirati vzorec
slu¢ajne spremenljivke X z zalogo vrednosti na kon¢nem intervalu [a, b]. Taka porazdelitev je na primer
porazdelitev beta 4y (z — 0.5) za = € [0.5, 1.5], ki je prikazana na sliki 7.3.

2.5

20
Jx(x)
1.5¢
1.0 -

0.5}

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

SLIKA 7.3: Gostota verjetnosti, porazdelitev beta(4, 2)

Ideja metode sprejema in zavrnitve je v generiranju vzorca enakomerno porazdeljenega slucajnega vek-
torja na obmo&ju x € [a, b] ter y € [0, m[awi}(fx (x))], kot je prikazano na sliki 7.4.
rec|a,

Interval [a, b] je obi¢ajno doloCen z zalogo vrednosti slu¢ajne spremenljivke X. Metoda bi sicer de-
lovala tudi, Ce bi ta interval povecali, a bi s tem povecanjem zmanjSali uéinkovitost, saj bi generirali
mnoZico tock, za katere zanesljivo vemo, da ne morejo lezati pod grafom gostote verjetnosti in jih zato
ne moremo sprejeti. Optimalno je torej najmanjSe pravokotno obmodje, ki o€rta graf gostote verjetnosti
slu¢ajne spremenljivke X.

Tocke, ki lezijo pod grafom gostote verjetnosti sprejmemo, to pomeni, da vrednost x dodamo v vzorec.
Tocke, ki leZijo nad grafom gostote verjetnosti zavrnemo. Na sliki 7.4a sprejete tocke ozna¢imo z zeleno
barvo, zavrnjene pa z rdeco. Na sliki 7.4b vse sprejete tocke oznacimo z zeleno, na tej sliki se vidi, da je
rezultat vzoréenja seznam vrednosti na obmocju od 0.5 do 1.5, pri Cemer so tocke bolj gosto razporejene
tam, kjer je gostota verjetnosti vecja.
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SLIKA 7.4: Metoda sprejema/zavrnitve

Animacija generiranja vzorca slucajne spremenljivke po metodi sprejema in zavrnitve je prikazana na
sliki 7.5.

a) 257
2.0
Jx(x)
15}

1.0}

0.5}

0.0~
0.0

. 20 B9

SLIKA 7.5: Animacija generiranja po metodi sprejema in zavrnitve

7.1.4 Primeri

Primer 7.1 Generiranje po inverzni metodi. Z uporabo inverzne metode generirajmo vzorec slucajne
spremenljivke T', porazdeljene po eksponentni porazdelitvi, ter slucajne spremenljivke Y, porazdeljene
po Gumbelovi porazdelitvi maksimuma. Parameter za eksponentno porazdelitev je: A = 0.3, za Gum-
belovo porazdelitev pa sta: uw = 10,a = 0.4.

Najprej moramo generirati vzorec enakomerno porazdeljene slucajne spremenljivke U, nato pa z uporabo
izrazov v preglednici 7.1 dolo¢imo vzorec sluCajne spremenljivke 7' oziroma Y. V preglednici 7.2
prikazujemo prvih deset slucajno generiranih vrednosti u; in iz njih izracunanih vrednosti ¢;. Na primer:
iz prve generirane vrednosti u; = 0.9384 dolocimo prvo vrednost v vzorcu eksponentno porazdeljene


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/sprejemzavrnitev.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/sprejemzavrnitev.mov
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slu¢ajne spremenljivke 7"
t ——1ln(1—u ) =— ! In(1 —0.9384) = 9.290
DY Y703 ' e

PREGLEDNICA 7.2: Razultat inverze metode — eksponentna porazdelitev

Generirane vrednosti enakomerno in eksponentno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke
u; | 09384 03725 0.5234 0.7788 0.0980 0.8043 0.9363 0.4146 0.8976 0.1660
t; | 9.2900 1.5536 2.4700 5.0282 0.3438 5.4369 9.1780 1.7851 7.5975 0.6051

Na sliki 7.6 zgoraj graficno prikazujemo vzorca velikosti n = 50 enakomerno porazdeljene slucajne
spremenljivke U in eksponentno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke 7'. Ze pri tako majhnem vzorcu
lahko prepoznamo lastnosti eksponentne porazdelitve, pri kateri je gostota verjetnosti vecja pri nizjih
vrednostih spremenljivke in se postopoma znizZuje.

——-— enakomerna porazdelitev od 0 do 1

eksponentna porazdelitev A=0.3

0 2 4 6 8 10
Enakomerna porazdelitev Eksponentna porazdelitev
‘ ‘ ‘ ‘ 1 030¢
1.0} 1 /@)
Ju) | 0.20}
0.6
0.10F
021
0.0 0.00 ~
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 5 10 15 20

u t

SLIKA 7.6: Inverzna metoda generiranja vzorca — eksponentna porazdelitev

Na sliki 7.6 spodaj sta tudi stolp&na diagrama (histograma), ki prikazujeta razporeditev vrednosti vecjega
vzorca (n = 5000) za obe porazdelitvi. S primerjavo med stolpénim diagramom in gostoto verjetnosti
sluc¢ajnih spremenljivk U in 7' vidimo, da je razporeditev vrednosti ustrezna.

V preglednici 7.3 prikazujemo prvih deset slu¢ajno generiranih vrednosti u; in iz njih izraCunanih vred-
nosti y;. Na primer: iz prve generirane vrednosti u; = 0.4009 dolo¢imo prvo vrednost v vzorcu slucajne
spremenljivke Y, porazdeljene po Gumbelovi porazdelitvi:

1 1
y1 =u— —In(—1In(u;)) =10 — 04 In(—1n(0.4009)) = 10.225.
o .
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PREGLEDNICA 7.3: Razultat inverze metode — Gumbelova porazdelitev

Generirane vrednosti enakomerno in Gumbelovo porazdeljene slu¢ajne spremenljivke
u; | 04009 0.7661 0.5612 0.1467 0.9921 0.5106 0.8341 0.7233 0.3591 0.5018
yi | 10.225 13.307 11.372 8.3700 22.107 10.993 14.268 12.818 9.9403 10.930

Na sliki 7.7 zgoraj grafi¢no s tockami prikazujemo vzorca velikosti n = 50 enakomerno porazdeljene
slu¢ajne spremenljivke U in slu¢ajne spremenljivke Y, porazdeljene po Gumbelovi porazdelitvi. Ze pri
tako majhnem vzorcu lahko prepoznamo lastnosti Gumbelove porazdelitve, pri kateri je gostota verjet-
nosti najvecja v okolici vrednosti v = 10, za manjSe in vecje vrednosti pa je gostota manjSa. Opazimo
tudi nesimetri¢nost porazdelitve. Na isti sliki spodaj sta prikazana tudi stolpcna diagrama za vecji vzorec
(n = 5000), s katerima ponazorimo razpored vrednosti vzorcev. Le-ta ustrezata izbrani porazdelitvi.

- enakomerna porazdelitev od 0 do 1

Gumbe-lo.v;.i'll)oralzdelite"v"u"=- l:O-,“(x 04

0 5 10 15 20
Enakomerna porazdelitev Gumbelova porazdelitev
‘ ‘ ‘ ‘ 1 020 ‘ ‘ ‘
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1 015¢
SJuw) ¢ ;
0.6} 0.10}
0.05F
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SLIKA 7.7: Inverzna metoda generiranja vzorca — Gumbelova porazdelitev

Primer 7.2 Generiranje po metodi Box-Miiller. Z uporabo Box-Miillerjeve metode generirajmo vzorec
normalno porazdeljene slucajne spremenljivke s srednjo vrednostio mx = 5in ox = 2.

V preglednici 7.4 prikazujemo prvih deset vrednosti vzorca enakomerno porazdeljenih slucajnih spre-
menljivk Uy in U, ter ustreznih vrednosti normalno porazdeljenih slucajnih spremenljivk X; in X5. Na
primer: iz prvih generiranih vrednosti w11 in u2; dolo¢imo prvi vrednosti v vzorcu slu¢ajnih spremenljivk
X1 in Xo:

—21n(0.3956) sin(27 0.7620) = 2.2840,
—21n(0.3956) cos(2m 0.7620) = 5.2057.

11 = vV —2In(u11) sin(2w ugy) = (7.4)
xo1 = v/ —21In(u11) cos(2mug1) = |
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PREGLEDNICA 7.4: Generiranje po Box-Miilerjevi metodi

Generirane vrednosti enakomerno in normalno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk

Utq
U2
T4
T2

0.3956
0.7620
2.2840
5.2047

0.1897 0.7273
0.0782 0.1713
6.7210 6.4049
8.2150 5.7570

0.4939 0.1811
0.8727 0.5581
3.2959 3.6793
6.6549 1.5468

0.5518 0.1928
0.4212  0.5647
6.0363 3.5654
3.0810 1.6667

0.7393
0.2521
6.5545
4.9798

0.4273
0.000031
5.0005
7.6082

0.6994
0.3338
6.4624
4.1503

Nassliki 7.8 s to¢kami prikazujemo vse §tiri vzorce velikosti n = 50 slu¢ajnih spremenljivk Uy, Us, X7 in
Xs. Vidimo, da iz dveh vzorcev slucajnih spremenljivk, porazdaljenih enakomerno od 0 do 1, dolo¢imo
vzorec dveh neodvisnih spremenljivk, porazdeljenih po normalni porazdelitvi s parametri mx = 5 in
ox = 2. S stolpénima diagramoma prikazujemo Se razpored vrednosti v ve¢jih vzorcih n = 5000 in ju
primerjamo s teoreticnima porazdelitvama.

Jur(u) |

enakomerna polrazdelitev 0d 0do 1

. .hormalna porazdelitev m=5,0=2

2 4

Enakomerna porazdelitev

1.0

0.6

0.2¢
0.0

0.0

0.2 0.4

SLIKA 7.8: Box-Miillerjeva metoda — normalna porazdelitev

0.6

” 0.8 1.0

1 frix)

6 8

10

0.25F
0.20}

0.10

0.00

0 2

4

Normalna porazdelitev

Primer 7.3 Uporaba metode sprejema in zavrnitve. Generirajmo vzorec slucajne spremenljivke X, ki
Jje porazdeljena po porazdelitvi, definirani z naslednjim izrazom:

fx () = {

0.275 (z — 1)
0.1(6 —x)

Na sliki 7.9 je prikazana gostota verjetnosti slucajne spremenljivke X.

zal <z <3,
za 3 <z < 6.
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0.8
JSx(x)

0.6r

04r

0.2}

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7
SLIKA 7.9: Sestavljena trikotna porazdelitev

Najprej generiramo dva neodvisna vzorca enakomerno porazdeljenih slucajnih spremenljivk, U; je ena-
komerno porazdeljena od 1 do 6, Uz pa od 0 do 0.55. Vzorec 2000 elementov slucajnih spremenljivk
U, in Uz prikazujemo na sliki 7.10. Z zeleno so oznacene tocke, ki jih sprejmemo, s sivo pa tiste, ki jih
zavrnemo.

0.8
Jx(x)
0.61

041

021

0.0 A
0 1 2 3 4 5 6 7

SLIKA 7.10: Sestavljena trikotna porazdelitev

V preglednici 7.5 je zapisanih prvih desetih generiranih vrednosti slucajnih spremenljivk U; in Us,
izraCunane vrednosti gostote verjetnosti ter generirana vrednost vzorca slucajne spremenljivke X, v
primeru sprejema in oznaka, ¢e je prislo do zavrnitve. Na primer: ker je vrednost gostote verjetnosti
pri u1; = 2.803 vecja od vrednosti ug; = 0.056, vrednost sprejmemo:

U1 = 0.056 < fx(u11) = fx(2.803) =0.496 — z, = 2.803.

Podobno naredimo tudi za drugo in tretjo vrednost. Drugace je pri Cetrtem elementu vzorca: ker je
gostota verjetnosti pri uy4 = 3.188 manjsa od vrednosti ugg = 0.529, ta element zavrnemo:

ugq = 0.529 > fx(u14) = fx(3.453) = 0.255 —  taelement zavrnemo.
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PREGLEDNICA 7.5: Generiranje po metodi sprejema in zavrnitve
Generiranje po metodi sprejema in zavrnitve
U4 2.803 1.850 3.188 3.453 5.587 1.461 3.898 2983 4.253 1.774
U; 0.056 0.174 0.040 0.529 0.277 0.160 0.060 0.405 0.449 0.037
fx(uy;) | 0496 0234 0.281 0.255 0.041 0.127 0210 0.545 0.175 0.213
T 2.803 1.850 3.188 - - - 3.898 2.983 - 1.774

Na sliki 7.11 s stolpénim diagramom prikazujemo razporeditev elementov vzorca in za primerjavo tudi
gostoto verjetnosti.

Sestavljena trikotna porazdelitev

0.8f
Sx@o) |
0.6
0.4]

0.2F

0.0

SLIKA 7.11: Generirane vrednosti slu¢ajne spremenljivke X

7.2 Generiranje vzorca slucajnega vektorja

Pri generiranju vzorca slucajnega vektorja bomo obravnavali tri razlicne primere: generiranje vzorca
poljubno porazdeljenih neodvisnih slucajnih spremenljivk, generiranje vzorca poljubno porazdeljenih
odvisnih slu¢ajnih spremenljivk in generiranje vzorca normalno porazdeljenih koreliranih slucajnih spre-
menljivk.

7.2.1 Neodvisne slu¢ajne spremenljivke — inverzna metoda

Generiranje vzorca slucajnega vektorja neodvisnih slucajnih spremenljivk je enako generiranju vzorca
posameznih slu¢ajnih spremenljivk. Zato lahko uporabimo poljuben nacin generiranja, kot sta na primer
inverzna metoda ali metoda sprejema in zavrnitve. V primeru uporabe inverzne metode lahko generiranje
vzorca povzamemo z naslednjimi izrazi:
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Fx,(z15) =uis — @1 = Fy, (u),

Fxy(2) =ug  — @2 = Fy) (ug),
Fx,(w3i) =usi — x3; = Fx, (usy), (7.5)

Fx,(@r) =we  —  @r = Fi (ug),

kjer so x1;, 94, . . . , Tk; generirane vrednosti neodvisnih slucajnih spremenljivk X1, Xo, ..., Xi in uy;,
u9;, . . ., Uk; generirane vrednosti neodvisnih slucajnih spremenljivk Uy, Us, ..., U, porazdeljene po
enakomerni porazdelitvi. Poudariti velja, da moramo pri generiranju vzorca enakomerno porazdeljenih
slucajnih spremenljivk U; le-te generirati kot neodvisne spremenljivke.

Za lazje razumevanje generiranja odvisnih slucajnih spremenljivk naredimo Se naslednji razmislek, ki
bo pripeljal do izrazov (7.5): za neodvisne slucajne spremenljivke velja, da je pogojna porazdelitvena
funkcija enaka brezpogojni:

PIX) <z N Xy < a9 _ Fx, x,(x1,22)

F = P[Xy < X < =
X2|X1§x1(x2) [ 2 > 332‘ 1> $1] P[Xl < 371] FXl(xl)

= FX2(332)7

(7.6)
od koder sledi pogosto uporabljena enacba za dolocitev porazdelitve slucajnega vektorja neodvisnih
spremenljivk, ki pravi, da je porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja neodvisnih spremenljivk kar
produkt porazdelitvenih funkcij slucajnih spremenljivk:

Fx, x, (w1, 72) = Fx, (71) Fx,(22). (1.7)
Ob uporabi inverzne metode generiranja sluajnih spremenljivk porazdelitveno funkcijo slucajnega vek-

torja { X7, X} izenaCimo s porazdelitveno funkcijo slu¢ajnega vektorja {Uy, Uz }, ki ga sestavljata neod-
visni slucajni spremenljivki, porazdeljeni enakomerno od 0 do 1:

Fx, x,(71,72) = Fx, (71) Fx, (v2) = Fu, v, (w1, u2) = Fu, (w1) Fu, (u2) = uy ua. (7.8)
Zacnemo z generiranjem vzorca prve sluajne spremenljivke X:
FX1 (1’11) =UuUy — T = F)Ell(ulz) (79)

Ob upostevanju (7.9) v (7.8) ostane le izraz, na osnovi katerega lahko generiramo vzorec druge slucajne
spremenljivke Xo:

FX2 (:L’QZ) = Uz — X9 = F);;(UQZ) (7.10)

Posplositev za poljubno Stevilo neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk je preprosta.
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7.2.2 Odvisne slucajne spremenljivke — inverzna metoda

Za dve odvisni slu€ajni spremenljivki X; in X3 velja, da porazdelitvene funkcije slucajnega vektorja
{X1, X2} ne moremo zapisati kot produkt porazdelitvenih funkcij Fx, (x1) in Fx, (z2), kot pri neodvis-
nih slu¢ajnih spremenljivkah. Velja namrec:

PIX1 <x21N Xy <x9]  Fxy x,(1,72)

Fxyix,<a (12) = P[X2 < 22| Xy < 21] = PIX; < 1] = Fe(m) (7.11)
= 1
od koder sledi zveza:
Fx, x, (21, 2) = Fx, (21) Fxy|x, <y (T2) # Fx, (1) Fix, (22). (7.12)

Zato moramo vzorec slucajnih spremenljivk generirati postopoma. Najprej generiramo vzorec prve
slu¢ajne spremenljivke:
w1 = Fi!(ug). (7.13)

Nato poiS¢emo pogojno porazdelitveno funkcijo F'x,|x,—s, (72), na osnovi katere bomo lahko generi-
rali vzorec naslednje slucajne spremenljivke. To porazdelitveno funkcijo najlazje dolo¢imo iz pogojne
gostote verjetnosti, ki jo dolo¢imo po naslednji enacbi:

~ fxyx (71, 72)
Ixo| X122, (72) = @) (7.14)

Porazdelitveno funkcijo dolo¢imo z integracijo gostote verjetnosti:

P\ x,=a, (72) = /_Z Fxo|x1 =2, (T) dZ. (7.15)
Vzorec slucajne spremenljivke x2 generiramo z uporabo inverzne porazdelitvene funkcije (7.15):
Fxo|xi=ay,; (T2i) = u2i  —  x; = F)}21|X1:xli (ug;). (7.16)
Podobno naredimo tudi za vse nadaljnje spremenljivke:

[x1,X0, x5 (21, 22, 3)
FXa1 X121 Xy may (X3) = 22 : (7.17)
s1X1=0n Xa=ra (¥3) fx1.x, (21, 22)

opravimo integracijo za dolocitev pogojne porazdelitvene funkcije:

3
FX3|X1=$1QX2=.%2(:1;3) = / fX3|X1:xlﬂX2=mz(”%) dj} (718)
—0o0
in vzorec slucajne spremenljivke x3 generiramo z uporabo inverzne porazdelitvene funkcije (7.18):

N — R )
FX3|X1=5E1¢QX2=I21' (xi)ﬂ) =Uzi X3 = FX3|X1:112-0X2:12¢ (u?’l)' (7.19)
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Na osnovi enacb (7.13), (7.16) in (7.19) lahko zapiSemo izraze za generiranje vzorca poljubno porazde-
ljenih odvisnih slu¢ajnih spremenljivk:

1 = Fy (u1),

1 .
T2; = FX2|X1:;B11-(U27')’
1 .
L3i = FX3|X1:$11'0X2:3327; (u?”)’ (7.20)
T = Ft (ugi)
ki Xy X1=21;NXo=22;N..\ Xp—1=Tp—1,; * Fi/)I
kjer so 14, x9;,...,TE; generirane vrednosti neodvisnih slu€ajnih spremenljivk X1, Xo, ..., X, in
U4, U4, - - -, U; generirane vrednosti neodvisnih slucajnih spremenljivk Uy, Us, . .., Uy, porazdeljene

po enakomerni porazdelitvi. Ce primerjamo enacbe (7.5) in (7.20), opazimo, da za generiranje vzorca
odvisne slucajne spremenljivke Xo potrebujemo vzorcno vrednost slucajne spremenljivke x1;, za gene-
riranje vzorca X3 potrebujemo vzoréne vrednosti x1; in xo; in tako dalje, medtem ko pri generiranju
vzorca neodvisnih slu€ajnih spremenljivk teh vrednosti ne potrebujemo.

7.2.3 Korelirane normalno porazdeljene spremenljivke

Pri generiranju slucajnega vektorja X koreliranih normalno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk bomo
izhajali iz vektorja Y standardizirano normalnih neodvisnih slucajnih spremenljivk. Vektor X je dolo¢en
z vektorjem srednjih vrednosti mx in kovarianéno matriko Cx, medtem ko so srednje vrednosti slucaj-
nega vektorja Y enake niC in je kovarian¢na matrika enotska matrika Cy = I:

mx, Ug(l 0xX1Xs " O0Xi1X,
2 2
mx o o e OXoX,
mx=| .|, Cx=| 7 7 S (7.21)
an UXnXl UXnX2 e O-g('n
0 10 --- 0
0 o1 --- 0
my = | . |, Cy=I=|. . . . |. (71.22)
0 00 --- 1
Med njima velja linearna zveza, ki jo v matri¢ni obliki zapiSemo z naslednjim izrazom:
X=mx +HY — X-mx=HY, (7.23)

kjer je H trikotna transformacijska matrika, ki jo moramo $e dolo¢iti. Za dolo¢itev matrike H izhajamo
iz enacbe za kovarian¢no matriko, v Kateri upostevamo, da je varianca oziroma kovarianca pricakovana
vrednost funkcije sluajne spremenljivke:

0%, = E[(X1 —mx,)?] oziroma ox,x, = E[(X1 —mx,) (X2 —mx,)]. (7.24)
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V matri¢ni obliki kovarian¢no matriko zapiSemo takole:
Cx=FE [(X ~mx)(X — mX)T] . (7.25)
Ce v enatbo (7.25) vstavimo (7.23), dobimo:
Cx=FE [(HY)(HY)T} —E [H(YYT)HT] -
... upoStevamo, da matrika H ni slu€ajna, zato jo lahko izpostavimo ...
=HE[YY'|H' =HCyH" = (7.26)

... upoStevamo, da je kovarian¢na matrika enotska: Cy =1 ...
=HIH" =HH".
V primeru, da simetri¢no pozitivno definitno matriko zapisemo kot produkt dveh matrik H in H” , lahko

matriko H dolo¢imo z razcepom Choleskega'.

7.2.4 Primeri

Primer 7.4 Generiranje po inverzni metodi. Z uporabo inverzne metode generirajmo vzorec slucajnega
vektorja { X,Y}, porazdeljenega po porazdelitvi, definirani z naslednjim izrazom:

fxv(z,y) =3z, za 0<zx<1, z-1<y<1l-zx. (7.27)
Grafa gostote verjetnosti in porazdelitvene funkcije sta prikazana na sliki 7.12.

Gostota verjetnosti Porazdelitvena funkcija

z

SLIKA 7.12: Gostota verjetnosti in porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja { X, Y}

Dolo¢imo najprej robni gostoti verjetnosti fx () in fy (y):

1-z 1-x

fx(x)Z/ fxy(:v,y)dyz/ Szdy=3zy  =6z(l-q) (7.28)

! André-Louis Cholesky, francoski oficir in matematik (1875-1918).

-1



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Cholesky.html
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1+y 21+ 1 2
oo / 3a:da;:3§0y:3(;y) zay < 0,
= r,y)dr = 0 7.29
fr(w) /—oo fev(ey) /1y3xdm = ?’lel_y _30—y) v zay >0 "
0 T2l T 2 v-u

Grafa obeh robnih gostot verjetnosti prikazujemo na sliki 7.13. Za generiranje po inverzni metodi potre-

15} | | ‘ | R LsH
O fr»)
1.0+ ] 1.0
0.5 | 0.5
0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0 ‘
00 02 04 06 08, 10 -0 -05 0.0 05, L0

SLIKA 7.13: Robni gostoti verjetnosti fx () in fy (y)

bujemo inverzne porazdelitvene funkcije, kot je zapisano z enacbami (7.20). Najprej dolo¢imo inverzno
porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke X:

FX(x):/_x fX(fc)dfc:/()xﬁi(l—j)dj:3x2—2x3,

(7.30)
1 (+ivB) (2u+2/lu—Tu - 1)2/3 +(1-iv3)

Fy'(u) =7 +2

y (2u+2y/=Du-1)"

Na prvi pogled zadnji izraz predstavlja kompleksno Stevilo, a se izkaZe, da je za vrednosti u € [0, 1]
rezultat realno Stevilo med O in 1. V primeru, da analiti¢ne reSitve inverzne funkcije ne moremo najti,
lahko uporabimo numeri¢ne metode.

Sedaj moramo dolociti Se pogojno gostoto verjetnosti fy| x—¢z(y) po naslednji enacbi;

3z 1
_ fxv(zy) { e(l-2) — 20 T lsysl-u, (7.31)

fY\X:x(Z/) = T(l’) 0 drugje.
Ugotovimo lahko, da je pogojna slucajna spremenljivka Y pri doloceni vrednosti x enakomerno poraz-
deljena od x — 1 do 1 — z. Dolocitev te pogojne porazdelitve graficno prikazujemo na sliki 7.14.
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2.0
x=07
1.5 | |
Srix=x() : :
L | |
1.0 x=03 1 1
05 | | |
| | | |
| | | |
0.0 Il Il i L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

y

SLIKA 7.14: Dolotitev pogojne gostote verjetnosti fy|x—,(y) za dve vrednosti x (0.3 in 0.7)

Ce Zelimo uporabiti inverzno metodo generiranja, moramo dolociti Se pogojno porazdelitveno funkcijo
in njeno inverzno funkcijo:

y 0 zay <z —1,
o —ax41
Fy|x=:(y) = / fyix=(9)dy = 12/(1912) zaz—1<y<l-u,
> 1 zay >1—ux,

(7.32)

... pois€emo inverzno porazdelitveno funkcijo:

F;‘lxzx(u) =2(1—2)u—(1—2x).

Pripravimo enacbi inverznih porazdelitvenih funkcij tako, da bomo lahko uporabili izraze (7.20) za ge-
neriranje odvisnih sluc¢ajnih spremenljivk:

2/3
1 [ (1+iV3) (2“1i +2¢/(u1i — Du; — 1) + (1-1iv3)
YTy +2.
4 (2'&11 + 2 (Uli — 1)u1, — 1) 1/8 (733)

Y; = 2(1 — xi)u% — (1 — $Z)

V preglednici 7.6 prikazujemo vrednosti prvih desetih elementov vzorca. Na primer, iz prve vrednosti
u11 = 0.076 po prvi od enacb (7.33) izracunamo prvo vrednost x; = 0.169. Nato uporabimo drugo
izmed enacbo (7.33) in iz ue; = 0.561 in 1 = 0.169 izraCunamo Se y; = 0.101.

PREGLEDNICA 7.6: Generiranje slu¢ajnega vektorja po inverzni metodi

Generirane vrednosti
uy; | 0.076 0.806 0.101 0.405 0.202 0.595 0.709 0.289 0.185 0.871
ug; | 0.561 0.201 0.732 0.221 0.240 0.894 0.880 0.658 0914 0.062
z; | 0.169 0.718 0.196 0.436 0.289 0.564 0.644 0.355 0.275 0.775
¥ | 0.101 —=0.169 0373 -0.315 -—-0.370 0.344 0.271 0.203 0.601 —0.197
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Na sliki 7.15 prikazujemo vzorca 10000 elementov slu¢ajnih vektorjev {U1,Us} in {X,Y}. Vidimo
razliko med enakomerno porazdeljenim vektorjem {U;,Us} in neenakomerno porazdelitvijo vektorja
{X,Y}, ki se odraza v poveCani gostoti tock pri vi§jih vrednostih X.

12 Enakomerna porazdelitey  Shinivelaor (YY)
| 1.0 1
1.0} 1
"2 0.5
0.8 1 . s
0.6 1 0.0
0.4 ]
' -0.5
0.2} :
—10f ]
0‘0» L P T O [ S S E S S SO E SR S B S R
0.0 1.2 00 02 04 06 08 _ 10 12

X

SLIKA 7.15: Vzorec slu¢ajnih vektorjev {Uy, Us} in {X, Y}

Na naslednji sliki 7.16 prikazujemo stolpéne diagrame vzorcev slucajnih spremenljivk X in Y ter ju
primerjamo s teoreticnima gostotama porazdelitve. OCitno je, da smo obe slucajni spremenljivki generi-
rali skladno z zahtevano porazdelitvijo.

Slu¢ajna spremenljivka X __Slucajna spremenljivka ¥

15 1.5
Sx(x) Jr(»)
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 X 0.8 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 y 1.0

SLIKA 7.16: Vzorec slucajnih spremenljivk in primerjava z njunima gostotama verjetnosti

Na zadnji sliki 7.17 prikazujemo $e stolp&ni diagram za vzorec slu¢ajnega vektorja { X, Y’} in ga primer-
jamo s teoreticno gostoto verjetnosti. Tudi tukaj lahko ugotovimo, da se generirani vzorec sklada s
predpostavljeno porazdelitvijo.
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SLIKA 7.17: Vzorec sluCajnega vektorja { X, Y} in primerjava z njegovo gostoto verjetnosti

Primer 7.5 Generiranje po metodi sprejema in zavrnitve. Z uporabo metode sprejema in zavrnitve
generirajmo vzorec slucajnega vektorja {X,Y} iz primera 7.4.

Pri uporabi te metode moramo generirati tri neodvisne enakomerno porazdeljene sluCajne spremenljivke.
Glede na zalogo vrednosti slu¢ajnega vektorja { X, Y} je prva sluajna spremenljivka U; enakomerno
porazdeljena od 0 do 1, druga U; je enakomerno porazdeljena od —1 do 1, glede na najvecjo vrednost
gostote verjetnosti pa je tretja slucajna spremenljivka Us porazdeljena enakomerno od 0 do 3. Na sliki
7.18 prikazujemo mnoZico enakomerno porazdeljenih tock v kvadru. Zeleno so obarvane tiste tocke,

ki jih sprejmemo. Rezultat generiranja po metodi sprejema in zavrnitve je prikazan na desni strani iste
slike.

V preglednici 7.7 prikazujemo dolocitev vzorca slucajnega vektorja po metodi sprejema in zavrnitve.
Prikazujemo prvih deset slu¢ajno izbranih to¢k. Za prvo tocko {0.367, —0.161,0.736 } lahko ugotovimo,
da je gostota verjetnosti:

ugz; = 0.736 < ny(u11, Um) = fxy(0.367, —0.161) = 1.101,

zato tocko sprejmemo. V vzorec dodamo par {0.367, —0.161}. Naslednjo toc¢ko {0.891, 0.384,2.640}
moramo Zal zavrniti, saj je za koordinati {0.891,0.384} gostota verjetnosti enaka ni¢ (glej enacbo
(7.27)):

ugy = 2.640 > fxy (u12,u22) = fxy(0.891,0.384) = 0.

Vidimo, da lahko od prvih desetih generiranih tock sprejmemo le dve (prvo in Sesto), druge pa moramo
zavrniti. DeleZ tock, ki jih bomo sprejeli, obi¢ajno lahko ocenimo s primerjavo prostornin: prostornina
kvadra, v katerem generiramo tocke, je 6, prostornina piramide, ki ustreza obmocju sprejema, pa je enaka
1. Zato lahko pricakujemo, da bo deleZ sprejetih to¢k okoli 1/6. Za vzorec 10000 elementov smo v nasi
simulaciji generirali 60066 tock, kar potrjuje naso oceno.
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PREGLEDNICA 7.7: Generiranje slucajnega vektorja po metodi sprejema in zavrnitve
Generirane vrednosti
Uy 0.367 0.891 0.527 0.678 0.397 0.542  0.603 0.894 0.353 0.370
ug; | —0.161 0.384 —0.800 —0.575 0.763 —0.029 0.562 0.729 —-0.051 —0.910
Uus; 0.736  2.640 0.563 1.830 2.204 1.457 2.158 0.784 2.670 1.783

Ixy 1.101 0 0 0 0 1.627 0 0 1.058 0
T 0.367 - - - - 0.542 - - - -
Yi —0.161 - - - - —0.029 - - - -

Shucajni veldor (X,

—T T T

-1.0- 1

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 1.2

SLIKA 7.18: Generiranje mnoZice enakomerno razporejenih tock po kvadru

Primer 7.6 Generiranje koreliranih normalno porazdeljenih slucajnih vektorjev. Z uporabo opisane
metode in razcepa Choleskega generirajmo slucajni vektor X z naslednjimi lastnostmi:

Imx, | [ 10 [ ok oxix, ] _[12 6
mx_[ ]_[ ] CX_[lexz 0%, 1 L6 6] 739

Gostoto verjetnosti slucajnega vektorja X in podobnega vektorja z neodvisnimi slu¢ajnimi spremenljiv-
kami (o x, x, = 0) prikazujemo na sliki 7.19.



108 7 Metoda Monte Carlo

Korelirani vektor Nekorelirani vektor
0.03[ /X%,
0.02
0.01

0.03fax,

0.02
0.01

SLIKA 7.19: Gostota verjetnosti vektorja X koreliranih in nekoreliranih slucajnih spremenljivk

Pred uporabo enacbe (7.23) moramo dolociti matriko H, ki jo dobimo z razcepom Choleskega matrike
Cx. Matrika H je:

V3 V3 1.732 1.732 (7.35)

Nato generiramo vzorec neodvisnih standardizirano normalno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk Y;
in Y5. Prvih deset slucajno generiranih vrednosti slucajnih vektorjev Y in X prikazujemo v preglednici
7.8. Na primer, za prvi element vzorca izracunamo:

10 3.464 0 0.548 11.90
X = [ 15 ] * [ 1732 1.732 } { 1.287 ] - [ 18.19 ] (7.36)

Na podoben nacin izra¢unamo tudi vse druge elemente vzorca slucajnega vektorja X.

w30 5[ 18]

PREGLEDNICA 7.8: Generiranje odvisnih normalno porazdeljenih slu€ajnih spremenljivk
Generirane vrednosti
yii | 0.548 —0.416 —-1.664 0.392 —1.857 1.984 0912 1278 —-1.019 —-0.738
y2; | 1.287 0.653 —1.178 1.575 0.763 —1.082 0.751 0.738 1.813 —0.245
x1; | 11.90 8.56 423  11.36 3.57 16.87 13.16 14.43 6.47 7.44
o | 18.19 1541 10.08 18.41 13.11 16.56 17.88 1849 16.38 13.30

Na sliki 7.20 prikazujemo vzorca slu¢ajnega vektorja neodvisnih oziroma nekoreliranih standardizirano
normalno porazdeljenih spremenljivk Y; ter odvisnih oziroma koreliranih normalno porazdeljenih slu-
Cajnih spremenljivk Xj.
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Neodvisni standardizirano normalni Qdvisni no:

rmalni slu¢ajni spremenljivki

0 S S S S S S Y S S Y S S S ]
0 5 10 15 20, 25

SLIKA 7.20: Vzorca slucajnih vektorjev Y in X

Ce bi zeleli generirati neodvisne normalno porazdeljene slu€ajne spremenljivke, bi uporabili enacbo:

Thi = Mx, + 0x, Yki- (7.37)

Prvih deset naklju¢no izbranih elementov vzorca prikazujemo v preglednici 7.9. S primerjavo med pre-
glednicama 7.8 in 7.9 vidimo, da se vrednosti vzorca slucajne spremenljivke X ne razlikujejo, do razlik

pride pri generiranju druge slu€ajne spremenljivke X+, ki je v zadnjem primeru neodvisna od slucajne
spremenljivke X7.

PREGLEDNICA 7.9: Generiranje neodvisnih normalno porazdeljenih slucajnih spremenljivk
Generirane vrednosti
y1i | 0.548 —0416 —1.664 0392 —1.857 1.984 0912 1278 —1.019 —-0.738
yo2i | 1.287 0.653 —1.178 1.575 0.763 —1.082 0.751 0.738 1.813 —0.245
x1; | 11.90 8.56 423 11.36 3.57 16.87 13.16 14.43 6.47 7.44
x9; | 18.15  16.60 12.11  18.86  16.87 1235 16.84 16.81 19.44 14.40

Na sliki 7.21 prikazujemo vzorca slucajnega vektorja neodvisnih oziroma nekoreliranih standardizirano
normalno porazdeljenih spremenljivk Y; ter neodvisnih poljubno normalno porazdeljenih slu¢ajnih spre-
menljivk X;. V primerjavi med slikama 7.20 in 7.21 vidimo, da sta pri koreliranih slu¢ajnih spremenljiv-
kah osi oblaka tock poSevni, medtem ko sta pri nekoreliranih osi oblaka tock vzporedni s koordinatnima
osema.


http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/norm2d.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/norm2d.mov
http://www.km.fgg.uni-lj.si/geostat/video/norm2d.mov
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; Neodvisni standardizirano normalni 5 Neodvisni normalni slu¢ajni spremenljivki
"""'""."'.'..".'.'".A"f'""' T L T B S B S

_3-----I--.'...If..-..'.'..'..:..'.'..I'---A-I----- 0-‘“‘\““\““\““\““
-3 -2 -1 0 1 2y1 3 0 5 10 15 20 X1 25

SLIKA 7.21: Vzorca slucajnih vektorjev Y in X

Primer 7.7 Generiranje koreliranih normalno porazdeljenih slucajnih vektorjev. Z uporabo opisane
metode in razcepa Choleskega generirajmo slucajni vektor stirih sluc¢ajnih spremenljivk X z naslednjimi
lastnostmi:

mx, 10 Ug(l OX1Xs O0X1X3 OX1X, 12 6 4 2
mx, 15 0X,Xo O'g( 0XoX3 O0X5Xy 6 6 4 4
m = = s C = 2 =
X e 10 X OX1X3 OX5X3 03(3 OX3X, 4 4 10 4
mx, 20 0X1X, O0X5X4 O0X3X4 03(4 2 4 4 8
Najprej moramo dolociti matriko H, ki jo dobimo z razcepom Choleskega matrike Cx:
2v3 0 0 0 3.464 0 0 0
V3 V30 0
H— ) ) = | L1732 1.732 0 0 (7.38)
'3 »B Vs 0 | | 1155 1155 2708 0 | ‘
1 2 146 0.577 1.732 0.492 2.103
75 V3 /g

V preglednici 7.10 prikazujemo prvih osem nakljuéno izbranih elementov vzorcev slu€ajnih vektorjev
Y in X. Na primer, tretji element vzorca slucajnega vektorja X dolo¢imo takole:

10 3464 0 0 0 0.723 12.50
15 1732 1732 0 0 0.200 16.60
Xs=1 107 1155 1155 2708 0 182 | T | 7sr | (7.39)

20 0.577 1.732 0.492 2.103 —1.784 16.43
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PREGLEDNICA 7.10: Generiranje odvisnih normalno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk

Generirane vrednosti
y1; | —0.644 0.555 0.723 —1.389 0.762 —1.429 1.610 0.627
Y2i 0.286 0.765 0.200 —0.009 —-0.244 —-0.101 -—1.416 0.739
Y3i 1.582 —0.668 —1.182 1.026 —0.594 —1.274 —1.671 2.605
Ydi 0.069 —-0960 —1.784 —1.069 —0.532 —-0.938 —-0914 —-0.270
T1i 7.77 11.92 12.50 5.19 12.64 5.05 15.58 12.17
To; | 14.38 17.29 16.60 12.58 15.90 12.35 15.34 17.37
r3; | 13.87 9.72 7.87 11.16 8.99 4.78 5.70 18.63
x4 | 21.05 19.30 16.43 17.44 18.61 16.40 15.73 22.36

Na sliki 7.22 prikazujemo vzorec slucajnega vektorja X. Ker je vektor StirirazseZen, graficno prikazu-
jemo posamezne dele vektorja in sicer po parih slucajnih spremenljivk. Iz slike lahko vidimo, da je
korelacija med X in X2 mocnejsa kot korelacija med X in X3 ali X; in X4. To se seveda odraza Ze iz
podatkov, saj je korelacijski koeficient px, x, = 0.707 > px, x, = 0.365 > px, x, = 0.204.

30 S 30 I anaaans 30
X225¢ 1 X325¢ 1 X425¢
20 20+ 20%

15 15} 15°¢
10%: ’ 10
50 5

0

L L L L L I Tep ) L L L 0 L L L L L
0 5 10 15 20_25 30 0 5 10 15 20_25 30 0 5 10 15 20_25 30
X1 X1 X1

30— 30 30
X325t 1 x425} 1 X4o5¢
20f ' 20¢ 20
15} 15} 158
10} 10¢ . 10t
5F 5F ] 5F

0 b N 0 b 0 o
0 5 10 15202530 0 5 10 15202530 0 5 10 15 20_25 30
X2 X2 X3

SLIKA 7.22: Vzorec slucajnega vektorja X
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