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Razvoj matematicne kognicije

Razvoj kognitivne znanosti je v 70-ih letih pomembno vplival
na vedno vedje zanimanje za podrodja, bogata z znanjem, in tako
tudi na raziskovanje razli¢nih predmetnih podrocij, med katerimi
ima matematika gotovo reprezentativho mesto.

Raziskovanje matemati¢ne kognicije je potekalo predvsem po
dveh poteh (De Corte, Greer & Verschaffel, 1996). Na eni strani je
bila predmet proucevanja psihologov, ki so matematiko uporabljali
za raziskovanje temeljnih problemov u¢enja, poucevanja in
razvoja. Na drugi strani pa so kognitivni znanstveniki uporabljali
matematiko v teoreticne namene za preverjanje razli¢nih hipotez
o kogniciji in kot sredstvo za raziskovanje kognitivnih procesov.

Sprva sta bila komunikacija in sodelovanje med obema vrsta-
ma raziskovalnih usmeritev otezkocena (Fischbein, 1990), kasneje
sta se obe smeri vedno bolj produktivno povezovali.

Ta prizadevanja so v zadnjem ¢asu pomembno obogatili
antropologija in medkulturne raziskave ter koncepcija uc¢enja
matematike, ki temelji na konstrukciji njenega pomena in
razumevanja z modelingom realnosti.

V sodobnih raziskavah kognitivnega razvoja prevladuje teorija
Clovekovega predelovanja informacij. Ta omogoca analizo raz-
vojnih sprememb na Stevilnih podrocjih, vklju¢no s percepcijo,
reSevanjem problemov, jezikom, matemati¢nim vedenjem in
socialno kognicijo.

“Informacijski” razvojni psihologi zasledujejo tri cilje: opisati
znacilnosti obravnavanja informacij v razli¢nih razvojnih obdobjih
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Cloveka, razloziti prehode od ene razvojne stopnje do druge ter
ugotoviti tiste lastnosti sistema predelovanja informacij, ki omo-
gocajo ali pa ovirajo razvojni napredek.

Dober primer pristopa ¢lovekovega obravnavanja informacij
predstavlja raziskovanje razvoja matemati¢ne kognicije. Raziskave
Sieglerja in sodelavcev (Siegler & Jenkins, 1989; Siegler & Shranger,
1984) so reprezentativne na tem podrodju. Siegler (Siegler, 1988b)
je v skladu s paradigmo raziskovanja ¢lovekovih informacijskih
procesov uporabil kronometri¢ni pristop
v empiri¢nih raziskavah in ra¢unalnisko simulacijo osnovnih
reprezentacij znanja in procesov, ki so vkljuceni v reSevanje
enostavnih aritmeti¢nih problemov, da je preveril svojo teorijo
oziroma model.

Z opazovanjem hitrosti in natanc¢nosti, s katerima otroci
reSujejo enostavne aritmetic¢ne probleme, je skusal dolociti
relativno majhno mnoZico procesov, ki delujejo na mentalnih
reprezentacijah znanja. Ti procesi so reprezentirani s ciklom
priklica aritmeti¢nih dejstev, kot prikazuje slika 1. Znanje —
aritmeti¢na dejstva so reprezentirana z asociativno modjo, ki
narasca z razvojem in ucenjem. Dosezki oziroma uspesnost
otrokovega resevanja aritmeti¢nih problemov je doloc¢ena z
interakcijo teh procesov in reprezentacijo znanja.

Po Sieglerju obstaja vec korakov v reSevanju enostavnih
aritmeti¢nih problemov, kot je razvidno iz slike 1.

u2+ 5 =?7’

‘ vkodiraj problem ‘

| n-1 |

poisci predlog
odgovora A,

=n+1
(alije Aki(a,) >= c7) NE | n=n+

DA NE
—»[ ali je n >= maks? ]
DA
d uporabi alternativne
povej odgovor strategije
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slika 1: Poenostavljen model mentalnih aritmeti¢nih procesov
(Kail & Bisanz, 1992) po (Siegler & Shranger,
1984).
Stevilo poskusov priklica je oznaceno z n in maks
predstavlja zgornjo mejo tega Stevila. Aki(An) se
nana$a na aktivacijsko raven priklicanega odgovora v
poskusu 7 in C pomeni kriterij zaupanja za sprejem
priklicanega odgovora.

Otrok ali odrasla oseba za¢ne reSevanje z vkodiranjem
aritmeticnega problema in nato poskusa priklicati odgovor (A4 )
neposredno iz baze znanja v dolgoro¢nem spominu, kjer so
shranjena aritmeti¢na dejstva. Ta dejstva so reprezentirana kot
asociacije med aritmeti¢nimi problemi, npr. 7 + 2, in razli¢nimi
odgovori, npr. 8, 9, 10 itd. Te asociacije se razlikujejo po svoji
moci. Ce asociativna mo¢ med priklicanimi odgovori in pro-
blemom (A4ki(A, ) preseZze kriterij zaupanja (C), potem je dan
odgovor. V primeru, da asociativha mo¢ priklicanega odgovora ne
preseze kriterija zaupanja, sledi ponoven poskus priklica od-
govora. Ta ciklus priklica se ponavlja, dokler ni priklican odgovor,
ki ima asociativno mod¢, ki presega kriterij zaupanja, ali dokler
Stevilo poskusov priklica ne presega dolo¢enega limita (maks), t.j.
kriterij dolzine iskanja. V slednjem primeru je priklic zavrnjen in
odgovor se tvori z uporabo strategij, kot sta npr. Stetje s prsti in
mentalno Stetje.

Ta splodni proces, ki je prikazan na sliki 1, se ne spreminja z leti.

Sieglerjev model distribucije asociacij odgovarja na vprasanja,
kako se u¢imo in kako so reprezentirane posamezne kombinacije
Stevil v dolgoro¢nem spominu, ki omogocajo takojsen priklic
resitve aritmeti¢nih nalog kot tudi izbire strategij reSevanja
(Siegler & Jenkins, 1989). Tako model razlaga reprezentacijo
znanja, procese, ki delujejo na teh reprezentacijah in omogocajo
reSevanje problema, ter osnovni mehanizem ucenja — kako resitve
problemov ali odgovori vplivajo nazaj in preoblikujejo znanje,
reprezentirano v dolgoro¢nem spominu.

Po Sieglerjevi teoriji distribucije asociacij otroci z uporabo
strategij raunanja (seStevanja, odstevanja, mnoZenja) razvijajo
bolj ali manj moc¢ne asociacije med aritmeti¢nimi problemi in
odgovori. Npr. asociacija med 3 + 3 in 6 se ojaca, ko otrok resi
3 + 3 z uporabo strategije (npr. Steje s prsti). Strategije pomenijo
zaporedje kognitivnih operacij, ki se razlikujejo od tistih, ki so
vkljucene v priklic, in omogocajo generiranje odgovorov za
doloc¢en razred problemov. Ker otroci ne pridejo vedno do
pravilnega odgovora, se vzpostavljajo asociacije tudi med prob-
lemom in nepravilnimi odgovori, ki pa so obicajno Sibkejse.

V skladu s Sieglerjevo teorijo so temeljni aritmeti¢ni problemi
seStevanja ali odStevanja asociativno povezani z vedjim Stevilom
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moznih odgovorov, ki variirajo v svoji asociativni moci. Obicajno
se vzpostavi najmocnejsa asociativna zveza s pravilnim odgo-
vorom. To otrokom omogoca, da teh aritmeti¢nih problemov ne
reSujejo ve¢ z uporabo strategij racunanja, ampak preprosto s
priklicem pravilnega odgovora.

Z razvojem postaja priklic pravilnega odgovora najpogostejsi
nacin reSevanja enostavnih aritmeti¢nih problemov, ker priklic
zahteva najmanj ¢asa za reSevanje in najmanj obremeni kapaciteto
kratkoroCnega spomina (Siegler, 1986).

Izbor posamezne strategije reSevanja problemov je po
Sieglerjevi teoriji odvisen od distribucije asociacij med aritmeti¢nim
problemom in potencialnimi odgovori. V primeru zelo konicaste
distribucije ima en sam odgovor najvecjo asociativho moc, obi¢ajno
je to pravilen odgovor. Splos¢ena distribucija pomeni, da je asocia-
tivha mo¢ porazdeljena na ve¢ odgovorov. Konicasta distribucija
pogosteje vodi k uporabi priklica pri reSevanju problemov, zmanj-
Suje moznosti napacnih odgovorov in skrajsuje ¢as reSevanja. Za
splosc¢ene distribucije velja ravno obratno.

Izbor strategije reSevanja problema (priklic ali strategija
reSevanja) je poleg distribucije asociacij odvisen tudi od kriterija
zaupanja (Siegler & Cambell, 1989). Kriterij zaupanja je prag, ki
mora biti prekoracen z asociativno modjo priklicanega odgovora,
da je odgovor dan. Kriterij zaupanja predstavlja notranji standard,
s katerim otrok meri zaupanje v pravilnost priklicanega odgovora
(Siegler, 1988b). Nizek kriterij zaupanja vodi k pogostejsi uporabi
strategije priklica in visok kriterij zaupanja k pogostejsi uporabi
drugih strategij (racunanja), pri isti konic¢avosti distribucije
asociacij.

Siegler je testiral uporabnost modela na otrokovih enostavnih
aritmeti¢nih spretnostih z vrsto eksperimentov. Z eksperimenti je
preveril predikcije o uporabi razli¢nih strategij reSevanja aritmeti-
¢nih problemov in kako te izkusnje vplivajo na napredek v rese-
vanju. Preverjeno je bilo tudi, koliko model uposteva razli¢ne
fenomene, ki se ti¢ejo tezavnosti aritmeti¢nih problemov in raz-
liénih tipov napak v reSevanju. Eksperimenti so potrdili celo vrsto
domneyv, ki so v osnovi modela (Siegler & Cambell, 1989).

Prva domneva je bila, da otroci uporabljajo multiple strategije
na mnogih aritmeti¢nih nalogah. Obstaja interindividualna in
intraindividualna variabilnost v uporabi strategij.

Druga domneva govori o otrokovi izbiri strategij, ki je pri-
lagojena razli¢nim nalogam in situacijskim zahtevam. Adaptivna
izbira strategij otrokom omogoca, da resijo problem hitro in
natan¢no. Bolj ko je problem tezak, pogosteje bodo otroci upo-
rabljali strategijo racunanja namesto priklica. To je edini nacin za
uspesno resitev tezke naloge.

Tretja domneva je bila, da adaptivna izbira strategij lahko izhaja
iz uporabe proceduralnega znanja, ki ni dostopno introspekciji.
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Cetrta domneva, na kateri temelji model, je, da uporaba
multiplih strategij vpliva na ucenje. Problem, ki je tezak z uporabo
ene strategije, je lahek z uporabo druge strategije reSevanja.

Model izbire strategij je bil potrjen tudi s pomocjo racunal-
niSkih simulacij. Racunalniske simulacije otrokove izbire strategij
pri seStevanju, odstevanju in mnozenju so potrdile, da model
zadovoljivo pojasnjuje otrokove nacine reSevanja kot tudi
spremembe v reSevanju z izkudnjami oziroma ucenjem (Siegler &
Schranger, 1984; Siegler, 1988b).

Normalen razvoj spretnosti mora odrazati premik od pretezne
uporabe strategij racunanja k vedno vedji uporabi strategije priklica
aritmeti¢nih dejstev, pri Cemer narasca tudi pravilnost resitev.

Vendar se otroci razlikujejo v razvoju matematic¢nih spretnosti.
Sieglerjev model omogoca identifikacijo dveh virov individualnih
razlik: konicavost distribucije asociacij in kriterij zaupanja.

Siegler (Siegler, 1988a) je dobil konsistentne individualne
razlike v izbiri strategij pri seStevanju, odstevanju in branju
(identifikacija besed). Otroci s konicastimi distribucijami so
pogosteje uporabljali priklic in bili to¢nejsi v odgovorih ter hitrejsi
kot otroci s splos¢enimi distribucijami. Otroci, ki so postavljali
visok kriterij zaupanja, so se redkeje odlocali za priklic odgovora
in so pogosteje uporabljali druge strategije kot otroci z manj
strogim kriterijem zaupanja.

Izvedena je bila tudi klasterska analiza, da bi ugotovili, ali
otroci tvorijo posebne (znacilne) skupine glede na uspesnost. S
klastersko analizo so bile dobljene tri skupine otrok: odli¢ni,
dobri in slabsi ucenci, ki so se med seboj razlikovali po para-
metrih modela. Odli¢ni ucenci so imeli zelo dobro znanje,
konicaste distribucije in visok kriterij zaupanja. Dobri ucenci so
imeli dobro znanje, konicaste distribucije, vendar so postavljali
nizji kriterij zaupanja. Tretja skupina otrok je imela slabse znanje,
manj konicaste distribucije kot otroci preostalih dveh skupin in
nizji kriterij zaupanja.

Za razumevanje razvoja matemati¢ne kognicije so pomembne
Stevilne razlike, ki so dobljene med omenjenimi tremi skupinami:

e Stevilo aritmeti¢nih problemov sestevanja in odstevanja, ki
so jih resili s pomocjo priklica, je bilo najvisje pri odli¢nih
ucencih (97 odstotkov), sledijo dobri uc¢enci (80 %) in nato
slabsi (53 %);

e Stevilo pravilnih resitev aritmeti¢nih problemov je bilo
najmanjSe pri slabsih ucencih, ki so naredili 20 odstotkov
vec napak kot ostali dve skupini;

e Cas, potreben za reSevanje aritmeti¢nih problemov, je bil pri
slabsih ucencih za 50 odstotkov daljsi kot pri uspesnih;

e otroci iz prvih dveh skupin, ki so bili uspesnejsi, so poleg
priklica pogosteje uporabljali bolj zrele strategije reSevanja
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aritmeti¢nih nalog in so rabili manj materialnih opor kot
otroci tretje skupine.

Ceprav otroci uporabljajo dve ali vec strategij za re§evanje
enostavnih aritmeti¢nih problemov, lahko na osnovi modela
distribucije asociacij oziroma izbire strategij sklepamo na razvojno
zrelost otrokove izbire strategij.

Alternativne strategije, ki jih uporabljajo otroci, se razlikujejo
po verjetnosti tvorjenja pravilnega odgovora, v trajanju izvajanja in
v obremenitvi delovnega spomina (Siegler, 1986). Adaptivna
izbira strategij zelo verjetno sloni na pretehtani kombinaciji vseh
treh dejavnikov, ki opredeljujejo stopnjo zrelosti strategij.

Z razvojem je opaziti narasc¢anje uporabe zrelejsih strategij.

To pa ne pomeni le preprosto substitucijo ene strategije z drugo
(Ashcraft, 1982), temve¢ “razvoj vkljucuje spremembe v zbirki
obstojecih strategij kot tudi konstrukcijo novih in opuscanje starih
strategij” (Siegler & Jenkins, 1989, str. 27).

Sodobne raziskave matemati¢ne kognicije poudarjajo poleg
omenjenih Se nekatere druge komponente kot najbolj bistvene
za razvoj in uspesnost pri matematiki (De Corte, 1995; Schoenfeld,
1992):

1.Dobro organizirana in fleksibilna ter dostopna baza znanja,
ki vsebuje dejstva, simbole, definicije, formule, algoritme,
koncepte, pravila. To je vsebinski vidik matematike kot
predmetnega podrocija.

2. Hevristi¢ne metode, t.j. strategije iskanja resitve problemov,
ki omogocajo sistematic¢en pristop k reSevanju problemov
(t.j. analiziranje problema, razdelitev problema v
podprobleme, vizualiziranje problema z uporabo grafi¢nih
prikazov ipd.).

3. Afektivna komponenta vkljucuje razna prepricanja o
matematiki (prepricanje, da reSevanje matemati¢nih
problemov zahteva veliko truda ali da je stvar srece),
stalisca (negativno staliS¢e do besednih problemov) in
custva (zadovoljstvo ali nezadovoljstvo pri reSevanju
tezjega problema).

4. Metakognicija, ki vkljuCuje znanja in prepricanja, ki se
nanasajo na delovanje lastnih kognitivnih procesov
(prepricanje, da smo slabi v matematiki) ter spretnosti in
strategije, ki se nanaSajo na nadzorovanje lastnih kognitivnih
procesov (nacrtovanje procesa reSevanja, nadzorovanje
reSevanja, evalviranje resitve, refleksija lastnega ucenja in
reSevanja problemov).

Vse stiri komponente moramo razumeti integrativno in
interaktivno. To pomeni, da matemati¢na kompetenca vsebuje
vec¢ kot le sumo omenjenih komponent.
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V razvoju matemati¢ne kognicije je tudi okolje velikega
pomena. Pridobivanje znanja in strategij ne poteka neodvisno od
socialnega in fizi¢nega konteksta, ki osmisljuje to podrocje in
opredeljuje njegovo uporabnost. To potrjujejo Stevilne raziskave
o vplivu kulturnih in situacijskih dejavnikov na pridobivanje
aritmeti¢nega znanja, ki so bile opravljene pod nazivom
“etnomatematika in vsakodnevna matemati¢na kognicija” (Nunes,
1992). Tako je vrsta raziskav o t.i. “uli¢ni matematiki” (’street
mathematics’) pokazala, da pogosto obstaja prepad med
formalno, Solsko matematiko in neformalno matematiko, s katero
se resujejo vsakodnevni problemi in problemi resni¢nega Ziv-
lienja. Zato so sodobna prizadevanja na podrocju poucevanja
matematike usmerjena v nacrtovanje ucinkovitejSega u¢nega
okolja. Eden takih primerov je RME (Realistic Mathematics
Education), ki so ga razvili na Nizozemskem. Pri RME za¢nejo
otroci spoznavati in uporabljati matematiko v situacijah in
kontekstih resni¢nega zivljenja.
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