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NAJCENEJSE DREVO

Pred kratkim so zgradili novo 3o0lo. Lepo so jo opremili. Ko pa
so postavili zadnjo klop v ucilnico, je zmanjkalo denarja, oko
lica pa je bila 5e neurejena. Ravnatelj si je v obupu pulil
redke lase na glavi, saj se je neusmiljeno bliZal dan sveiane
otvoritve nove 3ole, okrog Sole pa 3e kupi blata! 30li pripada
veliko dvorisce. Le kdo bi ga hitro in lepo uredil - pa 3e
brez placila?

Na pomo& so priskoCili ucenci! Na sestanku Solske skupnosti so
se dogovorili, da bodo sami uredili dvori3e. Napravili so na-
crt (Slika 1).

Sklenili so, da bodo posejali travo. Postavili bodo spomenik -
skulpturo, ki je na lanski obéinski razstavi - 3e v stari 3oli

HRAST
IGRISCE ZA KOSARKO
TELOV.
ORODJE
STR.VRATA Ly
: > SOLSHO
SPOME-
NIK KLOPI POSLOPJE
VRATA NA DVORISCE
GL. VRATA

Slika 1: Nafrt Solskega dvorisEa, ki so ga izdelali uCenci na sestanku
folske skupnosti.
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- dobila prvo nagrado. Kasneje bodo uredili Zgridde za kodar-
ko. Stari hrast bo kot nalasS¢ za plezanje. Postavili bodo tudi
telovadno orodje: dva droga in kroge. V bliZini zgradbe bo sku
pina klopi. Za dostop na dvoriSce bodo uporabili Ze obstojeca
glavna in stranska vrata in vrata iz Jolskega poslopja na dvo-

ridde.

Z delom so pohiteli in trava je Ze zacela poganjati. Nenadoma
so se ufenci spomnili, da niso zaértali stezic. Stezice so nuj
no potrebne, saj bo drugace trava kmalu unicena. Ker je pesek
drag, pa tudi delo je naporno, so se dogovorili, da bodo stezi
ce napeljali, kar se da varéno. Nepotrebnim kriZiScem se bodo

Povezati morajo spomenik, telovadno orodje, hrast, skupino klo
pi in koSarkarsko igrisée z glavnimi in stranskimi vrati ter s
Solskim poslopjem. Pri tem morajo seveda varcevati s peskom in
svojimi moémi. Opazili so, da naloga ni lahka, zato so jo pre-
pustili matematicnemu kroZku, ki Ze vrsto let uspeino deluje

na 3oli. @

® O

Slika 2: Prvi naért 3olskega dvori%Ea, ki so ga izdelali kroZkarji v sredo
po pouku,
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Matematiki so se sestaliv sredo po pouku. Pred seboj so imeli
jasno in uporabno nalogo. Dokongati morajo nacrt. Naloga je bi
la zelo nenavadna in niso Se srecali podobne. Zato so se je 1o
tili z vso previdnostjo. Naiprej so sliko poenostavili. Odmi-
s1il1i so si vse, kar je za re3evanje nebistvenega. Narisali so
nov naért (Slika 2). Objekte na naértu so takole oznacili:

zaporedna
Stevilka oznaka objekt
1 H hrast
2 I igrisce za ko3arko
3 sV stranska vrata
4 70 telovadno orodje
5 s spomenik
6 SK skupina klopi
7 GV glavna vrata
8 g Sola (vrata na dvori-
ice)

Tehle osem objektov je treba med seboj povezati. Povezali jih
bodo seveda z ravnimi &rtami, saj je ravna &rta krajsa od kri-
ve. Izbranim objektom so kroZkarji rekli todke, stezicam, o0zi-
roma ¢rtam med njimi pa povezaqve. Ce bi povezali vsak par tock
s stezico, bi potrebovali 8.7/2 = 28 povezav. Eden od kroZkar
jev je rekel: "Seveda, ¢e bi imeli »n tock, bi potrebovali

n(in - 1)/2 povezav, toliko kot je v n-kotniku stranic in dia-
gonal". Jasno je bilo, da vseh 28 stezic ne bodo potrebovali.
e bi namreé za&rtali stezici od stranskih vrat do telovadnega
orodja in od tam naprej do igrisca za koSarko, tedaj ne potre-
bujejo stezice od stranskih vrat do koSarkarskega igriica!
(S1ika 3)

Slika 3: Nekatere od 28 moZnih
stezic so odvect.
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V dnevnik matematicnega kroZka so zapisali: Kolike (najmang)
povezav potrebujemo, da povefemo 8 tolk v skupino? Koliko pove

zav potrebujemo, da poveZemo n todk?
Po preizku3anju so se zedinili in svojo ugotovitev zabelezili:

Potrebujemo 7 povezav in v splodnem, Ze Zelimo poveszati n todk,
potrebujemo n-1 povezav. (Ce bo 3as, bomo to tudi dokazali.)
Obogateni z novim spoznanjem so se pogumno lotili nacértovanja
"sistema stezic" na Solskem dvoriscu. Nacrt, ki so ga dobili,
prikazuje slika 4.

Z naértom pa niso bili zadovoljni. Opazili so, da ni najboljsi.
Ce bi stezico od stranskih vrat (SV) do koSarkarskega igrisica
(I) nadomestili s krajSo stezico od telovadnega orodja (T0) do
spomenika (S), bi prihranili pesek in delo. Naloga, ki so jo
reSevali, je bila teZja, kot so sprva menili. Zato so krozkar-
ji poklicali na pomoé mentorja. Ko so ga seznanili s proble-
mom, jim je povedal, da pravijo matematiki strukturam, sestav-
ljenim iz tock in povezav grafi. Ce nosijo povezave vrednosti
(npr. dolzine, cene, kapacitete), pa jih imenujejo vrednostni

Slika 4: Sistem sedmih stezic, ki
povezuje tocke, vendar pa
ni najboljsi.
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grafi ali omredja. KroZkarje so zaceli grafi zanimati. Mentor
Jim je naroc€il, naj si v 3o0l1ski knjiznici ogledajo stare Ste-
vilke Preceka in naj poisejo vse prispevke v zvezi z grafi.
Sam pa je obljubil, da se bo pozanimal o reSitvi tega problema.
Dogovorili so se za sestanek naslednji dan, saj je bilo le ma-
lo €asa na razpolago.

Na cetrtkov sestanek je predsednik krozka prinesel s seboj ko-
pico Presekov. Na3li so precej prispevkov, v katerih je mogoce
zaslediti grafe.

Naslov clanka Letnik Stran
SIM P1/4 175
Problem iz igre SIM P2/1 43
Labirint P3/1 in ovitek
P3/3 ovitek
Uporovna vezja P3/4 186
Naloge P4/1 in 48
P4/2 100
Problem o barvanju kart P5/2 73
Nekaj o grafih in
njihovi uporabi P6/1 24
Matematika in Sah P6/2 71

Mentor pa je v matematiéni knjiinici na Jadranski 19 v Ljublja
ni nabral nekaj knjig o grafih. KroZkarji so se takoj poglobi-
11 v dtudij grafov. Graf je povezan, Ce je mogofe iz poljubne

tocke v njem priti po povezavah v vsako drugo tofko. Seveda so
jih povezani grafi najbolj zanimali. SoSolci so jim zabicali,

da ne marajo pohojene trave!

Kmalu so spoznali kup novih izrazov. Seznanili so se s eiki<.
Cikel dobimo, €e vzamemo ogli3Ca mnogokotnika za tocke, strani
ce mnogokotnika pa za povezave grafa. Ce izhajamo iz m-kotnika,
dobimo ¢, eikel na m toZkah. Ce ciklu odstranimo povezavo,
dobimo graf, ki mu reejo pot. 1z ¢, dobimo tako Pp, pot na m
todkah.Cikel ¢, ima m tofk in m povezav, pot P, pa ima m tolk
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POTI

i,
o

Slika 5: Cikli in poti

Slika 6: Primer drevesa na 18 tofkah. Narisali smo ga na dva naina.

1 2 3

in m-1 povezav. ¢y in P, sta povezana grafa. Pot p, je le pose
ben primer drevesa. Drevo na m tofkah je vsak povezan graf z m
tockami in m-1 povezavami. Drevo ima zanimive lastnosti:

- ¢e mu odvzamemo katerokoli povezavo, dobimo graf, ki ni
povezan

- drevo ne vsebuje nobenega cikla

- Ce drevesu dodamo 3e kak3no povezavo, dobimo graf, ki vse

buje cikel.
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te si drevesa nariSemo, opazimo, da spominjajo na prava dreve-
sa, od tod tudi "Cudno" ime, ki ga nosijo (STika 6).

KroZkarji so zdaj dokonéno razumeli, kaj pravzaprav i3cejo. Na
izbranih osem tofk morajo napeti drevo, tako da bo cena, to je
vsota dolZin vseh sedmih povezav, najmanjsa. Mentor je v neki
knjigi nasel ta problem z imenom: problem najcenejdega drevesa.
Zraven je bila tudi sploSna reSitev tega problema, ki jo je le
ta 1957 naSel R. Prim in se po njem imenuje Primov poetopek
falgoritem) za konstrukcijo najcenej3ega drevesa. Primov posto
pek gradi najcenejse drevo po korakih. Zaéne s poljubno toéko,
potem pa vsaki¢ doda tofko in povezavo, dokler ne poveze vseh
tock med seboj.

PRIMOV POSTOPEK: Na zacetku imamo n toék v ravnini. Noben par

tock ni med seboj povezan. Na koncu dobimo najcenejsSe drevo.

1. korak: Izberi poljubno tofko. Imenuj jo povezani del. Preo-
stale tocke imenuj nepovezani del.

2. korak: Dokler je nepovezani del neprazen, ponavljaj:

2.1: V povezanem delu izberi tofko =, v nepovezanem
delu pa tocko y tako, da bo razdalja med njima
najmanjsa.

2.2: PoveZi =z in y s povezavo in prenesi y iz nepo
vezanega dela v povezani del.

Ucenci so temeljito premislili delovanje tega postopka in so
se lotili dela. Natanéno so izmerili razdalje med posameznimi
tockami. Izmerjene razdalje so vnesli v razpredelnico:

H I sV T0 s SK GV g
i o 7,62 3316 4,47 6,40 8,60 9,85 12,81
b 7,62 = 8,00 3,16 3.61 2,00 6571 5,83
sV 3,16 8,00 3 5,10 5,39 8,25 7,81 12,08
T0 4,47 3,16 5,10 - 3,00 4,24 7,00 8,49
s 6,40 3,16 5,39 3,00 = 3,00 4,00 6,71
5K 8,60 2,00 8,25 4,24 3,00 = 5,00 4,24
GV 9,85 6471 7,81 7,00 4,00 5,00 - 6,08

g 12,81 5,83 12,08 8,49 6,71 4,24 6,08 -
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Za zatetno tocko (glej 1. korak Primovega postopka!) so si iz-
brali 3o0lo (&). V povezanem delu je sedaj samo 3ola. Iz zadnje
vrstice razpredelnice se lepo vidi, da je sx najbliije 3, zato
so dodali povezavo med 3olo in skupino klopi. V novem poveza-
nem delu sta sedaj 3o0la in skupina klopi (2. korak postopka).
NajbliZzje So01i ali skupini klopi je igridce... Celotni potek
postopka prikazuje naslednja razpredelnica:

Zaporedna Povezani del Nepovezani del Tocka Tofka Razdalja
Stevilka @ y
1. 5 5K,I,8,GV,T0,H,85% § - X 4,24
Z; 5,5k 1,8,GV,T0,H,SV Sk - I 2,00
3 5,8K, I 8,6V, T0,H,5V Sk - 8 3,00
4, 5,5K,1,8, GV,T0,H,SV s - To 3,00
5 8,8%,1,5,70, GV,H,5V s - GV 4,00
6 3,5K,1,5,T0,6V H,8V 0 - H 4,47
¥ 3,8%,1,5,T0,GV,H sV H - &V 3,16
- 5,8K,I,5,T0,GV,H,5V - - - - - -
NG
™

Slika 7: Dokonéni naért Solskega dvori%Za. Skupna dolZina stezic je 23,87,
To je najbolj3a reditev.

233



Vsota dolzin vseh stezic v drevesu je:

4,24 + 2,00 + 3,00 + 3,00 + 4,00 + 4,47 + 3,16 = 23,87 enot.

To je cena najcenejsega drevesa. UZenci so se prepricali, da
bi dobili isto drevo, e bi zaceli s kak3no drugo tocko, le po
vezave bi vstopale vanj v drugaénem vrstnem redu.

KroZkarji so napravili dokonéni naért (slika 7). Stevilke pri
povezavah povedo, po kak3nem vrstnem redu so se odlocali zanje.

Mladi matematiki so bili z re3itvijo zadovoljni, saj so opravi
1i koristno delo: sebi in soSolcem so prihranili napor, 3So0li
pa denar. Tu je nade zgodbe konec. Ni pa 3e konec uporabe Pri-
movega postopka.

Oglejmo si soroden problem. Na sliki 8 je narisano cestno omre
?je, ki povezuje kraje 4, B, ¢, D, E, F in G.

Telefonsko podjetje se je namenilo povezati mesta v telefonsko
omreZje. Zaradi laZjega vzdrZevanja so se odlo¢ili, da bodo te

Slika 8: Cestno omreZje. Stevilke ob cestah pomenijo razdalje.
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lefonski kabli potekali ob obstojecih cestah. Spet je treba po
iskati najcenejse omreije, spet je tu problem najcenejSega dre
vesa. Naloga je le malc drugaéna od prve. Zdaj moramo namrec
poiskati najcenej3e drevo na Ze obstojedem vrednostnem grafu.
V drevo smemo vkljucéiti le obstojele povezave. Tako npr. ne
smemo napeljati kabla neposredno od mesta 4 do mesta G. Primov
postopek pa deluje pravilno tudi v tem primeru. Slika 9 nam ka
Ze najcenejse drevo. Telefonsko podjetje bo potrebovalo 165 km
kabla.

Primov postopek nam v povezanem grafu v vsakem primeru poisice
najcenejse drevo. Ce ima vei povezav v grafu isto ceno (vred-
nost), se lahko zgodi, da obstaja vec najcenej3ih dreves. Po-
stopek nam v tem primeru izbere eno od njih.

V resnici je prva naloga le poseben primer druge. Ce imamo nam
reé¢ n tock v ravnini in poljubni dve med njimi poveZemo z da-
1jico, dobimo polni graf kK, na n toCkah. Povezave (skupaj jih
je n(n-1)/2) nosijo vrednosti, ki so v tem primeru kar dolzi

Slika 9: Na&rt za napel javo telefonskih kablov. Skupna dolZina kabla je
165 km.

235



Slika 10: Primov postopek najde v grafu (1) najcenej3e drevo (2) dolZine
2a, medtem ko je mogofe dodati tofko S v srediZEu trikotnika
ABC' in dobiti cenejse, Steinerjevo drevo z dolZino 1,73a (3).

ne daljic. V drugi nalogi imamo opravka s splodnim grafom, v
katerem vrednosti povezav niso nujno dolZine daljic.

Ce pazljivo preberete zacetek tega prispevka, boste opazili,
da smo rekli, da v omreZju stezic na 35olskem dvori3cu ne Zeli-
mo nepotrebnih kriZidd . S tem smo kriZi3fa omejili na Ze ob-
stojece toctke. Brez tega pogoja dobimo namreé drugo nalogo, na
logo 0 Steinerjevem drevesu. Razliko med obema nalogama si bo-
mo ogledali na posebnem primeru. Za tofke vzemimo ogliS€a ena-
kostranicnega trikotnika z dolZino stranice . S Primovim po-
stopkom dobimo enega od treh minimalnih dreves z dolZino 2a.
te pa dopustimo dodatne tocke, dobimo lahko cenejse, Steinerje
vo drevo s ceno (dolZino) +3a = 1,73a (glej sliko 10).

Za konec povejmo le tole Zalostno dejstvo. Doslej matematikom
se ni uspelo najti ucinkovitega postopka za iskanje Steinerje-
vega drevesa v splodnem primeru. Vse kar je do slej znanega o
tem problemu, daje celo slutiti, da u€inkovitega postopka za
ta problem sploh ni !

TomaZ Pisaneki
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