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vsi sodijo med vodilne raziskovalce na
podro¢ju dominacijskih iger. Knjiga Pla ed

predstavlja strnjen pregled razli¢ic do-
minacijske igre ter rezultatov in odprtih 0 n G r aph S
problemov povezanih z njimi. V glav-

nem je namenjena raziskovalcem, tako

mladim kot izkuSenim. Avtorji v knjigi &) st

najve¢ pozornosti posvetijo osnovni raz-
licici dominacijske igre, ki je bila v zadnjem desetletju delezna izjemne po-
zornosti.

Knjiga je razdeljena na pet poglavij. V prvem, uvodnem poglavju naj-
demo potrebne oznake in definicije. Spomnimo se, da vozlis¢e dominira
sebe in svoje sosede. Podmnozica vozlis¢é grafa je dominacijska mnozica,
¢e dominira vsa vozlisca grafa. Velikost najmanjse dominacijske mnozice je
grafovska invarianta imenovana dominantno Stevilo grafa GG in oznacena z
~v(G). Dolocanje dominantnega Stevila splosnih grafov je zahteven problem,
zato je zanimivo nanj pogledati tudi z vidika teorije iger. Dominacijska igra
je tekmovalna optimizacijska igra, ki so jo leta 2010 vpeljali prav Bresar,
Klavzar in Rall. Igro na danem grafu G igrata dva igralca (Dominator in Za-
vlacevalka), ki izmeni¢no izbirata vozlis¢a in jih dodajata v izbrano mnozico.
Vsako izbrano vozlis¢e mora dominirati vsaj eno vozlisce, ki ga prej izbrana
vozlis¢a ne dominirajo. Igra se konca, ko izbrana mnozica tvori dominacij-
sko mnozico grafa G (in torej nadaljnje poteze niso mogoce). Igralca imata
nasprotujoca si cilja: Dominator Zeli dose¢i ¢im manjSo kon¢no velikost iz-
brane mnozice, Zavlacevalka pa tezi k ¢im veé¢ji konéni mnozici izbranih
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vozlis¢. Igra nima zmagovalca ali porazenca. Oba igralca preprosto sledita
strategiji, ki najbolj ustreza njunemu cilju. Ce oba igrata optimalno, konéna
velikost mnozice izbranih vozlis¢é postane grafovska invarianta. Imenujemo
jo igralno dominantno §tevilo grafa G in oznac¢imo z v4(G), ¢e prvo potezo
naredi Dominator, in z v, (G), ¢e je Zavlacevalka prva na potezi.

Izmed razli¢ic dominacijske igre v prvem poglavju natanéneje spoznamo
Se celotno dominacijsko igro. Spomnimo se, da vozlisée celotno dominira
svoje sosede, ne pa tudi samega sebe. Celotna dominacijska igra je defini-
rana podobno kot dominacijska igra, le da mora izbrano vozlisée na vsaki
potezi celotno dominirati vsaj eno vozlis¢ée, ki ga prej izbrana vozliséa Se
ne dominirajo celotno. Ce oba igralca igrata optimalno in igro na grafu G
zatne Dominator, dobljeno invarianto ozna¢imo z s (G).

Drugo poglavje je posveceno dominacijski igri. Predstavljena sta nada-
ljevalni princip in strategija namisljene igre, ki se izkaze za zelo uporabno
tehniko dokazovanja. Nadaljevalni princip je formalizacija intuitivno jasne
lastnosti, da se igra na grafu konca hitreje, ¢e so nekatera vozlis¢a ze vna-
prej dominirana, ki pa zahteva netrivialen dokaz. Naj G|S oznacuje graf G,
na katerem so vozlisca S C V(G) ze dominirana, in naj v,(G|S) oznacuje
stevilo potez v dominacijski igri na G|S, kjer prvo potezo naredi Dominator
in vozlis¢ iz S ni ve¢ treba dominirati. Nadaljevalni princip pravi, da ¢e
je G graf in B C A C V(G), potem velja v5(G|A) < 7v.(G|B). Podobna
lastnost velja tudi za igro, kjer zacne Zavlacevalka. Predstavljene so znane
zgornje meje za igralno dominantno Stevilo grafa. Leta 2013 so Kinnersley,
West in Zamani postavili domnevo, da za vsak graf G brez izoliranih vozlis¢
in z n vozligéi velja 4 (G) < 2n. Podobna domneva je $e vedno odprta tudi
za drevesa brez izoliranih vozlis¢. Pri dokazovanju tovrstnih zgornjih mej
je izredno uporabna metoda praznjenja Bujtaseve. Najboljsa znana zgornja
meja v sploSnem je %n, ¢e se omejimo na grafe z najmanjso stopnjo 2, pa je
dokazana zgornja meja %n Posebej je studirana tudi podobna domneva, ki
obravnava le grafe, ki premorejo Hamiltonovo pot (tj. pot v grafu, ki vsako
vozlis¢e obisce natanko enkrat). Za tak graf na m vozlis¢ih je domnevna
zgornja meja enaka [%n}

Dolo¢anje igralnega dominantnega Stevila ni enostavno niti na posame-
znih druzinah grafov. Avtorji predstavijo natanéne vrednosti za poti, cikle
in njihove potence ter glavnike. Karakterizirani so grafi, ki imajo igralno
dominantno Stevilo enako 2 ali 3. Posebna pozornost je namenjena vplivu
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odstranitve vozlis¢a ali povezave na igralno dominantno Stevilo grafa. Ker
Studirana invarianta za ti operaciji ni monotona, so tudi (povezavno) kri-
tiéni grafi definirani nekoliko drugace kot obi¢ajno. Predstavljena je tudi
casovna zahtevnost problema.

V tretjem poglavju avtorji predstavijo znane rezultate o celotni domi-
nacijski igri. Analogno z zgornjo mejo za igralno dominantno §tevilo je
postavljena domneva, da za vsak graf G na n vozli§cih, katerega vsaka kom-
ponenta vsebuje vsaj tri vozlisca, velja vi4(G) < %n. Natanc¢na vrednost
celotnega igralnega dominantnega Stevila je znana za poti, cikle in cikli¢ne
dvodelne grafe. Predstavljeni so kriti¢ni in popolni grafi, rezultati o vplivu
odstranitve vozlisca ter racunska zahtevnost problema.

Ce si predstavljamo, da dominacijsko igro igra samo Dominator, je
kon¢na mnozica izbranih vozliS¢ ravno najmanjSa dominacijska mnozica
grafa. Bolj zanimivo je torej Studirati igro, ki jo igra samo Zavlacevalka
in porodi t. i. Grundyjevo dominantno Stevilo. Pri tej igri vozlis¢a izbira
le Zavlacevalka, njen cilj je Se vedno koncati igro s ¢im vec¢ izbranimi voz-
lis¢i, razlicna pravila za veljavnost poteze pa porodijo vec razlicic igre. Tej
igri (in njenim razlicicam) je posveceno ¢etrto poglavje knjige. Posebej je
izpostavljena povezava ene izmed razli¢ic z nicelno prisilo in najmanjsim
rangom.

Zadnje poglavje predstavi Se preostale razli¢ice dominacijske igre. Med
drugim spoznamo disjunktno dominacijsko igro, povezano dominacijsko igro,
Z-, L- in LL-dominacijske igre ter nekatere igre na hipergrafih. Pri disjunk-
tni dominacijski igri eden izmed igralcev poskuSa zgraditi dve disjunktni
dominacijski mnozici, pri cemer mu drugi igralec poskusa to prepreciti. Po-
vezana, Z-, L- in LL-dominacijska igra sledijo podobnim pravilom kot do-
minacijska igra, le da so pogoji za veljavnost poteze nekoliko drugac¢ni. Na
koncu poglavja najdemo tudi strnjen pregled preostalih razli¢ic dominacij-
ske igre — nekatere so se v literaturi pojavile ze pred letom 2010, vendar
niso bile nikoli delezne tolikSne pozornosti kot osnovna verzija dominacijske
igre, ki jo obravnava opisana knjiga.

7 jedrnatim pregledom definicij, rezultatov, metod dokazovanja in od-
prtih problemov knjiga predstavlja odli¢cno referenco tako za bolj zagrete
Studente kot za trenutne in bodoce raziskovalce na tem podrocju.

Vesna Irsic
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